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الحمدالله رب العالمين، والصلاة والسلام على سيد المرسلين، محمد بن عبداالله وصحبه 
أجمعين.

إلى جملة  ذلك  في  استندت  المناهج،  تطوير  التربية في عملية  وزارة  عندما شرعت 
وارتباط  الدولة  راعت متطلبات  والمهنية، حيث  والفنية  العلمية  والمرتكزات  الأسس  من 
ذلك بسوق العمل، وحاجات المتعلمين والتطور المعرفي والعلمي، بالإضافة إلى جملة من 
وغيرها،  والتكنولوجي  والاقتصادي  والاجتماعي  القيمي  بالتحدي  تمثلت  التي  التحديات 
وإن كنا ندرك أن هذه الجوانب لها صلة وثيقة بالنظام التعليمي بشكل عام وليس المناهج 

بشكل خاص.
ومما يجب التأكيد عليه، أن المنهج عبارة عن كم الخبرات التربوية والتعليمية التي تُقدم 
ا بعمليات التخطيط والتنفيذ، والتي في محصلتها النهائية  للمتعلم، وهذا يرتبط أيضً
أهم  من  الدراسية  المناهج  بناء  أصبحت عملية  وعليه  التربوية،  الأهداف  لتحقيق  تأتي 
مكونات النظام التعليمي، لأنها تأتي في جانبين مهمين لقياس كفاءة النظام التعليمي، 
ا أو معيارًا من معايير كفاءته من  فهي من جهة تمثل أحد المدخلات الأساسية ومقياسً
جهة أخرى، عدا أن المناهج تدخل في عملية إنماء شخصية المتعلم في جميع جوانبها 

الجسمية والعقلية والوجدانية والروحية والاجتماعية.
عملية  في  نبدأ  عندما  والمناهج،  التربوية  البحوث  قطاع  في  فنحن  آخر،  جانب  من 
تطوير المناهج الدراسية، ننطلق من كل الأسس والمرتكزات التي سبق ذكرها، بل إننا نراها 
البحث في المستجدات  ا في  واقعية تدفعنا لبذل قصارى جهدنا والمضي قدمً محفزات 
التربوية سواء في شكل المناهج أم في مضامينها، وهذا ما قام به القطاع خلال السنوات 
الماضية، حيث البحث عن أفضل ما توصلت إليه عملية صناعة المناهج الدراسية، ومن ثم 

إعدادها وتأليفها وفق معايير عالمية استعدادًا لتطبيقها في البيئة التعليمية.






































































































































ولقد كانت مناهج العلوم والرياضيات من أول المناهج التي بدأنا بها عملية التطوير، إƚانًا 
بأهميتها وانطلاقًا من أنها ذات صفة عالمية، مع الأخذ بالحسبان خصوصية اƣتمع الكويتي 
المعرفة  بذلك  ونعني  التعلم  عملية  جوانب  تتضمن  أنها  أدركنا  وعندما  اƤلية،  وبيئته 
الكويت،  دولة  في  التعليم  نظام  مع  تتوافق  وجعلها  بدراستها  قمنا  والمهارات،  والقيم 
مركزين ليس فقط على الكتاب المقرر ولكن شمل ذلك Ŷرائق وأساليب التدريس والبيئة 
التعليمية ودور المتعلم، مƻكدين على أهمية التكامل بين الجوانب العلمية والتطبيقية 

حتى تكون ذات Ŷبيعة وŷيفية مرتبطة بحياة المتعلم.
 Ɩ وفي ضوء ما سبق من معطيات وغيرها من الجوانب ذات الصفة التعليمية والتربوية
اختيار سلسلة مناهج العلوم والرياضيات التي أكملناها بشكل ووقت مناسبين، ولنحقق 
نقلة نوعية في مناهج تلك المواد، وهذا كله تزامن مع عملية التقوƗ والقياس لȀثر الذي 
تركته تلك المناهج، ومن ثم عمليات التعديل التي Ŷرأت أثناء وبعد تنفيذها، مع التأكيد 
على الاستمرار في القياس المستمر والمتابعة الدائمة حتى تكون مناهجنا أكثر تفاعلية.

د. سعود هلال الحربي 
الوكيل المساعد لقطاع البحوث التربوية والمناهج
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الوحدة
الأولى

ƄƯروƕ الوحدة: الƀرعة اللحƔية

ƯقدƯة المƄروƕ: تƀقŴƇ Ǝرة Ư ƲƯرت�ƖƠ يمƋ ƲƨبƲƯŻ Ǝ الƀقوƍ وحƀاś الƀرعة المتوſطة لƀقوƍ الصŴرة بƀهولة¬ ولƾƟ Ʋƨ لحƔة   1
Ưا ŧŏناء الƀقوƯ ƍا ſ ƾƷرعة الصŴرة®

� t s2= الهدƯ :ƝعرƟة ſرعة الصŴرة عند اللحƔة   2

�Ɖعر Żهاū ¬śوſبة علمية¬ حاſلة حاō ¬ƮſŹ اقŹوŏ :ƭŻاللوا  3

:Ƣلة حول التطبيŘſŏ  4

:Ŧحي ¬ ( ) .d t t4 9 2= تƀقƎ الصŴرة وƢƟ العƣǈة 
ƣانوū Ʊاليليو للƀقوƍ الحر	:   

s ƾبالثوان ƲƯżال t ¬( )m ŹتاƯرة بالأŴتقطعها الص ƾة التƟاƀالم ( )d t  

�ƍقوƀال ƲƯ Ʋانيتيŧ ولŏ لǈų t
d
T
T احŜƀ الƀرعة المتوſطة   A  

 Ŧحي ¬t h2= + œ tلى اللحƔة  2= الƯżنية ƲƯ اللحƔة  الƠترة   ƾƟ رةŴطة للصſرعة المتوƀال ƪÚيمث ƽŸال ƾالتال Ƨŏ  Bمƪ الŬدول   
�ƲƯżال ƾƟ قŹاƠو الƷ t hT =

t
d
T
T Ưدة الƠترة الƯżنية h بالثانيةالƀرعة المتوſطة 

0�4

0�1

0�05

0�01

0�001

0�0001

ا ƲƯ الصƠر® ÔثيرƧ h  śا تقترƯرعة عندƀعدل الƯ لىœ بةƀبالن ƶƔحǈت ƽŸا الƯ  C  

®t 2= Ưا تقريبÔا ſرعة الصŴرة عند   D  

ا œلى المعطيات Źŵ ƲƯوŽ الوحدة التƾ اſتƠدت Ưنها� ÔيرƄƯ عليها Ţحصل ƾالت Ūŗالنتا ƲÚيبي Ôǈ ÚصƠƯ ا Ôتقرير ƖƋ :التقرير  5

�Ɖالعر Żهاū على Ɖو بعرŏ Ƣبملص ƥتقرير ƮÚعŵ  

ŹŵوŽ الوحدة

نهايات تƄتمƪالنهايات
3  ¬ 3- على 

نهايات بعƇ Ɗيƛ ƚير Ưعينة
الدوال المثلثية

الاتصال على ƟترةنƔريات الاتصالالاتصال

1-11-21-31-41-51-61-7

الوحدة
النهايات والاتصالالأولى

,IMITS AND #ONTINUITY
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الوحدة
الأولى

عƄر¬   ƲƯالثا  Ʊالقر  ƲƯ  ƾالثان  ƞالنص  ƾƟ
 ƶنŏ الرياƋيات ƣد ƧŹŵŏوا   ƾƟ Ʊالباحثو  ƱاƧ
 ƪƯاƨالت śاƀح Ʊوƨيſ ¬نطقيةƯ žſŏ Ʊبدو
 žلوي  Ʋتيſوƛوŏ  Ź ÚوƏ ا�  ÔŵحدوƯ  ƪƋاƠوالت
 	!UGUSTIN-,OUIS #AUCHY
 ƾوشƧ
نƔرية ƾƟ النهايات¬ ŐƟلƜى ƯعƮƔ الƨƄوƥ حول 

�ƪƋاƠوالت ƪƯاƨالت śاƀح ƢنطƯ حةƇ

	(OWARD %VES
 ƞيœ ŵŹواƷ űŹŒالم ƞƇو
 ƲƯ اĐيƋياŹ اÔعالم ƶونƧ لىœ ةƟاƋœ ƶنŐب  ƾوشƧ
ل ƣدƭ الƨثير لعالƮ الرياƋيات Ɵقد  Úالأو Żالطرا
ا ƯحاƯيĐا 
ƯاŽŹ المهنة لمدة Źŏبعة  Ôƌيŏ ƱاƧ
 ƭدŴتſا
 ƭاſŹبال¬ وū ƢلƀتƯ¬ و	ا ÔƯر عاƄع
 ƶتżيƯ ƾالت ƾوشƧ اتƠƇ ƲƯو �	يةŗالما Ʊالألوا

عƯ ƲعاƇريƶ احتراƶƯ للبيŘة وƟŵاعƶ عنها�

ƾوشƧ žلوي Ʋتيſوƛوŏ
 	!UGUSTIN-,OUIS #AUCHY


ƦاتƯعلوƯ لىœ ƞƋŏ

المعاƝŹ الƀابقة المƨتƀبة	  Ʊǁا Ţنŏ Ʋيŏ

ſŹمŢ بياƱ الدالة التربيعية�  •
•  �ƻوال القوŵ بيانات ŢمſŹ
•  �ŵثيرات الحدوƧ نحنياتƯ ŢƠƇو
•  �ŵثيرة الحدوƧ الةŵ ŹاƠƇŏ دتūوŏ
تعلمŢ الƨثير ƲƯ المتطابقات المثلثية�  •
ſŹمŢ بيانات بعƊ الدوال�  •

®Ʈتتعل Ɲوſ اŷاƯ
ƠƯ Ɲهوƭ نهاية ŵالة عند نقطة�  • Úتعر
حƀاś نهايات بعƊ الدوال�   •
اſتŴداƭ نƔريات النهايات�  •
•  �	 0

0 
ƇيƜة ƛير Ưعينة  ƽرƠالص ƪƯاء العاƜلœ
•  � 3-  ¬3 نهايات تƄمƪ على 
Ƈيƛ ƚير Ưعينة�  •
نهايات بعƊ الدوال المثلثية�  •
نƔرية الإحاƏة�  •
اſتŴداƭ نƔرية الإحاƏة لإيŬاŵ بعƊ النهايات�  •
تعرƝ اتصال ŵالة عند نقطة وŹŵاſة الاتصال�  •
تعرƝ بعƊ نƔريات الاتصال الأſاſية�  •
•  �Ʋالتيŵ ŜيƧتر ƲƯ ةŬالة ناتŵ اتصال Ŧبح
ƟهƯ Ʈعنى ŵالة Ưتصلة على Ɵترة�  •
تعرƝ اتصال ŵالة على Ɵترة�  •

المصطلحات الأſاſية

 - ƽرƠالص ƪƯهة واحدة - العاū ƲƯ النهاية - ƲهتيŬال ƲƯ الة عند نقطة - النهايةŵ نهاية
 	ƽŷحاƯ
 śŹقاƯ Ǝų - ƾſŏŹ 	ƽŷحاƯ
 śŹقاƯ Ǝų - ةƏرية الإحاƔعينة - نƯ يرƛ ƚيƇ
 ƆلŴصال - التƠالان ƍالاتصال ونقا ƍالة عند نقطة - نقاŵ نهاية- اتصال ǈال - ƾقƟŏ

ƲƯ الانƠصال - ŵالة ƯرƧبة - اتصال ŵالة على Ɵترة �

الوحدة
الأولى
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� 1 : ŏكمل الŬدول التالي كما في  Ôلا Úوŏ

العدƾƟ ŵالƠترة المƠتوحة
Ưنتصƞ الƠترة

ŵالأعدا Ǝų على ƪالتمثيƻرųŏ ةŹوƇ
للƠترة المƠتوحة

 Ʋع ŵبعُد العد
ƏرƾƟ الƠترة

1,3 5^ h4
3 4

1 1

5
,4 1 4 1- +^ h�

2
2
1 , 1 2

1a k
3

4
3 , 2 4

11a k
4,0 1^ h
5(�.� 
 �.�)

6(�.� 
 �.�)

5 عƲ العدد الحقيقي �.
1 ŧانيÔا: اكتب الفترة المفتوحة التي يبعد ƏرفاƷا بمقدار 

.C العدد الحقيقي Ʋع A ا بمقدارƷرفاƏ ا: اكتب فترة مفتوحة يبعدÔالثŧ

 c ŵا للعد ÔŹواū ىÚمƀت ,c a c a- +^ h  توحةƠترة المƠال ،Ƣالساب hالعمل التعاونيs Ʋم

�a 02  Ŧحي a Źا للمعياÔقƟو

ا للمعيار �. Ôوار للعدد � وفقū يƷ (�
� الفترة المفتوحة (�  Ôǆفمث

. 1
4 ا للمعيار  Ôوار للعدد � وفقū يƷ 4

3 , 2 4
11a k والفترة

. 1
100 ا للمعيار  Ôوار للعدد � وفقū يƷ 100

99 , 2 100
11a k الفترة ƦلŸوك

ا مناسبÔا. Ôعدد باختيارنا معيار ƽوار لأū ننا تحديدƨيم ƶوعلي

Ɵة على Ɵترة ƠƯتوحة ƲƯ I الأعداŵ الحقيقية وتحوƽ العدŔƟ c ŵننا نقول ƵŸƷ Ʊœ الدالة  ÚعرƯ الةŵ لدينا ŢانƧ اŷœ
�	c ŵا للعد ÔŹواū ƽتحو I ƽŏ
 c ŵللعد Źواū ƾƟ ةƟ ÚعرƯ

 Ʊوƨالدالة ت ƱŔƟ ƶƀƠن c ŵة عند العدƟعرƯ يرƛ نهاƨول I ترةƠر الƇعنا Ɩميū ة عندƟ ÚعرƯ الدالة ŢانƧ اŷœ اƯŏ
�c ŵللعد Ɔƣنا Źواū ƾƟ ةƟ ÚعرƯ

	1
 ƞتعري

لتƧ x Ʋƨمية ƯتƜيرة¬ c عدÔŵا حقيقيĐا�

�ŜūوƯ ƾحقيق ŵعد ƽŏ ƲƯ رƜƇŏ x c- نقول x Ʊœ تقترc ƲƯ ś باƏراŷœ ŵا ƧاƱ بالإƨƯاū Ʊعƪ الƨمية 

Ʈتتعل Ɲوſ

النهاية عند النقطة� •
 حƀاś النهايات ƲƯ التمثيǈت  •

البيانية�
•  ƭداŴتſالنهايات با śاƀح 

النƔريات�
 النهاية ū ƲƯهة واحدة Ɵقŏ Ǝو  •

�ƲهتيŬال ƲƯ
• � 0

0 ƇيƜة ƛير Ưعينة 

المƠرŵات والمصطلحات:

• .EIGHBOURHOOD  Źواū
• .ORM  Źالمعيا
• 0UNCTURED  Ɔƣنا Źواū

.EIGHBOURHOOD  
النهاية ū ƲƯهة واحدة •

/NE-3IDED ,IMIT  
• ƲهتيŬال ƲƯ النهاية

4WO-3IDED ,IMITS  
• 0

0 ƇيƜة ƛير Ưعينة 
  )NDETERMINATE  
&ORM 0

0  

النهايات
,IMITS

1-1

��






































































































































,IMIT OF A &UNCTION AT A 0OINT نهاية ŵالة عند نقطة 

ƍاƄن
2

f x( ) 2
4

x
x

=
-
-  : f  الدالة Ʋƨلت : Ôولاŏ

� f  ال الدالةŬƯ دūوŏ  A

 ® ( )f 2  ŵاŬيœ Ʋƨيم ƪƷ  B

:ƾدول التالŬال ƪمƧŏ  C

2�12�012�0012�0001t2t1�99991�9991�991�9tx

ƝÚعرƯ يرƛ( )f x

®x Ʈيƣ على ƒحǈا تŷاƯ  Dy

1

1-1-2

2

2

3

3

4

x

    	®ŵحدƯ ŵعد ƲƯ śتقتر ƪƷ
  

® ( )f x  Ʈيƣ على ƒحǈا تŷاƯ  E

	®ŵحدƯ ŵعد ƲƯ śتقتر ƪƷ
  

f Ʊبيا ƪيمث ƪالمقاب ƪƨƄال

ŧانيÔا:

®ƞيƧ ® f ابقةƀالدالة ال Ǝيƀتب Ʋƨيم ƪƷ  A

( )g x x 2= +  Ŧحي g الدالة Ʊبيا ƮſŹا  B

� f 
 g Ʋالدالتي Ʋبي ƱŹاƣ :اÔالثŧ

ا مƲ العدد � سواŌ مƲ اليميŏ Ʋو اليسار.  Đدū قريبة X Ţالعدد � كلما كان Ʋم śتقتر ( )f x مƲ النشاط السابƢ وūدت ŏن قيم 
(x 2!   
يسمى العدد � نهاية الدالة f عندما X تŒول œلى العدد �. (تقترś باƏراد مƲ العدد �  

ويعبÚر عƲ ذلƦ بالصورة التالية�

( )lim f x 4
2x

=
"

.� ƽلى � تساوœ ولŒت X عندما ( )f x وتقرŏ كالتالي� نهاية 

4HE LIMIT OF ( )f x  AS x  APPROACHES 2 EQUALS 4

تعطينا النهايات لغة لوصƞ سلوƥ الدالة عندما تقترś مدخǆت الدالة مƲ قيمة معينة.

	2
 ƞتعري

 c ŵللعد Ɔƣنا Źواū وŏ Źواū ƾƟ ةƟ ÚعرƯ الة حقيقيةŵ f  ¬Ʋحقيقيي Ʋيŵعد c  
  L  Ʋƨلي
( )lim f x L

x c
=

"
 :Ŝتƨن

�L ƲƯ ŵراƏبا śتقتر ( )f x  Ʈيƣ ƱŔƟ  x c!   ¬ŵراƏبا c ƲƯ x śا تقترƯعند ƶنŏ ƾوتعن
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.C فة عند Úو غير معرŏ فة Úلا تعتمد على كون الدالة معر Ŧحي x c" تبيƲÚ الأشƨال ŏدناƵ حقيقة وūود نهاية عندما 

y

xc

y

xc

y

xc

فعلى سبيل المثال في الدوال التالية�

x

y

2

1

1-1 x

y

2

1

1-1 x

y

2

1

1-1

A  ( )f x x
x

�
�2

= -
- B  :

:
( )

≠
g x x

x
x

x
�
� �

� �

2

= -
-

=
* C  ( )q x x �= +

x 1= فة عند  Úمعر Ţليس f نŏ Ʋعلى الرغم م x 1" الدالة f لها نهاية تساوƽ � عندما 

( )g 1 2!  Úنŏ Ʋعلى الرغم م x 1" Úة G لها نهاية تساوƽ � عندما  الدال

( )q 1 2=   ،  x 1" Úة Q لها نهاية تساوƽ � عندما  الدال

( ) ( ) ( ) 2lim lim limf x g x q x
1 1 1x x x

= = =
" " "

/NE-3IDED ,IMIT AND 4WO-3IDED ,IMITS  Ʋهتيū ƲƯ وŏ هة واحدةū ƲƯ النهاية

	1
 ƪƨش

y

,
2

,
1

xc

 .ƲهتيŬال Ʋم C عدد Ʋم X śتلفة عندما تقترŴلقيم م f ول قيم الدالةŒا تÔحيانŏ

Źاƀهة اليū ƲƯ c  ŵلى العدœ ولŒت x اƯعند L1  ŵلى العدœ ولŒت ( )f x  ŢانƧ اŷœ

( )lim f x L
x c

=
" - 1 ŔƟننا نعبر عŷ ƲلƦ بالصوŹة التالية: 

�Źاƀهة اليū ƲƯ وتسمى النهاية

L2 عندƯا x تŒول œلى العدū ƲƯ c ŵهة اليميŔƟ Ʋننا نعبر   ŵلى العدœ ولŒت ( )f x  ŢانƧ اŷœو
( )lim f x L

x c
=

" + 2 عŷ ƲلƦ بالصوŹة التالية: 

�Ʋهة اليميū ƲƯ وتسمى النهاية

L L! 21 نǆحƒ في الشƨل (�)� 

( ) ( )lim limf x f x
x xc c

!
" " -+

ŏ ƽŏن� 

( )lim f x
x c"

غير موūودة  ولŸا نقول ŏن� 
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	1
نƔرية 

Ʋحقيقيي Ʋيŵعد L 
 c Ʊŏ ƉرƠي

Źاƀهة اليū ƲƯ النهاية ƽاوƀت Ʋهة اليميū ƲƯ النهاية ŢانƧ اŷœ ƎقƟا وŷœ c ƲƯ x śا تقترƯنهاية عند f  للدالة Ʊوƨي

( ) ( ) ( )lim lim limf x L f x L f x
x c x c x c

,= = =
" " "+ -

 :Ʀلŷ Ʋويعبر ع

y

1

1

2

2

3

3

4

5

4 x

 	1
 ŜيŹتد

: 0 , 4f R"6 @ الƪƨƄ المقابƪ يمثƪÚ بياƱ الدالة: 

:ƾا يلƯ ƪمƧŏ

3  ( )f xlim
x 1

f
"

2  ( )f xlim
1x

f
" -

1  ( )f xlim
1x

f
" +

6  ( )f xlim
2x

f
"

5  ( )f xlim
2x

f
" -

4  ( )f xlim
2x

f
" +

9  ( )f xlim
x 3

f
"

8  ( )f xlim
x 3

f
" -

7  ( )f xlim
3x

f
" +

11  ( )f xlim
4x

f
" -

10  ( )f xlim
0x

f
" +

� f  الدالة Ʊبيا ƪÚيمث ¬ƪالمقاب ƪƨƄال

y

1

1-1-2

2

2

3

3 4

4

x

 :ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŏ

 1  ( )lim f x
x 0"

 2  ( )lim f x
x 1"

 3  ( )lim f x
x 2"

 4  ( )lim f x
x 2"-

:ƪالح

1  ( )lim f x 0
0x

=
"

2  ( ) , ( ) ( ) ( )f flim lim lim limf x f x x x1 2
1 1 1 1x x x x

(a != =
" " " "- + - +

 ( )lim f x
1x

`
"

ƛير Ưوūوŵة 

3  ( )lim f x 2
2x

=
"

4  ( )lim f x 4
2x

=
"-
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y

1

1-1

2

2 3 4 x

 � f  الدالة Ʊبيا ƪالمقاب ƪƨƄال ƪÚيمث  1

:ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŏ  

A  ( )lim f x
x 1"-

  B  ( )lim f x
x 0"

C  ( )lim f x
x 2"

  D  ( )lim f x
x 3"

#ALCULATION OF ,IMITS حƀاś النهايات 

يمƨننا حساś النهايات لبعض الدوال باستŴداƭ النظريات التالية�

	2
 ƪƨش

y

C

K

x

( )f x k=

 

	2
نƔرية 

:ƱŔƟ Ʊحقيقيا Ʊاŵعد k 
 c اناƧو ( )f x k= ŷœا Ƨانŵ f Ţالة: 

 ( ) k klim limf x
x c x c

= =
" "

	3
 ƪƨش

y

C

C

x

( )f x x=

 

	3
نƔرية 

:ƱŔƟ اĐا حقيقيÔŵعد c ƱاƧو ( )f x x= ŷœا Ƨانŵ f Ţالة: 

 ( ) xlim limf x c
x c x c

= =
" "

	4
نƔرية 

:ƱŔƟ ( ) , ( )f x L xlim lim g M
x c x c

= =
" "


ŏ kعداÔŵا حقيقية¬  c
 M
 L ŢانƧ اŷœ

( ) ( ) ( ) ( )g L Mlim lim limf x g x f x x
c c cx x x =+ = + +
" " "
^ h  :ƖمŬاعدة الƣ  A

( ) ( ) ( ) ( ) Mglim lim lim Lf x g x f x x
x c x c x c

- - = -=
" " "
^ h  :ŭاعدة الطرƣ  B

( ) ( ) ( ) ( ) L Mlim lim limf x g x f x g x
x c x c x c

: : :==
" " "
^ h  :śرƌاعدة الƣ  C

( ) ( )k f x f x k Llim limk
x c x c

: : := =
" "
^ h  :Ţابŧ ƾƟ śرƌاعدة الƣ  D

( )
( )

( )

( )
,lim lim

lim
g x
f x

g x

f x

M
L

M �
x c

x c

x c != =
"

"

" ƣاعدة القƀمة:   E
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( ) , ( )lim limf x g x2 5
1 1x x

= - =
" "

 :ÚƱŏ ƉرƠب

ŏوūد:
A  ( ) ( )lim f x g x

1x
-

"
^ h B  ( )

( )
x
f2

lim g
x

1x"
 C  ( ) ( )

( )
f x x
x 4

lim g
g

1x :
+

"

:ƪالح
A  ( ) ( ) ( ) ( )lim lim limf x g x f x g x

1 1 1x x x
- = -

" " "

2 5

7

= - -

= -

^ h

B  ( ) ,limg x 5 5 0
1x

!=
"

 
( )
( )

( )

( )

( )

( )

.

( )

lim lim

lim

lim

lim

g x
f x

g x

f x

g x

f x2 2 2

5
4

0 8

5
2 2

1
1

1

1

1

x
x x

x x
= =

=
-

=
-

= -

"
"

"

"

"

C  
2 5

( ) ( ) ( ) ( )

10 , 10 0

g glim lim limf x x f x x
1 1 1x x x

: :

#

!-

-

-=

=

=

" " "
^ h  

 

5 4

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

.

10

10
9

g
lim lim

lim

lim lim

lim lim

f x g x
x

f x g x

g x

f x g x

g x

4 4

4

0 9

1
1

1

1 1

1 1

x
x

x

x x

x x

:

:

:

-

-

+

+
=

+

=

+

=

=

= -

"
"

"

" "

" "

^
^

h
h

( ) , ( )lim limf x g x7 3
2 2x x

= = -
" "

 :ÚƱŏ ƉرƠب  2

ŏوūد:  

A  ( ) ( )lim f x g x
2x

+
"
^ h B  ( ) ( )lim f x g x

2x
:

"
^ h C  ( ) ( )

( ) ( )
f x g x
f x g x8

lim
2x

:
+"

c m
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نƔرية 
5	ŵ :وال Ƨثيرات الحدوŵ وŵوال الحدوŵيات النƀبيÚة 
0OLYNOMIAL AND 2ATIONAL &UNCTIONS  

:ÚƱŔƟ  ¬اĐا حقيقيÔŵعد c  ¬ŵثيرة الحدوƧ ةÚ ) ŵال ) ...f x a x a x a1
1

n
n n

0n= + + +-
-  ŢانƧ اŷœ  A

 ( ) ( )x a alim f f c a c cn n

x c
1 f= = + + +

"
-

n 1 0-n

:ÚƱŔƟ  ¬اĐا حقيقيÔŵعد c  ¬ŵحدو ƾثيرتƧ ( ) , ( )f x g x  ŢانƧ اŷœ  B

 ,( )
( )

( )
( )

( )lim g x
f x

g c
f c g c 0

x c
!=

"

R Ʋزئية مū موعةŬالها مŬوم ( )f x a a axxn n 1 f= + + +-
n 1 0-n A � على الدوال التي على الصورة�   ǈƯحƔة: يمƲƨ تطبيƢ نظرية 

ŏوūد:
A  lim x x2 54 3

1x
- +

"-
^ h B  lim x

x x
2

2 42

2x +
+ +

"
 C  ( )lim x x22

3x
-

"
^ h

:ƪالح
A  ( ) ( )lim x x2 5 1 2 1 54 3 4 3

1x
- + = - - - +

"-

1 2 5

8

= + +

=

^ h  	5
نƔرية 

B  ( )g x x 2= +  0 !  ƭالمقا Ʊŏ ƲƯ Ƣتحق

 ( ) ,g 2 2 2 4 4 0!= + = ! ƠƇر   ƭالمقا Ʊŏ ƽŏ

 (2) (2)lim x
x x

2
2 4

2 2
2 4

4
4 4 4

4
12

3

2 2

2x
`

+
+ +

=
+

+ +

=
+ +

=

=

"

 	5
نƔرية

C  ( )lim limx x x x2 22 2 3

2 3
3 3x x

- = -
" "

( ) ( )2 3 3

9

18 27

= -

= -

= -

^ ^h h 	5
نƔرية 

®ƻرųŏ بطريقة 	3
ƾƟ  C المثال    ƪح Ʋƨيم ƪƷ  A  3

ŏوūد:  B  

1  ( )lim x x x3 2 173 2

x 1
+ - -

"
  2  lim x

x x
2

5 62

2x +
+ +

"
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نظريات حساś النهايات صحيحة عند حساś النهاية مū Ʋهة واحدة.

:

:

:

( )f x
x x

x

x x

3 2 1

5
5 1

1

1

2

+

= =

Z

[

\

]]

]]
  : f  الدالة ŢانƧ اŷœ

( )lim f x
1x"

 ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŐƟ

:ƪالح

 ( ) ( )lim limf x x3 2 3 1 2 5
1 1x x

= + = + =
" "- -

^ h  Źاƀهة اليū ƲƯ النهاية

 ( )flim limx x
5

1
5 5

1 1x x
= = =

" "+ +
  Ʋهة اليميū ƲƯ النهاية

 ( ) ( )f flim limx x 5
1 1x x

a = =
" "+ -

 	0 !   ƭنهاية المقا Ʊŏ ƲƯ Ƣالتحق Ʋƨيم


 ( )flim x 5
1x

` =
"

:

:
( )

x

x
f x

x
x

3 2

1 2

2 1

2
=

-

-
)  : f  الدالة ŢانƧ اŷœ  4

( )lim f x
x 2"

  ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŐƟ  

:

:
( )g x

x x
x x
2 0

1 2 0

2

2

G-

-
= )  : g الدالة ŢانƧ اŷœ

( )lim g x
x 0"

 ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŐƟ

:ƪالح

 ( )( )lim limg x x 2 22

0 0x x
= - = -

" "- -
 Źاƀهة اليū ƲƯ النهاية

 ( ) ( )lim limg x x1 2 1
0 0x x

= - =
" "+ +

 Ʋهة اليميū ƲƯ النهاية

 ( ) ( )lim limg x g x
0 0x x

a !
" "+ -

 ( )lim g x
0x

`
"

ƛير Ưوūوŵة 

:

:
1

( )g x
x x x

x
x x

1

1

3

2

2

G

+

+

= *  : g الدالة ŢانƧ اŷœ  5

( )glim x
x 1"

 ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŐƟ  

��






































































































































تƧŸر:
:

:
x a

x a x a

x a x a1

H
- =

-

- +
'

الربƎ بالحياة:

Ź الباحثوƱ عدŵ الحيوانات  Úيقد
 ƭداŴتſبا Ɖة بالانقراŵالمهد
ǈųل   ƲƯ وƋعوƷا  عƣǈات 
Ưراƣباته�ƮويƀتŴدƯوƱ النهايات 
 ƾƟ الحيوانات ƵŸƷ ŵعد Ɩƣلتو

الأƯد البعيد�

	2
 ŜيŹتد

1x !  Ŧحي ( )f x x
x

1
1

=
-

-  Ʋƨلت

	Ƣالمطل ƞة تعريŵعاŔب
) بدوƱ اſتŴداżƯŹ ƭ القيمة المطلقة�  )f x  ŜتƧا  A

( )lim f x
x 1" -

)  و   )lim f x
x 1" +

ŏوūد   B

ر� ÚƀƟ ®x 1" Úة f نهاية عندƯا  ƪƷ للدال  C

�ƪƨƄالممثلة بال ( )x x xf 3 2+= -   :Ʋƨلت

y

x

1

1-1-2-3

2

2 3

3

4

4
5
6

) ŵوƱ اſتŴداżƯŹ ƭ القيمة المطلقة�  )f x  ŜتƧا  A

- ( )lim f x
x 3"

  ¬  ( )lim f x
x 3" +

ŏوūد   B

®x 3" ƪƷ للدالة  f  نهاية عندƯا   C

:ƪالح

A  
:

:
( )f x

x x x
x x x

3 2 3

3 2 31

H
=

- +

- + +
(

 
:

:

x x
x x
3 3 3

3 31

H
=

-

+
(

B  3( ) ( ) ( )lim limf x x3 3 3 3 6
3 3x x

-= = - =
" "+ +

 ( )lim limf x x 3 3 3 6
3 3x x

= + = + =
" "- -

^ h
C  ( ) ( )lim limf x f x 6

3 3x x
a = =

" "- +

 ( )lim f x 6
3x

` =
"

�6 ƽاوƀالنهاية ت ƵŸƷو x 3" `  للدالة f نهاية عندƯا   

 2( )f x x x2 +-=   :  f  Ʋƨلت  6

) ŵوƱ اſتŴداżƯŹ ƭ القيمة المطلقة� )f x  ŜتƧا  A  

( )lim f x
2x"- +

 ¬ ( )lim f x
2x"- -

ŏوūد:   B  

®x 2" - ƪƷ للدالة  f  نهاية عندƯا   C  
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ƣاعدة القوة
( 1) 32 1xlim

2x
+ = + =

"
تعلمŢ مما سبŏ Ƣن  

 ( 1) ( 1) ( 1)x x xlim lim2

2 2x x
:+ = + +

" "
^ h

 ( 1) ( 1) (3)x xlim lim 2

2 2x x
:= + + =

" "

 ( 1) ( 1) ( 1)x x xlim lim3 2

2 2x x
=+ + +

" "
^ h

 ( 1) ( 1) (3) 3 3x xlim lim2 2 3

2 2x x
: := + + = =

" "

�(3)n  ƽاوƀت ƾƷا وÔبūوƯ ا ÔحيحƇ اÔŵعد n Ŧحي ( 1)xlim
2

n

x
+

"
وبالمثƪ يمœ ƲƨيŬاƣ ŵيمة 

	6
نƔرية 

:ƱŔƟ اÔبūوƯ ا ÔحيحƇ اÔŵعد n ŢانƧة وŵوūوƯ lim ( )f x
x c"

 Ʊŏ ƉرƠب

 A  ( ) ( )lim limf x f xn n

x xc c
=

" "
^ `h j

 B  lim x cn n

x c
=

"
 (c �2  Ʊوƨي Ʊŏ ƍترƄا يĐيūوŻ ا Ôŵعد n حالة ƾƟ


 C  lim lim( ) ( )f x f xn n
x xc c

=
" "

 	 )lim (f x �
x c

2
"

 Ʊوƨت Ʊŏ ƍترƄا يĐيūوŻ ا Ôŵعد n حالة ƾƟ


ǈƯحƔة: سنƨتفي بدراسة حالات الŸŬور التربيعية والتƨعيبية للدوال فقط.

ŏوūد:
A  lim �x x32 5

1x
- -

"-
^ h  B  lim x 33

x 2
-

"
 C  lim x

x 2
3 22

x 3 -
-

"

:ƪالح
A  x x x xlim lim3 1 3 1 3 2432 5 2 5 5

1 1x x
- - = - - = =

" "- -

^ ^`h hj
B  lim limx x3 3

2 3 1

3 3

3 3

2 2x x
- = -

- -

" "

1= = = -

^ h

C  lim x
x

2
3 22

x 3 -
-

"

 ,lim x 2 1 1 0
x 3

!- =
"
^ h  0 !  ƭنهاية المقا Ʊŏ ƢÚتحق

 ,lim x3 2 25 25 02

3x
2- =

"
^ h  0 1  ŹŸŬال Ţا تحƯ نهاية Ʊŏ ƢÚتحق

 lim limx x3 2 3 2 25 52 2

3 3x x
- = - = =

" "
^ h

 lim lim

lim

x
x

x

x
2

3 2
2

3 22
2

3
3

3

x
x

x
-

-
=

-

-

"
"

" ^ h
  1

5 5= =
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تƧŸر:

 ŵو عدƷ ƽŹŸŬال ŵالعد ƢƟراƯ
 Ūنات  Ʊوƨي  Ŧبحي  ƽŹŸū

Ƌرś العدŵيƲ عدÔŵا نƀبيĐا�

Ưŏثلة:

•  2 1+  ¬ 2 1-  
ƱقاƟتراƯ

•  3 2-  ¬ 3 2+  
ƱقاƟتراƯ

•  ¬ a b3 3
-  

 a ab b23 3 23
+ +

ƱقاƟتراƯ

•  ¬ a b3 3
+  

 a ab b23 3 23
- +

ƱقاƟتراƯ

تƧŸر:

للدالة  ƠƇر   a  ƱاƧ ŷœا 
ƱŔƟ  ( )f x الحدوŵية 
 ƪƯعوا  ƲƯ  ƪƯعا  ( )x a-

� ( )f x

ŏوūد:  7

A  5lim x2

x 5
-

"
 B  lim x x 4

x 4
+

"
^ h  C  lim x

x x
2

4 533

1x -
- +

"-

 ƭالمقا ƾƟ ƽرƠالص ƪƯاء العاƜلœ
%LIMINATING :ERO &ACTOR OF THE $ENOMINATOR  

x c" œذا كان لدينا دالة نسبية وكانŢ نهاية مقاƵŸƷ ƭ الدالة النسبية لا تساوƽ الصفر عندما 

E لإيŬاد نهاية ƵŸƷ الدالة. ŏما œذا ساوت نهاية المقاƭ الصفر، فŔننا   ƕنظرية (�) فر ƢÚننا نطبŔف
نقوƭ باختصار العامل الصفرƽ المشترƥ بيƲ البسط والمقاœ ،ƭن وūد، ŧم نستŴدƭ الصيغة 

المبسطة لإيŬاد النهاية.
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�	)NDETERMINATE &ORM
تسمى ƇيƜة ƛير Ưعينة 

يمƲƨ استŴداƭ التحليل ŏو القسمة ŏو الضرś بالمرافŏ Ƣو غيرƷا لإيŬاد الصيغة   2
المبسطة.
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 ( ) , ( )f x x g x x1 12= = + لتƲƨ الدوال التالية� 

ŏكمل الŬدول التالي�  A

X ( ) xf x 1
= ( ) xg x 12= +
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¥�� ���
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ا وعندما  Đدū بة كبيرةūا مو Ôقيم X  ŸخŐعندما ت Ƶǆعŏ الواردة الدوال  استنتŪ قيم   B

ا. Đدū ا سالبة صغيرة Ôقيم X ŸخŐت

&INITE ,IMITS AS x "!3  x "!3 : نهايات Ưحدŵة عندƯا  Ôلا Úوŏ

ا ūهة  Ôمبتعدة كثير ƥ Úحدود (تتحر ǆبر بƨت X ن قيمŏ ƽŏ ا Đدū ا كبيرة Ôقيم ŸخŐت X Ţذا كانœ
.x " 3 اليميƲ على خط الأعداد) فŔننا نقول 

ا ūهة  Ôمبتعدة كثير ƥ Úحدود (تتحر ǆتصغر ب X ن قيمŏ ƽŏ ا Đدū ا صغيرة Ôقيم ŸخŐت X Ţذا كانœو
.x " 3- اليسار على خط الأعداد) فŔننا نقول 
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 ƞتعري

:ƱŔƟ ,a 3^ h ترةƠال ƾƟ ةƟ ÚعرƯ الةŵ f Ʋƨلت
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�3 ) تقترś باƏراL ƲƯ ŵ عندƯا x تŒول œلى  )f x  Ʈيƣ Ʊŏ ƾيعن
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Ʈتتعل Ɲوſ

 نهايات Ưحدŵة عندƯا  •
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 نهايات ƛير Ưحدŵة عندƯا •
� x a"

 الŴطوƍ المقاŹبة الرſŏية  •
والأƟقية�
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نهاية Ưحدŵة •
&INITE ,IMIT  

• ƾقƟŏ śŹقاƯ Ǝų
(ORIZONTAL !SYMPTOTE 

• ƾſŏŹ śŹقاƯ Ǝų
6ERTICAL !SYMPTOTE  

ƯعلوƯة:

ƲƯ الأŻل œلى الأبد
•  ƾƟ ŵوūالو Źتمراſل: اŻالأ

�ƾƋالما ƲƯ يةƷتناƯ يرƛ نةƯŻŏ
•  ƾƟ ŵوūالو Źتمراſالأبد: ا

�ƪتقبƀالم ƾƟ يةƷتناƯ يرƛ نةƯŻŏ
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)NFINITE ,IMITS AS cx "  cx " ) عندƯا  )!3 ŧانيÔا: نهايات ƛير Ưحدŵة 

�Ʋلنعتبر على سبيل المثال الدالتي

( ) , ( )f x x g x x
1 1

= =
-

Ʋالمرسومي Ʋا بالمنحنييĐ والممثلتيƲ بياني

y

x1-1
-1

-2

-2

-3

-3

-4

2 3

( )g x
x
1

= -

y

x

1

1-1-2-3 2

2

3

3

4
( )f x

x
1

=

	3
 ƪƨش

( )g x x
1

=
-

	2
 ƪƨش

( )f x x
1

=

 ƱŔƟ ƦلŸل Źاƀهة اليū ƲƯ وŏ Ʋاليمي ƲƯ X الصƠر ſواء ū ƲƯهة   Ʈيƣ Ţتربƣلما اƧ ŵحدو ǈب ŵاŵżت ( )f x  Ʈيƣ Ʊŏ 	2
 ƪƨƄال ƲƯ ƒحǈن
�ŵحدو ǈايد بżة لأنها تتŵوūوƯ يرƛ ( )lim f x

0x"

ونعبÚر عŷ ƲلŹ ƦياƋيĐا بالصيƜة:
lim x

1
x 0

3=
"

3 لا يعنƣ ƾيمة Ưعينة� 
لا يمثƪ عدÔŵا حقيقيĐا	�  żƯالر Ʊŏ ƥŹند Ʊŏ ŜŬوي

x 0" ) تتżايد بǈ حدوŵ عندƯا  ) :f x x f1
= وœنما يƠيد Ʊŏ الدالة 

 Ʋهة اليميū ƲƯ واءſ رƠالص ƲƯ X Ʈيƣ Ţتربƣلما اƧ ŵحدو ǈب Ɔƣتتنا 	3
 ƪƨƄا بالĐالممثلة بياني ( ) :g x x g1
=

- وبالمثƪ نرƱŏ ƻ الدالة 
�ŵحدو ǈب Ɔƣة لأنها تتناŵوūوƯ يرƛ ( )lim g x

0x"
 Ʊŏ ƽŏ ¬ x 0" ŏو ū ƲƯهة اليƀاƽŏ Ź عندƯا 

lim x
1

0x
3-

= -
"

ونعبر عŷ ƲلŹ ƦياƋيĐا بالصيƜة: 
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ƍاƄن

1x " - ) تتżايد بǈ حدوŵ عندƯا  )f x  Ʈيƣ 	4
 ƪƨش ƲƯ
ffffffffflim x 1

1
1x

` =
+"-

y

x1

1

-1-2-3 2

2

3

4

	4
 ƪƨش

( )f x x 1
1
+

=

1x " - ) تتناƆƣ بǈ حدوŵ عندƯا  )g x  Ʈيƣ 	5
 ƪƨش ƲƯ
ffffffffflim x 1

1
1x

` =
+
-

"-

y

x

1

1
-1

-1-2-3 2

-2

3

-3

	5
 ƪƨش

( )g x x 1
1

+
=

-

	5
 ƞتعري

:ƾا بالتالĐيƋياŹ Ʀلŷ Ʋننا نعبر عŔƟ c لىœ x ولŒا تƯعند ŵحدو ǈايد بżتت ( )f x  Ʈيƣ ŢانƧ اŷœ  1

( )lim f x 3=
x c"

:ƾا بالتالĐيƋياŹ Ʀلŷ Ʋننا نعبر عŔƟ c لىœ ولŒت x اƯعند ŵحدو ǈب Ɔƣتتنا ( )f x  Ʈيƣ ŢانƧ اŷœ  2

( )lim f x 3= -
x c"

	9
نƔرية 

( ) ( ) , ( )lim lim limf x f x f x,3 3 3= = =
+ -x c x c x c" " "` j

( ) ( ) , ( )lim lim limf x f x f x,3 3 3= - = - = -
+ -x c x c x c" " "` j
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ǈƯحƔات

( )lim f x b
x c

!3+ =
"
6 @  :ƱŔƟ ƾحقيق ŵعد B ƱاƧو   ( )lim f x

x c
!3=

"
 ƱاƧ اŷœ  1

( )lim b f x
x c

: !3=
"
6 @  :ƱŔƟ ŜūوƯ ƾحقيق ŵعد B ƱاƧو   ( )lim f x

x c
!3=

"
 ƱاƧ اŷœ  2

( )lim b f x
x c

: "3=
"
6 @  :ƱŔƟ   Ŝالſ ƾحقيق ŵعد B ƱاƧ اŷœو  

,( ) ( ) ( ) ( )lim limf x g x f x g x
x c x c

:3 3+ = =
" "
6 6@ @  :ƱŔƟ     , gx x( )lim limf � �

x c x c
33 ==

" "
 ƱاƧ اŷœ  3

( ) ( ) , ( ) ( )lim limf x g x f x g x
x c x c

:3 3+ = - =
" "
6 6@ @  :ƱŔƟ   ,( ) ( )lim limx xf g

x c x c
3 3= - = -

" "
 ƱاƧ اŷœ  4

( ) ( )lim f x g x
x c

: 3= -
"
6 @  :ƱŔƟ  ,( ) ( )lim limx xf g

x c x c
3 3= - =

" "
 ƱاƧ اŷœ  5

	10
نƔرية 
:ƱŔƟ ŜūوƯ ƾūوŻ ŮحيƇ ŵعد n ƱاƧ اŷœ

lim x c
1

x c n 3
-

=
" ^ h

:ƱŔƟ ŜūوƯ ƽŵرƟ ŮحيƇ ŵعد n ƱاƧ اŷœ

 1  lim x c
1

c
n

x
3

-
=

" + ^ h  2  lim x c
1

n 3
-

= -
-cx" ^ h

c R!  Ŧحي

lim x 2
1

7
2x

3
-

=
" + ^ h

lim x 2
1

72x
3

-
= -

" - ^ h

y
2

-2

-4

-2 2 4 6 x

2
1
x

lim 62x
3

-
=

" ^ h

y

2

-2 2

4

4

6

6

8

x

lim x 2
1

2x -"
 :ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŏ

:ƪالح
  

:

:x
x x

x x2
1 2

1 2

2
1 2

2

1-
=

-

-
-

*
  lim limx x2

1
2

1
2 2x x

3
-

=
-

=
" "+ +

 	1
نƔرية   

  lim limx x2
1

2
1

2 2x x-
=

-
-

" "- -

   lim x1 2
1

2x
:= -

-" -
a k
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  ,lim x 2
1 1 0

2x
a 3 1

-
= - -

" - ^ h نƔرية  

  lim x1 2
1

2x
` : 3-

-
=

" -
a k  	2
  	2
اſتŴدǈƯ ƭحƔة 

	1
   
   	2
 ƲƯ  

  lim x 2
1

2x
` 3

-
=

"

lim x 1
3

x 1 +"-
   :ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŏ  2

$EFINITION OF (ORIZONTAL !SYMPTOTE  ƾقƟالأ 	ƽŷالمحا
 śŹالمقا ƎŴ: ال	6
 ƞتعري

) ŷœا توƟر ŏحد الƄرƏيƲ التالييŏ Ʋو ƷǈƧما: )y f x= y يƀمى Ư ƎųقاƟŏ śŹقƾ لمنحنى الدالة  b=  ƎŴال

( )lim f x b
x

=
" 3-

) ŏو  )lim f x b
x

=
"3

:Ʊŏ ƒحǈن ( )f x x
1

=  : f بالنƔر œلى بياƱ الدالة  

	6
 ƪƨش

y

x1

1

-1-1

-2

-2-3 2

2

3

( )f x x
1

=

 0 , 0lim limx x
1 1

xx
= =

" "3 3-
  

	ƾقƟŏ ƽŷحاƯ وŏ
 ƾقƟŏ śŹقاƯ Ǝų وƷ y 0=  Ʈتقيƀالم ƎŴال Ʊœ ونقول

		6
 ƪƨƄال
 � f لمنحنى الدالة  

:Ʊŏ ƒحǈن ( )g x x
12= +  : g وŸƧلƦ بالنƔر œلى بياƱ الدالة  

,x xlim lim2 1 2 2 1 2x x= =+ +
" "3 3-
` `j j   

		7
 ƪƨƄال
 � g Ʒ yو Ư ƎųقاƟŏ śŹقƾ لمنحنى الدالة  2=  Ʈتقيƀالم ƎŴال Ʊœ ونقول

� y b= ) ƱŔƟ الƎŴ المقاśŹ الأƟقƾ وحيد وƷو  ) ( )lim limg x g xx x=
" "3 3-

 ƱاƧ اŷœ ƶنŏ ƒحǈون

	7
 ƪƨش

y 2=

( )g x x2
1

= +
y

x

1

1-1-2-3 2

2
3

3

4

4  �ƾقƟŏ śŹقاƯ Ǝų ƲƯ ثرƧŏ لمنحنى الدالة Ʊوƨد يƣ

: ÔǈمثƟ

) ƾƟ الƪƨƄ المقابų ƪطاƯ ƱقاŹباƟŏ ƱقياƷ Ʊما: )h x
x
x

12
=

+
 : h لمنحنى الدالة  

	8
 ƪƨش

y 1=

y 1= -

y

x

1

1-1
-1

-2 2 3
( )h x  y 1= - y و  1=

		8
 ƪƨƄال
 ( )h x
x x

x
1 1

2

=
+

 :Ʊŏ ƒلاح

ǈƯحƔة:

ſتقتصر Źŵاſتنا على المحاŷيات الأƟقية لدوال الحدوŵيات النƀبية�
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$EFINITION OF 6ERTICAL !SYMPTOTE  ƾſŏالر 	ƽŷالمحا
 śŹالمقا ƎŴ: ال	7
 ƞتعري

) ŷœا توƟر على الأŏ ƪƣحد الƄروƍ التالية: )y f x= x يƀمى Ư ƎųقاƾſŏŹ śŹ لمنحنى الدالة  a=  ƎŴال

( ) ( ) ( ), ,lim lim limf x f x f x
x a x a x a

3 3 3= = =
" " "- +

( ) ( ) ( ), ,lim lim limf x f x f x
x a x a x a

3 3 3- -= = = -
" " "- +

	9
 ƪƨش

y

x1

1

-1
-1

-2

-2-3 2

2

3

( )f x
x
1

=

 :Ʊŏ ƒحǈن ( )f x x
1

=  :  f بالنƔر œلى بياƱ الدالة  

,lim limx x
1 1

0 0x x
3 3- += =

" "- +
  

� � f 
Ưحاƽŷ	 ƾſŏŹ لمنحنى الدالة � śŹقاƯ Ǝų وƷ x 0=  Ʈتقيƀالم ƎŴال Ʊœ ونقول
		9
 ƪƨƄال


	10
 ƪƨش
( )f x x 2

1=
-

y

x

1

1-1
-1

-2

-2
-3

2

2 3 4

 :Ʊŏ ƒحǈن ( )f x x
1
2-

=  : f الدالة Ʊلى بياœ رƔبالن

2
1

2
1lim , limx x2 2x x

3 3
-

= -
-

= +
" "- +
a ak k

		10
 ƪƨƄال
 � � f Ʒ  xو Ư ƎųقاƾſŏŹ śŹ لمنحنى الدالة   2=  Ʈتقيƀالم ƎŴال Ʊœ ونقول

�ƭر المقاƠƇ وƷ x 2=  Ʊŏ ƒحǈن

( ) ( 2)( 1)f x x x
3

+ -
=   :  f بالنƔر œلى بياƱ الدالة  

	11
 ƪƨش

( )
( )( )

f x x x2 1
3=

+ -

y

x1

1

-2

-2

-1
-1

-3

-3

-4

2

2 3

  � f 
ƯحاŷياƱ	 ſŏŹياƱ لمنحنى الدالة  ƱباŹقاƯ ماƷ  ,x x2 1= - =   :Ʊŏ ƒحǈن
		11
 ƪƨƄال


�ƭرا للمقاƠƇ ماƷ  ,2 1-  Ʊŏ ا Ôƌيŏ ƒحǈون

ǈƯحƔة:

 Ʈتقيƀالم Ʊوƨي h ƭلدالة المقا c رƠƇ ƪƨل ƱŔƟ ¬ةƧترƄƯ ƪƯبينهما عوا žولي ŵحدو ƾثيرتƧ g  
  h Ŧحي ( ) ( )
( )

f x h x
g x

=   ŷœا ƧانŢ الدالة 

ų xطĐا ƯقاŹبÔا ſŏŹيĐا 
ŏو ƯحاŷيÔا ſŏŹيĐا	� c=

�Ǝيƀبعد التب ƭالمقا 	ŹاƠƇŏ

  Ɵ gيƨوƱ المحاƽŷ الرƾſŏ عند ƠƇر   h Ʋة بيƧترƄƯ ƪƯعوا ŵوūحالة و ƾƟ اƯŏ 
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y

x

1

1-1-2

2

2

3

4 ( )f x
x
�

=
2

 :ƾما يلƯ ƪƨقية لƟبة الأŹالمقا ƍطوŴية والſŏبة الرŹالمقا ƍطوŴلات الŵعاƯ ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŏ

A  ( )g x x 4
1

2=
-

 B  ( )h x x x
x
3 2

1
2=
- +

-

:ƪالح

( )( )x x x4 2 22 - = - +   A

�Ǝƀا للب ÔŹاƠƇŏ Ţƀولي  ,2 2- ƠƇرا المقاƷ ƭما:    
�g ى الدالةÉلمنحن Ʊياſŏالر ƱباŹما المقاƷ ,x x2 2= = -  Ʊتقيماƀالم  `  

 

=

( )
1 4

1

( ) 4

x

x

x

lim lim

lim lim

lim

g x

x
1

1

1 0
0

2

2

2

2

x x

x x

x

=
-

-

-

" "

" "

"

3 3

3 3

3

= 0= � g لمنحنى ƾقƟŏ śŹقاƯ Ǝų وƷ y 0=  Ʈتقيƀالم  `

( )( )x x x x3 2 1 22 - + = - -   B

( )h x x x
x
3 2

1
2=
- +

-    

( )( )x x
x
1 2

1
=

- -
- ) ŏ ƾƟبƇ ƎƀوŹة  )h x  Ɩƌن

x 2
1

=
-

      
      x 1!  

Ǝƀالب ŹاƠƇŏ ƲƯ žولي ƭا للمقا ÔرƠƇ 2  

h Ư Ǝų xقاƾſŏŹ śŹ لمنحنى  2=  Ʈتقيƀالم `  

lim limx
x

x
2

1

1 2

1

x x-
=

-
" "3 3

 

lim lim

lim

x

x
1 2

1

x x

x
=

-
" "

"

3 3

3  

1 0
0 0= =-  

 h Ʒ 0yو Ư ƎųقاƟŏ śŹقƾ المنحنى  =   Ʈتقيƀالم `  

ŏوūد Ư ƲƨƯŏ Ʊœعاŵلات الŴطوƍ المقاŹبة الرſŏية و الŴطوƍ المقاŹبة الأƟقية لمنحنيات الدوال التالية:  3

A  ( )f x x
x

9
3

2=
-

-  B  ( )f x x
1
2=  C  ( )f x x

x
3

2
=

-
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1-3
Ƈيƛ ƚير Ưعينة

)NDETERMINATE &ORMS

Ʈتتعل Ɲوſ

Ƈيƛ ƚير Ưعينة •

, ,3
3

3
3

3
3-

-
 

,3
3

3 3
-

-
-

 

المƠرŵات والمصطلحات:

ƇيƜة ƛير Ưعينة •
)NDETERMINATE &ORM  

تƧŸر:

:ŢانƧ اŷœ
( )f x axn=  

,n a 0Z !! +  

:ƱŔƟ

ūŹŵة الدالة n ƾƷ وƯعاƯلها 
�a ƾƀيŗالر

ƯعلوƯة:

ŏنواƲƯ ƕ الصيƛ ƚير المعينة:

, ( )0
0

0 0

( ) , ( )00
#3 3

!"#$%&' ()*& #$+,
( ) , ,nf x ax a 0Zn !!= +  �Ŧدالة قوى حي f Ţذا كانœ

�Ƶدناŏ الƨحد الأشŏ ŸخŐن يŏ Ʋƨالدالة يم ƵŸƷ ن بيانŔف

ŏكمل ما يلي�

a 02  
Đا  N عددÔا Żوūي  1

y

x

( ) ......lim f x
x

=
"3

( ) ......lim f x
x

=
" 3-

a 01  
Đا  N عددÔا Żوūي  2

y

x

 

( ) ......lim f x
x

=
"3

 

( ) ......lim f x
x

=
" 3-

 

a 02  
Đا  N عددÔا فردي  3

y

x

( ) ......lim f x
x

=
"3

( ) ......lim f x
x

=
" 3-

a 01  
Đا  N عددÔا فردي  4

y

x

 

( ) ......lim f x
x

=
"3

 

( ) ......lim f x
x

=
" 3-
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مƲ فقرة sدعنا نفƨر ونتناقhƂ نŬد ŏن�

: ( ) , ,n af x ax Z R*n ! != +  :Ʋƨلت
:

:
lim ax

a
a

0

0
n

x

3

3

2

1
=

-"!3
(   :ƱŔƟ ƾūوŻ ŵعد n ƱاƧ اŷœ  	1


:ƱŔƟ ƽŵرƟ ŵعد n ƱاƧ اŷœ  	2


:

:
lim ax

a
a

0

0
n

x

3

3

2

1
=

-"3
(    ¬   

:

:
lim ax

a
a

0

0
n

x

3

3

2

1
=

-

" 3-
(

, ,lim lim limx x x2 55 3 7

x x x
3 3 3- = - = = -

" " "3 3 3-
^ ^h h   � Ôǆفمث

, ,lim lim limx x x4 5 3
4 2

4

x x x
3 3 3- = - = =

" " "3 3 3-
^ ^h h

,lim limx x4 3 4

x x
3 3-- = - =

" "3 3-
^ ^h h

*( ..... ,)f x a x a x a a Rn
n

n n
n != + + +1 1

-
-

0  ŢانƧ اŷœ :ةƔحǈƯ

( )lim limf x a xn n

x x
=

" "! !3 3
  :ƱŔƟ  

( )
( )

lim g x
f x

x"3
ŏحيانÔا نحتاũ لحساś نهاية دالة على الصورة� 

,( ) ( )lim limf x g x
x x

! !3 3= =
" "3 3

  �Ŧحي  

3
3 ŏ  3و  

3- ŏ  3و  
3

- ŏ  3و  
3

-
- في ƵŸƷ الحالة نحصل على œحدى الصور التالية� 

ونسميها Ƈيƛ ƚير Ưعينة�
3 3-^ h وحصلنا على الصورة ( ) ( )lim f x g xx -

"3
^ h ذا حسبناœ ƦلŸك

ا ƇيƜة ƛير Ưعينة� Ôيضŏ فهي تسمى
في الحالات السابقة نلŐŬ لبعض الأساليب الŬبرية لحساś قيمة ƵŸƷ النهايات والأمثلة والنظريات التالية ستوŮƋ كيفية 

حساś مثل ƵŸƷ النهايات.

lim x x2 3 12

x
- +

"3
^ h :دūوŏ

:ƪالح

 lim limx x x2 3 1 22 2

x x
- + =

" "3 3
^ h بالتعويƊ المباشر 

 3=

lim x x3 2 42

x
- + -

"3
^ h :دūوŏ  1
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ƽثال تمهيدƯ

ŏوūد:
 A  lim x

x x
4 5
3 2

2

2

x +

-
"3

  B  lim x x
x x
3 2

5 2 7
4

3 2

x -

+ -
"3

:ƪالح

:ƾالتال ƪللح ŐŬنلſ اŸعينة لƯ يرƛ ةƜيƇ لحصلنا على ƭالة المقاŵ على نهاية Ǝƀالة البŵ بنا نهايةƀلو ح  A

   x
x x

x

x x
4 5
3 2

4 5

3 2

02

2

2

!
+

-

+

-
=  x2 ƲƯ ĐǈƧ Ʈƀƣŏ البƎƀ والمقاƭ على 

   ,lim lim limx x4 5 4 5 4 0 4 4 02 2x x x !+ = + = + =
" " "3 3 3a k  lim x

5 02x =
"3

   lim lim limx x3 2 3 2 3 0 3x x xa - = - = - =
" " "3 3 3
a k  lim x

2 0x =
"3

   lim limx
x x

x

x
4 5
3 2

4 5

3 2

2

2

2
x x`

+

-
=

+

-

" "3 3

  
lim

lim

x

x
4 5

3 2

2x

x
=

+

-

"

"

3

3

a
a

k
k

 4
3

=

x4 المقاƭ لحصلنا على ƇيƜة ƛير Ưعينة لŸلƦ نقƲƯ ĐǈƧ Ʈƀ البƎƀ والمقاƭ على  لو حƀبنا نهاية ŵالة البƎƀ على نهاية ŵالة   B

�	x Éوة لƣ برƧŏ


  x x
x x

x

x x x
3 2

5 2 7

3 2

5 2 7
2 2

4

3

3

4+

-

+ -

-

-
=

  3 3 0 3 , 3 0lim
x
2

x 2 !- = - =
"3
c m  0 !  ƭنهاية المقا Ʊŏ ƲƯ Ƣالتحق 

 lim lim
lim lim

lim lim lim

x x
x x

x

x x x

x

x x x
3 2

5 2 7

3 2

5 2 7

3 2

5 2 7

4

3 2

3

2 4

3

2 4

x x
x x

x x x
`

-

+ -
=

-

+ -

=
-

+ -

" "
" "

" " "

3 3
3 3

3 3 3

  3 0
0 0 0 0=

-
+ -

=

 2  ƽتساو ƭة الحدودية في المقاūدر ƽة الحدودية في البسط تساوūن درŏ A  ƽالمثال التمهيد Ʋم ƒحǆن

4
3  ƽن نهاية الدالة النسبية تساوŏو

�ƭالمقا ƾƟ وةƣ برƧŐب x ƪƯعاƯ على Ǝƀالب ƾƟ وةƣ برƧŐب x ƪƯعاƯ مةƀƣ Ūو ناتƷو

 ƭة الحدودية في المقاūدر ƲƯ رƜƇŏ ة الحدودية في البسطūن درŏ B  ƽفي المثال التمهيد ƒحǆون

0  ƽن نهاية الدالة النسبية تساوŏو
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نستطيƖ تعميم ذلƦ مƲ خǆل النظرية التالية�

	11
نƔرية 

:Ŧية حيŵالة حدوŵ f  
  g ƲƯ ƪƧ ŢانƧ اŷœ

( ) ...f x a x a x a1n
n

n
1n= + + +-

-
0    

:ƱŔƟ  ( ) ...g x b x b x b1m
m

m
1m= + + +-

-
0    

  A  ( )
( )

:lim g x
f x

b
a n m
m

n

x = =
"3

 B  ( )
( )

:lim g x
f x n m0x 1=

"3

x " 3- ǈƯحƔة: تبقى النƔرية Ƈحيحة عندƯا 

:ƲƯ ƪƧ śاƀح ƾƟ ابقةƀرية الƔالن ƭدŴتſا
A  lim x

x
2 5
4 3

3

3

x +

-
"3

 B  lim x x
x x
3

2 1
4

2

x -

+ -
" 3-

 C  lim x
x
7 2

1
4

4

x -

-
" 3-

:ƪالح
A  lim limx

x
x
x

2 5
4 3

2 5
3 4

3

3

3

3

x x+

-
=

+

- +
" "3 3

 	ƭية المقاŵة حدوūŹŵ =  Ǝƀية البŵة حدوūŹŵ
 n m 3= = نƔرية: 

  2
3

=
-

B  lim x x
x x
3

2 1 04

2

x -

+ -
=

" 3-
 	ƭية المقاŵة حدوūŹŵ ƲƯ رƜƇŏ Ǝƀية البŵة حدوūŹŵ
 , ,n m n m2 4 1= = نƔرية: 

C  lim x
x
7 2

1
2
1

4

4

x -

-
= -

" 3-
 	ƭية المقاŵة حدوūŹŵ =  Ǝƀية البŵة  حدوūŹŵ
 n m 4= = نƔرية: 

:ƲƯ ƪƧ śاƀح ƾƟ ابقةƀرية الƔالن ƭدŴتſا  2

A  lim x x
x x

6 1
3 5 1

2

2

x - +

- + +
" 3+

 B  lim x x
x

4 2 3
2 1
3x - +

+
" 3-

lim x
ax bx

2 5
3 3

2

x +
+ +

=
"3

 ŢانƧ اŷœ

a  
  b Ʋالثابتي ƲƯ ƪƧ يمةƣ دūوŐƟ

:ƪالح

 ,lim x
ax bx

2 5
3 3 3 0

2

xa !
+

+ +
=

"3
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 ƲƯ Ʊوƨت Ʊŏ ŜŬي Ǝƀالب ƾƟ يةŵالحدو Ʊŏ ƽŏ ƭالمقا ƾƟ يةŵة الحدوūŹاوية لدƀƯ Ʊوƨت Ʊŏ ŜŬي Ǝƀالب ƾƟ يةŵة الحدوūŹŵ   `  
الدūŹة الأولى�

  aax 0 02 (= =

  lim x
ax bx

2 5
32

x +
+ +

"3
 ƶنƯو

  lim x
bx
2 5

3
x=

+
+

"3

  b
2=  m n 1= =  نƔرية 

  b b2 3 6(a = =

lim ax bx
x

3
2 12x =

+ -

-
-

"3
 ŢانƧ اŷœ a 
 b Ʋالثابتي ƲƯ ƪƧ يمةƣ دūوŏ  3

lim
x x
x

2 4
2

2x + -

-
"3

ŏوūد: 

:ƪالح

 ( )f x
x x
x

x x x

x x
2 4
2

1 2 4

1 2

2

2 2
=

+ -

-
=

+ -

-

a
a

k
k

  
x x x

x x
1 2 4

1 2

2-

-
=

+

` j

  
x x x

x x
1 2 4

1 2

2+ -

-
=

` jx 1`

x

1

1  x x=  :Ʊوƨي x �2 عندƯا 

  
x x

x
1 2 4

1 2

2+ -

-
=  x �!  ƍرƄب
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  1
1 1= =

ŏوūد:  4

A      B  
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نهايات بعƊ الدوال المثلثية1-4
,IMITS OF 3OME 4RIGONOMETRIC &UNCTIONS

Ʈتتعل Ɲوſ

نهايات بعƊ الدوال المثلثية� •
نƔرية الإحاƏة� •
اſتŴداƭ نƔرية الإحاƏة� •

المƠرŵات والمصطلحات:

• ,IMIT OF نهاية ŵالة Ưثلثية 
A 4RIGONOMETRIC  
&UNCTION  

نƔرية الإحاƏة •
3ANDWICH 4HEOREM  

ƯعلوƯة:

Źŵ ƾƟاſتنا للدوال المثلثية 
�Ʊياŵوايا بالراżال Žياƣ Ʊوƨي

!"#$%&' ()*& #$+,
Đا كما في الشƨل (�)، تقترØś قيمتØها  ) (X RAD) وتمثيلها بياني )

sin
f x x

x
=  �śعند حسا

 ( )f x مƲ الواحد عندما تقترX ś مƲ الصفر(X RAD). وفي ƵŸƷ الحالة نقول œنÚ نهاية 
.ƶن تساويŏ الصفر دون Ʋم Ɲل كاƨبش X śعندما تقتر � ƽتساو

	1
 ƪƨش

x

y

-3
-1

1

1

3

 

x y
¥�.� �.�����
¥�.� �.�����
¥�.� �.�����
¥�.�� �.����

� %22/2
�.�� �.����
�.� �.�����
�.� �.�����
�.� �.�����

siny x
x

=

 Úنŏ ا Ôح ÚƋة موÚ ا للدال Ôقيم Ƶǆعŏ دولŬكما يعطي ال f ةÚ يبيƲÚ الشƨل (�) الرسم البيانيÚ للدال
) تساوƽ � عندما تقترX ś مƲ الصفر. )f x نهاية 

مƲ فقرة sدعنا نفƨر ونتناقhƂ نŬد ŏن�

	12
نƔرية 
sinlim x

x �
x 0

=
"

 
  Ʊياŵبالرا x Ŧحي

	1
نتيŬة 

:ƱŔƟ   a ≠ 0  
  b ≠ 0  ¬Ʋحقيقيي Ʋيŵعد a  
  b ƱاƧ اŷœ

,
sin

sinlim limbx
ax

b
a

ax
bx

a
b

x x0 0
= =

" "

5x
xsinlim 2
5
2

x 0
=

"
  � Ôǆفمث

sin3x
xlim 3
2 2

x 0
=

"
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:ÚƱŏ دŬية نſاſالنهاية على الدوال المثلثية الأ ƞتعري Ƣوبتطبي

, ,cos tansinlim lim limx x� � �
x x x0 0 0

= = =
" " "

x

lim
x 0"

,cosa ax 1= ! R   :Ʊŏ ũتنتاſننا اƨنهايات الدوال المثلثية� يم ŵاŬيœ ƾƟ ابقةƀال ŵالبنو ƲƯ ريات النهاياتƔن Ƣننا تطبيƨويم

ŏوūد:
A  sinlim x

x
2

2

x 0"
 B  coslim x

x 3
x 0

-

"
 C  coslim x

x
1x 0

2

-"

:ƪالح
A  sin sinsin sin sinlim lim lim limx

x
x
x x

x
x x

22 2

2

x x x x0 0 0 0
: := =

" " " "
a k  	śرƌاعدة الƣ
نƔرية 

  1 0#=  sinlim x
x 1

x 0
=

"
  0=

B  cos

cos cos

lim

lim

lim lim

lim

x
x

x
x

x

x

3

3
3

3

x

x

x
x

x

0

0

0
0

0` =

=

-

-
-

-

"

"

"
"

"

,cosx 1 1 0

1

!=

3=-

^ h

نƔرية 

 

C  cos cos cos
coslim limx

x
x

x
x
x

1 1 1
12 2

x x0 0
#

-
=

- +
+

" "
 cosx1 +  ƾƟ ƭوالمقا Ǝƀالب śرƋا

  
cos cos

coslim x x
x x

1 1
1

2

x 0
:

+
=

-
+

" ^ ^ ^d h h hn
  

cos
coslim x

x x
1

12

2

x 0
:=

-
+

"
^c hm

  
sin

coslim x
x x12

2

0x
:= +

"
^c hm

  sin coslim x
x x1

2

0x
:= +

"
` ^a j hk

  sin coslim limx
x x1

2

0 0x x
:= +

" "
` ^j h

  ( )
sin

coslim lim limx
x x1

2

0 0 0x x x:= +
" " "a `k j

  ( ) ( )1 1 12 #= +

  1 2 2#= =

®ƻرųŏ بطريقة 	1
ƾƟ C المثال   ƪح Ʀنƨيم ƪƷ  A

ŏوūد النهاية:  B

1  sinlim x x
x

2 20x -"
 2  cos

sinlim x x
x

3
2

0x"
 3  cos

sinlim x
x x

10x -"
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ŏوūد:
A  tanlim x

x
0x"

 B  tan sinlim x
x5
4
3

0x
-

"

x

:ƪالح
A  tan sin

cosx
x

x
x

x
1:=  tan cos

sin
x x

x
=

 ,coslim x 1 1 0
0x

a !=
"

 tan sin
coslim limx

x
x
x 1

0 0x x
:` =

" " xa k
sin

coslim limx
x

x
1

0 0x x
:=

" "
ƣاعدة الƌرś¬   توŻيƖ النهاية 

 
coslim

lim
1 1 1

1 1
1

0

0

x

x
# #= = =

"

"
x  coslim x 0

0x
!

"

B  tan sin tan sin tan sinlim lim lim limx
x x

x
x

x
x

x
x

x
x

4
5 3

4
5

4
3

4
5

4
3

0 0 0 0x x x x
=

-
= - -

" " " "
a k

 tan sinlim limx
x

x
x

4
5

4
3

0 0x x
= -

" "
 	ŭاعدة الطرƣ
نƔرية 

 4
5 1 4

3 1# #= -  ,tan sinlim limx
x

x
x1 1

0 0x x
= =

" "

 4
5 3

2
1

=
-

=  Ǝ Úƀب

ŏوūد:  2
A  tan

sinlim x
x

20x"
 B  tan coslim x

x x
5

3 2

0x
+

"

x

 

	2
نتيŬة 
tanlim x
x 1

0x
=

"

	3
نتيŬة 

:ƱŔƟ ,a b R*!  ƱاƧ اŷœ
tanlim bx
ax

b
a

0x
=

"

ŏوūد:
A  sinlim x

x x5
0x

+

"
 B  cos tan coslim x

x x x x2
30x
-

"
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ƯعلوƯة:

تƀمى نƔرية الإحاƏة ŏحيانÔا

3QUEEZE 4HEOREM  

 3ANDWICH 4HEOREM  
OR 0INCHING 4HEOREM

:ƪالح
A  sin sin

x
x x

x
x

x
x5 5+

= +  ƭعلى المقا Ǝƀمة البƀƣ

  sin
x

x5= +  x 0!  :Ǝ Úƀب

 sin sinlim lim limx
x x

x
x5 5

0 0 0x x x
+

= +
" " "

 	ƖمŬاعدة الƣ
نƔرية 

  5 1= +

  6=

B  cos tan coslim x
x

x x3 3
2

0x
: -

"
a k ƭعلى المقا Ǝƀمة البƀƣ

 cos lim tan coslim limx
x

x x3 3
2

00 0xx x
:= -
"" "

 x 0!  Ǝ Úƀب 

 3
1 1 3

2 1# #= -

 3
1

= -  Ǝ Úƀب

ŏوūد:  3
A  sinlim x

x x x
3 2

2

0x
-

"
 B  tan coslim x

x x x
5

2 3 4
0x

+

"

3ANDWICH 4HEOREM نƔرية الإحاƏة 

œذا لم يƲƨ ممƨنÔا œيŬاد قيمة النهاية بطريقة مباشرة، فبŔمƨاننا œيŬادƷا بطريقة غير مباشرة 
باستŴداƭ نظريÚة الإحاƏة.

h 
 g Ʋرييųŏ ƲتيÚ Úة  ƣ  fيمتها بيƣ Ʋيŵ Ʈال تتعلƵŸƷ ƢÚ النظريÚة بدال

 x c" 
 H النهاية نفسها عندما  G ƲتيÚ حيœ Ŧذا كان للدال

x c" Úة f حينها النهاية نفسها عندما  فŔن للدال

h
f

g

L

c

y

x  

نƔرية 
13	: نƔرية الإحاƏة
3ANDWICH 4HEOREM  

Ʋحقيقيي Ʋيŵعد c 
 L Ʋƨلي

x c!   ¬ c Źواū ƾƟ x ƪƨل ( ) ( ) ( )g x f x h x# #  ƱاƧ اŷŔƟ

( ) ( )lim limg x h x Lx c x c= =
" "

  ƱاƧو

( )lim f x Lx c =
"

  :ÚƱŔƟ
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ŏوūد:
A  1

xsinlim x
x

2

0"
`` jj B  sinx xlim 4 �

x
2

0
-

"
` j

:ƪالح

,1 1-6 Úة الŬيŜ تنتمœ ƾلى الƠترة @ نعلƣ ÚƱŏ Ʈيŵ Ʈال
A  sin x� � �G G-  :ƱŔƟ ƦلŸل

 sinx x x x�2 2 2G G-  x2  ƾƟ śرƋا

 lim limx x �
x x

2 2

0 0
a - = =

" "
^ h

 sinlim x x
� �

x
2

0
` =

"
` j وƲƯ نƔريÚة الإحاƏة 

B  sin sinx x� � � � � �(G G H H- - -  ,1 1-6 ƣيŵ ƮالÚة الŬيŜ تنتمœ ƾلى الƠترة @

 sin x� � �` G G- -  

 sin xx x x�2 2 2G G- -  x2  ƾƟ śرƋا

 sinx x x x14 4 42 2 2G G +- -  4 ƞƋŏ

 ,lim limx x4 4 4 42 2

x x0 0
a +- = =

" "
^ ^h h

 sinlim x x4 1 42

x 0
` - =

"
a k نƔرية الإحاƏة 

ŏوūد:  4
A  coslim x x

�
x

2
20"

c m B  sin 2x xlim 2 12

x 0
+

"
a k

. 4 Đا المثال  الأشƨال التالية تحقƢ بياني

A

x

y
y x2=

y x2=-

siny x x
12=

B

x

y

1

-1-2 1

2

2

3

4

5
siny x x4
12= -

y x4 2= +

y x4 2= -
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.x "!3 كŸلƦ يمƨننا استŴداƭ نظرية الإحاƏة في œيŬاد نهايات الدوال المثلثية عندما 

sinlim x
x

x"3 ŏوūد: 

:ƪالح

  sin x� �G G-  :Ʊŏ Ʈنعل

  ,
sin

x x x
x

x� � �
6 2 # #

-

  lim limx x
1 1 0x xa -
= =

" "3 3
a ak k

  sinlim x
x 0x` =

"3
نƔرية الإحاƏة 

coslim x
x
�x +"3

ŏوūد:   5

x 	RAD
 sin
y x

x
=

�
�� -0�091

 �
7
37 0�0224

150 -0�00477
240 0�00394
300 -0�00333
600 0�000074

Đا كالتالي�  ويمƨننا التŐكد مƲ صحة حل المثال السابƢ بياني

y
1

-1
x

2
5�-

2
3�-

2
3�

2
5� 3�2�

2
� �

2
�-�-2�-

) يتŸبśŸ حول ƯحوŹ الƀينات¬ وſعة التŸبśŸ تتناƆƣ للصƠر عندƯا  ) sinf x x
x

= الرƮſ البيانƾ للدالة 

�x "!3

�x " 3 ) عندƯا  )f x 0"  Ʊŏ  f  الدالة Ʈيƣ دولū ƲÚيبي
sinlim x

x �x =
"3

   ũتنتاſا Ʋƨويم

ũتنتاſا Ʋƨيم ƦلŸƧ

 ũتنتاſا Ʋƨويم x "!3 ) يتŸبśŸ حول ƯحوŹ الƀينات وſعة التŸبśŸ تتناƆƣ للصƠر عندƯا  ) :cosf x x
x f= الرƮſ البيانƾ للدالة 

coslim x
x �x =

"!3
   Ʊŏ

 

x 	RAD
 cos
y x

x
=

�� -0�106
 4� 0�0795
100 -0�00862
200 0�002435
300 -0�0000736
450 0�00162256
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2
5�- 2�-

2
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2
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2
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2
5� x
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1-5

!"#$%&' ()*& #$+,
البيانات التالية توŮƋ منحنيات دوال مŴتلفة�

y

x

By

x

A

y

x

Dy

x

C

ƽŏ مƲ المنحنيات ŏمƲƨ رسمƶ دون رفƖ سƲ القلم® وŏيها لزƭ رفƖ سƲ القلم®

#ONTINUITY AT A 0OINT الاتصال عند نقطة 

 A  
 B المنحنيات في البيانات   1

.hهاƏنقا ƲƯ نقطة ƪƧ تصلة عندƯs صالƠان ƍبها نقا žن ليŏ نقول عنها  

 C  
� D المنحنيات في البيانات   2

نقول œن ƵŸƷ المنحنيات لها نقاط انفصال.  

	1
 ƪƨش
�Ŝالقل ƎطيŴنحنى تƯ ةſاŹالاتصال لد ŏبدƯ باءƏالأ ƭدŴتƀي


2	 تŴطيطÔا بƶ نقاƍ انƠصال� ƪƨƄال ƲÚبينما يبي ÔǈتصƯ اÔطيطŴت 	1
 ƪƨƄال ƲÚيبي

	2
 ƪƨش

الاتÚصال
#ONTINUITY

Ʈتتعل Ɲوſ

الاتصال عند نقطة� •
الانƠصال عند نقطة� •
ŏنواƕ الانƠصال� •
التŴلƲƯ Ɔ الانƠصال� •

المƠرŵات والمصطلحات:

• #ONTINUITY الاتصال 
• ƲهتيŬال ƲƯ اتصال

4WO-3IDE #ONTINUITY  
• Ʋهة اليميū ƲƯ اتصال

 #ONTINUITY &ROM THE  
2IGHT  

• Źاƀهة اليū ƲƯ اتصال
 #ONTINUITY &ROM THE  
,EFT  

الاتصال عند نقطة •
#ONTINUITY AT A 0OINT  

• $ISCONTINUITY انƠصال 
• ƶنƯ ƆلŴالت Ʋƨصال يمƠان

2EMOVABLE $ISCONTINUITY 
انƠصال نتيŬة żƠƣة •

*UMP $ISCONTINUITY  
• ƾŗصال لا نهاƠان

)NFINITE $ISCONTINUITY  

ƯعلوƯة:

يعبÚر   Ŝالقل  ƎطيŴت  Ʊبيا
 ƱاƧ اŷœ الاتصال Ʋع ŭوƋبو
 Ʋوع وƯعاƟى¬  ſليمÔا   Ŝالقل
 ŵداƀد انūيو ƱاƧ اŷœ صالƠالان

�ƲراييƄال ƾƟ
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ŜيŹتد
1  y

x

1

1-1

2

2

3

3

2  

1

1

-1
-1

2 3

2
y

x

................( )lim f x
x 3"

................( )lim f x
x 3"

......................(3)f ......................(3)f

®ƒحǈا تŷاƯ ®ƒحǈا تŷاƯ

3  y

x

1

1

2

2 3 4

4  

1

1-1

2

2 43

3

5

y

x

................( )lim f x
x 3"

................( )lim f x
x 3"

......................(3)f ......................(3)f

®ƒحǈا تŷاƯ ®ƒحǈا تŷاƯ


8	: الاتصال عند نقطة ƞتعري

( ) ( )lim f x f cx c
=

"
 ŢانƧ اŷœ الهاŬƯ ƾƟ x c= Ư fتصلة عند  تƨوƱ الدالة 

مƲ التعريƞ السابƢ نŬد ŏنƶ لتƨون f متصلة عند C يŬب ŏن تتوافر الشروط الثŧǈة التالية�

) موūودة. )f c  ƽŏ x c= Ɵة عند  ÚعرƯ f الدالة  1

) Ưوūوŵة )f xlim
cx"  2

( ) ( )f x f clim
cx =
"

 3

.x c= وœذا لم يتحقÚƽŏ Ƣ شرط مƲ الشروط السابقة فنقول œن  Ư  fنƠصلة 
ليƯ Ţƀتصلة	 عند   

( )
:

:

3

5 1
f x

x x x

x x

�
�

2

1

$+

-
= )   :  f Ʋƨلت

�x �= ابحŦ اتصال الدالة  f  عند 
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:ƪالح
 f 1 1 3 1 1 3 42

= + = + =^ ^ ^h h h  	1

 ( ) ( )lim limf x x5 1 5 1 1 4

1 1x x
= - = - =

" "- -
^ h

 ( ) ( ) ( )lim limf x x x3 1 1 432 2

1 1x x
= + = + =

" "+ +
^ h

 ( ) ( )lim limf x f x 4
1 1x x

= =
" "- +

 ( )lim f x 4
1x

=
"

 	2


 ( ) ( )lim f x f 1
1x

=
"

	2

1	 و  ƲƯ    
x 1= `  Ư  fتصلة عند     

x 0= ابحŦ اتصال f عند   ( )
:

:
f x

x x x

x
x

x

�

� �

3

2

2

#

+

+

= *   :  f  الدالة  Ʋƨلت  1

3
9

3

7 3
( ) :

:
f x x

x
x

x

>
2

#
-
-

= *  :  f  Ʋƨلت

� 3x = ابحŦ اتصال الدالة  f عند 

:ƪالح

f 3 7=^ h
( )lim limf x � �

x x3 3
= =

" "- -

( )lim limf x x
x
3
92

3 3x x
=

-
-

" "+ +

 lim x
x x

3
3 3

3x
=

-

- +

" +

^ ^h h
1

1

 lim x 3 3 3 6
3x

= + = + =
" +
^ h

( ) ( )f flim limx x
3 3x x

a !
" " +-

( )f xlim
3x

`
"

ليƯ Ţƀوūوŵة 

x 3= `  الدالة  f ليƯ Ţƀتصلة عند 

( )

:

:

:

f x

x x

x

x x

2 1 2

1 2

1 22

1

2

+

+

= =*   Ŧحي x 2= ابحŦ اتصال الدالة  f عند   2
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x مū Ʋهة اليسار  3= ) في ƵŸƷ الحالة تƨون الدالة f متصلة عند  ) ( )3 7lim f x f
3x

= =
" -

في المثال السابƢ نŬد ŏن 
ا. Ôلاحق ƦلŸنتطرق ل Ɲوسو

1
( ) 2

2
: 2

: 2
f x x

x
x

x

!
-

=

= -*  Ŧحي x 2= ابحŦ اتصال الدالة  f  عند 

:ƪالح

  
: 2

: 2x
x x

x
x

x
x

x2
2 2

2

2
2

2

1-

-
=

-
-

-
- +
*  

 ( )

:

:

:

f x

x

x

x

1 2

1 2

1 2

`

2

1= -

=

*
  ( )f 2 1=

  ( ) ( ),lim limf x f x� �
x x2 2

= - =
" "- +

 ( ) ( )limf x f xlim
x x2 2

a !
" "- +

 ( )f xlim
x 2

`
"

ليƯ Ţƀوūوŵة 

          
:

:
2

2 2

2 2
x

x x

x x

2

1
-

-

- +
= '

x 2= `  الدالة  f  ليƯ Ţƀتصلة عند 

( ) :

:
f x x

x
x x

x
1
1
2

2

1

1

!
= +

+
- -

= -

*  Ŧحي x �= - ابحŦ اتصال الدالة  f  عند   3

ū ƲƯ xهة اليمي�Ʋ لماŷا® 2= ǈƯحƔة: ƾƟ المثال الƀابƢ الدالة  Ư  fتصلة عند 


��ŏ Bدناŏ Ƶمثلة توƋيحيÚة لبعƊ الأنواƕ المŴتلƠة لǈنƠصال:  C نǆƨالش ƲÚيبي

x

y

1

2
( )y f x=

C

x

y

1
( )y f x=

B

x

y

1 ( )y f x=

A

x ولƨي تƨون  0= B ليسŢ متÚصلة عند  حة في الشƨل  ÚƋة الموÚ x، والدال 0= A متÚصلة عند  حة في الشƨل  ÚƋة الموÚ فالدال
x ولƨي تƨون متÚصلة يقتضي  0= C ليسŢ متÚصلة عند  حة في الشƨل  ÚƋة الموÚ . الدال ( )f 0 1= متÚصلة يقتضي ŏن تƨون 

.� Ʋم Ôبدلا � É Ùمساوية ل ( )f 0 ŏن تƨون 

( ) ( )lim f x f �
0x

=
"

  ƖƋبو Ʀوذل x 0= الة عند  Úالد ƞعادة تعريœ لǆخ Ʋم ƶنƯ ƆÚلŴالت  Ʋƨو انفصال يمƷ B  
 C الانفصال في 
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والأشƨال التالية ŏمثلة ŏخرى لدوال ƯنƠصلة:
y

x

2

1

1

-1-2 2

( )y f x=

E

x

y

1
( )y f x=

-1

D

) غير موūودة ولا توūد Əريقة لإصŭǆ ذلƦ الوƖƋ بتغيÚر f عند  )lim f x
x 0"

 Ŧحي D  
 E وœذا نظرنا œلى الانفصال في 

D لها انƠصال نتيŬة żƠƣة­ والنهايات ذات الŬانب الواحد موūودة لƲƨ لها قيم مŴتلفة. Úة في  الصفر. للدال

(نهاية الدالة مū Ʋهة اليميƲ ≠ نهاية الدالة مū Ʋهة اليسار).

. (النهاية غير موūودة). Úƾŗصال لا نهاƠلها ان E ) في  )f x x
1
2= Úة  والدال

4HE 2EMOVAL OF $ISCONTINUITY التŴلƲƯ ƆÚ الانƠصال 

y

x4 6 8

4

2-4-6-8 -2
-2
-4
-6
-8

2

6

 ( )
9x

x
f x

27
2

3

-

-
=  : f ةÚ لتƲƨ الدال

,D 3 3R= - -" لاحŬƯ Ʊŏ ƒال  Ʒ fو ,

1

1
( )

3 3
3

f x
x x

x x x3 92

- +
-

=
+ +^ ^^ ^ h hh h

  

,x
x x x3
3 9 3

2

!=
+
+ +   

x يمƲƨ التŴلƯ ƆÚنƶ لأƱ النهاية 3= Úة f  نǈحƱŏ ƒ لبياf  Ʊ  انƠصال عند  وƲƯ الرƮſ البيانÚƾ للدال

x لا يمƲƨ التŴلƯ ƆÚنƶ لأƱ النهاية ƛير Ưوūوŵة� 3= - Ưوūوŵة بينما الانƠصال عند 

( ) ( )f x flim 3
3x

=
"

 ƪعŬن Ŧبحي x 3= f  Ɲ  عند  Úصال نعرƠالان ƲƯ ƆÚلŴوللت

  
x
x

x
x xlim lim

9
27

3
3 9

2

3 2

3 3x x
=

-

-
+
+ +

" "

  6
27

2
9

3 3
9 9 9

=
+
+ +

= =

  
:

:
( )

,
g x x

x x x

x

9
7 3 3

2
9 3

2
2

3

! !
=

-

-
-

=

Z

[

\

]]

]]
نƀمƾ الدالة بg É بعد œعاŵة تعريƠها: 

x

y

1

1

2

2

3 4-3

-3

-4 -2

-2

-1
-1

 ƪƨƄبيانها بال ŮÚƋالمو ( )f x x
x
4
2

2=
-

- Úة :   لتƲƨ الدال

,x x2 2= = - ) ƛيرƯتصلة عند  )f x  Ʊŏ ƲÚبي  A

x 2= ŏعد تعريƞ الدالة f بحيŦ تصبƯ Ůتصلة عند   B
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:ƪالح

A  ( )f x x
x
4
2

2=
-

-

 ,x x
x

x x
2 2
2

2
1 2!=

- +
-

=
+^ ^h h

1

1
 ƪƯلى عواœ ƭالمقا ƪÚحل

,D 2 2R= - -" ,  :  f  الŬƯ

Ɵة عندƷما� ÚعرƯ يرƛ لأنها ,x x2 2= = - `   ƛ  fير Ưتصلة عند 

B  ( )f xlim lim x 2
1

4
1

2 2x x
=

+
=

" "

( )lim f x 4
1

x 2
=

"
 Ʊلأ x 2= `  يمœ Ʋƨعاŵة تعريf  ƞ  عند 

�g Éالدالة ب ƾمƀون  f  الدالة ƞنعيد تعري

 
:

:
( )

,
g x x

x x x

x

4
2 2 2

4
1 2

2 ! !
=

-

-
-

=

Z

[

\

]]

]

�x 1= Úة ƯتÚصلة عند  )  لتصبŵ Ůال )f x x
x x

1
3 42

=
-
+ -    :  f  الدالة ƞعد تعريŏ  4
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1-6

Ʈتتعل Ɲوſ

نƔريات الاتصال� •
ŵوال Ưتصلة� •
الدوال المرƧبة� •
اتصال الدوال المرƧبة� •

المƠرŵات والمصطلحات:

ŵالة Ưتصلة •
#ONTINUOUS &UNCTION  

ŵالة ƯرƧبة •
#OMPOSITE &UNCTION  

!"#$%&' ()*& #$+,
( )f x x x x3 23 2= - +   � f الدالة Ʋƨلت

( )g x x 2= -   � G والدالة  

( )q x x 52= -   � Q والدالة  

x 2= f, عند  g  Ʋاتصال كل م Ŧابح  1  

x 2= f, عند  f qq+ :  Ʋاتصال كل م Ŧابح  2  

( ) ( )
( )

h x g x
f x

=   � H Ʋƨلت  3  

A اكتب H دون استŴداƭ رمز القيمة المطلقة.    

x® ولماذا® 2= Ʒ Bل الدالة H متصلة عند     

نƔرية 
14	ų :واÚƅ الدوالÚ المتÚصلة 
0ROPERTIES OF #ONTINUOUS &UNCTIONS  

x c= ÚƱŔƟ ¬x الدوال التالية ŵ ƾƷوالƯ ÚتÚصلة عند  c= 
 ŵ  fالتيƯ ƲتÚصلتيƲ عند  g ŢانƧ اŷœ

1  gf +  :ƖمŬال

2  f g-  :ŭالطر

3  ,k f:  k R!  :Ţابŧ ƾƟ śرƌال

4  f g:   :śرƌال

5  ,g
f  ( )g c �! القƀمة: 

#ONTINUOUS &UNCTIONS ŵوال ƯتÚصلة 

�c R!  ƪƧ تصلة عندƯ Ţابŧ k Ŧحي ( )f x k=  : f الدالة  1

�c R!  ƪƧ تصلة عندƯ ŵثيرة الحدوƧ الدالة  2

�c D!  ƽŏ الهاŬƯ ƾƟ c ƾحقيق ŵعد ƪƧ تصلة عندƯ g
f 3 الدالة الحدوŵية النƀبية 

�c R!  ƪƧ تصلة عندƯ ( )f x x=  : f الدالة  4

�c D!  ƽŏ الهاŬƯ ƾƟ c ƾحقيق ŵعد ƪƧ تصلة عندƯ يةſاſالدوال المثلثية الأ  5

نƔريات الاتصال
#ONTINUOUS 4HEOREMS

ƯعلوƯة:

 ÔǈصÚتƯ ųطĐا  الأƟعوانيÚة   ƪÚتمث
لمƀاŹ العربة�
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:ƾما يلƯ ƪƧ ƾƟ x c= ابحŦ اتصال الدالة  f  عند 
A  ( ) ,f x x x c 12= + = -  B  ( ) ,sin cosf x x x c 2

�
= - =

:ƪالح

( )g x x2=  :   g الدالة Ʋƨلت  A

( )h x x=  :   h الدالة  
1x -= الدالة ŵ gالة Ƨثيرة حدوƯ ŵتصلة عند   
1x -= الدالة ŵ hالة ƯطلƯ x Ƣتصلة عند   


نƔرية	   1x -= ) ŵ ƾƷالة Ưتصلة عند  ) ( ) ( )f x g x h x= +  Ŧحي f ƖمŬالة الŵ  `  

( ) sing x x=  :  g الدالة Ʋƨلت  B

( ) cosh x x=  :   h الدالة  
�x 2= الدالة ŵ gالة Ưثلثية Ưتصلة عند   
�x 2= الدالة ŵ hالة Ưثلثية Ưتصلة عند   


نƔرية	      �x 2= ) Ưتصلة عند  ) ( ) ( )f x g x h x= -  Ŧحي f الدالة  `  

:ƾما يلƯ ƪƧ ƾƟ x c= ابحŦ اتصال الدالة  f  عند   1

A  ( ) ,f x x x x c 34 32= - + + =  B  ( ) ,tanf x c 41
�

=
+

=x
x

x 3=  عند 
9
2 1( )f x x

x
x2=

-
-

+
 : f  اتصال الدالة Ŧابح

:ƪالح

( )g x x
x
9
2

2=
+

-  : g الدالة Ʋƨلت

( )h x x
1

=  : h الدالة  

�	x 3= 
لأƱ المقاƭ لا يƀاوƽ الصƠر عند  x 3= الدالة ŵ gالة حدوŵية نƀبية Ưتصلة عند 

�	x 3= 
لأƱ المقاƭ لا يƀاوƽ الصƠر عند  x 3= الدالة ŵ hالة حدوŵية نƀبية Ưتصلة عند 


نƔرية	    x 3= ) ŵ ƾƷالة Ưتصلة عند  ) ( ) ( )f x g x h x= -  Ŧحي f ŭالة الطرŵ  `

x 1= ) عند  )f x x
x

x
x

1
1

2
2

2

2

=
+

-
-
-

 : f  اتصال الدالة Ŧابح  2

��






































































































































اتصال الدوال الŹŸŬية عند نقطة

 	15
نƔرية 

¬ŜūوƯ ƾūوŻ ŮحيƇ ŵعد n       ¬       x c=  : c R! +    ƪƧ تصلة عندƯ  y xn= الدالة الŹŸŬية    A

�1 ƲƯ برƧŏ ƽŵرƟ ŮحيƇ ŵعد n        ¬        x c=  : c R!    ƪƧ تصلة عندƯو  

( )g c 02  ŢانƧو x c= ŷœا Ƨانŵ g Ţالة Ưتصلة عند   B

 x c= ) Ưتصلة عند  ) ( )f x g x= ƱŔƟ الدالة:     

:ƲÚالمبي ŵعند العد Ʋالتاليتي Ʋالدالتي ƲƯ ƪƧ اتصال Ŧابح
A  ( ) ,f x x

x x
1

12

3

=
+

=  B  ( ) ,f x x x3 1= + = -

:ƪالح

( )g x x3=  : g الدالة Ʋƨلت  A

1( )h x x2 +=  : h الدالة  


نƔرية	      x 1= 
عدƇ ŵحيƟ Ůرƽŵ	 Ưتصلة عند  n 3=  Ŧية حيŹŸū الةŵ g  

x 1= ŵ hالة Ƨثيرة حدوƯ ŵتصلة عند   

( ) ,h 1 2 2 0!=   Ʊœ Ŧوحي  

x 1= ) Ưتصلة عند  ) ( )
( )f x h x

g x
=  Ŧحي  f  الدالة  `  

x 3H-  Ŧحي ( )g x x 3= +  : g Ʊŏ ƉرƠن  B

x 1= - ŵ gالة Ưتصلة عند   

( ) ,g 1 2 2 02- =  Ʊœ Ŧوحي  


نƔرية	    1x = - )Ư 3تصلة عند  ) ( )f x g x x= = +  Ŧحي f  الدالة  `  

x 2= - ابحŦ اتصال ƲƯ ƪƧ الدالتيƲ التاليتيƲ عند   3

A  ( )f x x
x
42

3

=
+

 B  ( )f x x x4 32= - +

#OMPOSITE &UNCTION الدالة المرƧبة 
 Ʋتركيب الدالتي Ʋم Ūديدة تنتū دالة Ʋتعيي Ɩننا نستطيŏ ل بعض الأمثلةǆخ Ʋننا سنرى مŔدالة حقيقية ف f 
 G Ʋكل م Ţذا كانœ


 œ  fذا توفرت بعض الشروط. G
�Ʋالحقيقيتي Ʋعلى سبيل المثال الدالتي ŸخŐلن

: , , ,f 1 2 3 4 R"" ,
( )f x x 1= -  �Ŧحي

: , , ,g 0 1 2 3 R"" ,
( )g x x3 1= + ��






































































































































واŏ ŮƋن�

g ير الدالة الثانيةŧŐت Ţتحf ير الدالة الأولىŧŐت Ţتح

3 � 0 � 1 � 101 - 1 � 01
3 � 1 � 1 � 412 - 1 � 12
3 � 2 � 1 � 723 - 1 � 23
3 � 3 � 1 � 1034 - 1 � 34  

ا ( ŧ fم G ) لوūدنا ŏنƶ تحŢ تŧŐير ƵŸƷ الدالة الŬديدة� Ôمع  f 
 G Ʋالثة تعمل عمل الدالتيŧ نا دالةƋذا فرœو

1

4

7

10

0

1

2

3

f g

g f%

11

42

73

104

1

2

3

4

f بعد G ŏوتقر  g f%^ h ديدة بالرمزŬنرمز للدالة ال

( ) ( ) ( )g f g f g1 1 � 1% = = =^ ^h h    ( )( )g f x g f x% =^ ^h h ويƨون�  
 ( ) ( ) ( )g f g f g 1 42 2% = = =^ ^h h
 ( ) ( ) ( )g f g f g3 3 2 7% = = =^ ^h h
 ( ) ( ) ( )g f g f g4 104 3% = = =^ ^h h

. g f%^ h Ʋتعيي Ʋƨمŏ لا لماœو G ال الدالة الثانيةŬو مƷ �f ن� مدى الدالة الأولىŏ ƒلاح

ا: ÔƯوعمو

:h بةƧرƯ الةŵ Ʋيتعي ƶنŔƟ g ال الدالةŬƯ ƲƯ يةŗżū موعةŬƯ f الدالة ƻدƯ ƱاƧو Ʋحقيقيتي Ʋالتيŵ  f 
 g ƲƯ ƪƧ ŢانƧ اŷœ

( ) ( ) ( )h x g f x g f x%= =^ ^h h  

ستقتصر دراستنا على الدوال القابلة للتركيب.
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) ŏوūد: ) ( ),f x x g x x1 12= + = -  :ƾما يلƧ R ƟتاƱ على  ÚعرƯ  f  
  g Ʊالدالتا
A  ( )g f x%^ h  B  ( )g f 2%^ h  C  ( )f g x%^ h  D  ( )f g 2%^ h

:ƪالح
A  ( )( ) ( ) ( )g f x g f x f x x x x1 1 1 22 2 2% = = - = + - = +^ ^ ^h h h  

حųō ƪر

 ( ) ( )( ) ( )g f x g f x g x x x x x x1 1 1 1 2 1 22 2 2% = = + = + - = + + - = +^ ^h h
B  ( ) ( ) ( )g f 2 2 2 2 82% = + =^ h
C  ( ) ( ) ( )f g x f g x g x x x1 1 12 2% = = + = + - =^ ^h h

حųō ƪر

 ( )( ) ( )f g x f g x f x x x1 1 12 2 2% = = - = + - =^ ^h h
D  ( ) ( )f g 2 2 42% = =^ h

) ŏوūد: ) , ( )f x x g x x2 3 32= + = +  :ƾما يلƧ R ƟتاƱ على  ÚعرƯ  f  
  g ŢانƧ اŷœ  4

A  ( )g f x%^ h  B  ( )1g f% -^ h  C  ( )f g x%^ h  D  1( )f g% -^ h

نستنتŪ مƲ مثال (�) ŏن�
( ) ( )g f x f g x% %!^ ^h h

œلاƾƟ Ú بعƊ الحالات الŴاƇة�

( ) , ( )f x x g x x 24= = +  :Ʋƨلت

ŏوūد:
A  ( )xf g%^ h  B  ( )0f g%^ h  C  ( )xg f%^ h  D  ( )g f 0%^ h

:ƪالح
A  ( ) ( ) ( )f g x f g x g x x 24% = = = +^ ^h h  0 ,3h6 Ʒ fو  لاحŬƯ Ʊŏ ƒال 

B  ( ) ( )f g 0 0 2 24% = + =^ h  f , Ʒو ŬƯموعة ŗżūية ŬƯ ƲƯال  : g2 3h6  ƻدƯ Ʊŏو

C  ( ) ( )g f x f x x x2 2 2
4 24% = + = + = +^ ^ ^h h h  R Ʒ gو  ŬƯال 

D  ( ) ( )g f 0 0 2 22% = + =^ h  ƶنƯ يةŗżū موعةŬƯ وƷ f  ƻدƯ  `
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) ŏوūد: ) , ( )f x x g x x1
4
32
2= + =
+

 :Ʋƨلت  5

A  ( )xf g%^ h  B  g f 3%^ ^h h

#ONTINUITY OF #OMPOSITE &UNCTIONS AT A 0OINT بة عند نقطة  ÚƧالمر Úاتصال الدوال

بة ÚƧ: اتصال الدوال المر	16
نƔرية 

�c صلة عندÚتƯ g f% بة  ÚƧة المرÚ ) ƱŔƟ الدال )f c ŷœا ƧانƯ f ŢتÚصلة عند c ¬ وƯ gتÚصلة عند 

) بمعنى )cg f^ h يƷ x c" ) عندما  )xg f^ h ن نهايةŏ ƽŏ

( ) ( )lim g f x g f c
cx =
"
^ ^h h

C متصلة عند

( )f c متصلة عند Cمتصلة عند 
C

g f%

( )g f c^ hg
( )f c

f

x 2= - g عند  f% ) � ابحŦ اتصال الدالة  ) , ( )g x x f x x 52= = +  :Ʋƨلت

:ƪالح

	1
  x 2= - ŵ  fالة Ưتصلة عند 

( )f 2 9- =   

x R! +  ƪƧ تصلة عندƯ الةŵ  g

x 9= ŵ gالة Ưتصلة عند  `

	2
  ( )x f 2= - ŵ g Ʊŏ ƽŏالة Ưتصلة عند 

x 2= - Ư gتصلة عند  f%  Ʊŏ دŬن 	1
 
 	2
 ƲƯ
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x 1= f عند  g% ) � ابحŦ اتصال الدالة  ) , ( )f x x
x g x x2 2 3=
+

= +  :Ʋƨلت  6

x 2= ) ابحŦ اتصال الدالة  f  عند  )f x x x5 62= - +  :Ʋƨلت

:ƪالح

( ) , ( )g x x h x x x5 62= = - +  :Ʊŏ ƉرƠن

( ) ( )f x g h x%= ^ h    :Ʊŏ دŬنƟ

( )g h x x x5 62= - +^ h
	1
  x 2= ŵ hالة Ưتصلة عند 

( )h 2 4 10 6 0= - + =

x 0= ŵ gالة Ưتصلة عند 

	2
  ( )x h 2= ŵ g Ʊŏ ƽŏالة Ưتصلة عند 

x 2= Ư gتصلة عند  h%  Ʊŏ دŬن 	1
 
 	2
 ƲƯ
 x 2= `  الدالة  Ư   fتصلة عند   

x 0= ) ابحŦ اتصال الدالة  f  عند  )f x x x3 22= - +  :Ʋƨلت  7
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1-7

Ʈتتعل Ɲوſ

الاتصال على Ɵترة� •
• �ƲتصلتيƯ Ʋالتيŵ ŜيƧتر Ūنات

المƠرŵات والمصطلحات:

الاتصال على Ɵترة •
#ONTINUITY ON AN  
)NTERVAL  

!"#$%&' ()*& #$+,
(�
فة على الفترة (�  Úمعر ( )f x x x42= - +  �  f  الدالة Ʋƨلت

,x x1 2= = ابحŦ اتصال f عند   A
�

�

�

� � � x

y

 ®Ʋهة اليميū Ʋم x 0= Ʒل f  متصلة عند   B

x مū Ʋهة اليسار® 4= Ʒل f متصلة عند   C

Ʒل توūد نقاط تنتمي œلى الفترة (� 
�) لا تƨون فيها الدالة f متصلة®  D

#ONTINUITY ON AN )NTERVAL الاتÚصال على Ɵترة 


9	 الاتÚصال على Ɵترة ƠƯتوحة: ƞتعري

	a 
 b

 a	 ŔƟننا نقول Ʊŏ الدالة  Ư  fتصلة على الƠترة المƠتوحة  b
Ɵة على الƠترة  ÚعرƯ  f  الدالة Ʋƨلت

	a 
 b
ŷœا ƧانƯ  f  Ţتصلة عند x ƪƧ تنتمœ ƾلى الƠترة 


10	 الاتÚصال على Ɵترة ƜƯلقة: ƞتعري


ŷœ ;aا  b= لقةƜترة المƠتصلة على الƯ  f  الدالة Ʊŏ نا نقولÚنŔƟ ;a
 b= ترةƠة على الƟ ÚعرƯ f الدالة Ʋƨلت
تحققŢ الƄروƍ الثŧǈة التالية:

	a
 b
الدالة Ư fتÚصلة على الƠترة المƠتوحة   1

( ) ( )lim f x f a
ax

=
" +

 :Ʊŏ ƽŏ Ʋهة اليميū ƲƯ x = a صلة عندÚتƯ f الدالة  2

( ) ( )lim f x f b
x b

=
" -

 :Ʊŏ ƽŏ Źاƀهة اليū ƲƯ x = b صلة عندÚتƯ f الدالة  3

a                              c                         b

( )y f x=

x

y
Źاƀهة اليū ƲƯ صالÚات

ƲهتيŬال ƲƯ صالÚات
 ƲƯ صالÚات
Ʋهة اليميū

�;a
 b= ترةƠوالمتصلة على ال ( )y f x= 
a للدالة  b
 c ƍالاتصال عند النقا

الاتصال على Ɵترة
#ONTINUITY ON AN )NTERVAL
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( )

:

:

:

f x
x

x x
x

2 1

3 1 3

6 3

2 11=

- =

-

=

*  :Ŧ1; حي
اŽŹŵ اتصال الدالة f على =3 

:ƪالح
  : ,f x x x3 1 32 d= -^ ^h h
  ( , )c 1 36 !

  ( )f c c 32= -

  ( )lim limf x x c3 32 2

c cx x= - = -
" "

^ h
  ( ) ( ) ,f x f c clim 1 3

cx` d6=
"

^ h
	1
   	1
 3
`  الدالة Ư fتصلة على   

�Ʋهة اليميū ƲƯ x 1= ندŽŹ اتصال الدالة  f  عند   

  ( )f 1 2= -

  ( )lim limf x x 3 22

1 1x x
= - = -

" "+ +
^ h

  ( ) ( )f f xlim1
1x

a =
" +

	2
   �Ʋهة اليميū ƲƯ x 1= `  الدالة  Ư  fتصلة عند   

�Źاƀهة اليū ƲƯ x 3= ندŽŹ اتصال الدالة  f  عند   
  ( )f 3 6=

  ( )lim limf x x 3 62

3x x3
= - =

" "- -
^ h

  

	3
   �Źاƀهة اليū ƲƯ x 3= `  الدالة  Ư  fتصلة عند   

	1

 	2

 	3
 ƲƯ  

,1 36 `  الدالة  Ư  fتصلة على @  

( )

:

:

:

f x

x

x
x x

x

2 1
1 1 5

5
26 5

2

1 1=

=

+

=

Z

[

\

]
]

]]

 :Ŧ1, حي 56 اŽŹŵ اتصال الدالة  f  على @  1

ǈƯحƔات:
� ,a bh6 1 مƲ التعريƞ (��) نقول œن الدالة Ư fتصلة على   
 2 : œذا تحقƢ الشرƏان  Ôلا Úوŏ

� ,a b^ 1 مƲ التعريƞ (��) نقول œن الدالة Ư fتصلة على @  
 3 ŧانيÔا: œذا تحقƢ الشرƏان 

ŧالثÔا: تبقى النظرية (��) صحيحة œذا استبدلنا النقطة بفترة بحيŦ تƨون ƵŸƷ الفترة مŬموعة ūزئية مƲ مŬال الدالة.
ŹابعÔا: œذا كانŢ الدالة متصلة على فترة ما فŔنها متصلة على ƽŏ فترة ūزئية منها.

.;A 
 B= ن الدالة متصلة علىŔف ;A 
 C= 
 ;C 
 B= Ʋالفترتي Ʋالدالة متصلة على كل م Ţذا كانœ :ا ÔƀƯاų

. , b3-^ @ 
 ,a 3h6 ا في حالة الفترات على الصورة  Ôصحيح (��) ƞا: يبقى التعري Ôſŵاſ
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اŽŹŵ اتصال ƲƯ ƪƧ الدوال التالية على الƠترة المبيÚنة:
A  ( ) , ,f x x

x
1

1 52=
+

-6 @ B  ( ) , ,f x x
x
4

502=
-

6 @
:ƪالح

ŵ fالة حدوŵية نƀبية ¬ a  A

x Rd6  
 x 1 02 !+  

R Ư fتصلة على  `  

,1 5 Ra 3-6 @  

,1 5-6 Ư fتصلة على @ `  

( )f x x
x
42=
-

   B

,x x4 0 2 22 d6- = -" ,  

,x 2 2Rd6 - -" ŵ fالة حدوŵية نƀبية Ưتصلة , a  

,2 0 5! 6 @   ¬   x 2= f ليƯ Ţƀتصلة عند  a  

,x 0 5 2d6 -6 @ " ` الدالة Ư fتصلة ,  

� , , ,0 2 2 5^h6 @ ƲƯ ƪƧ تصلة علىƯ نهاŏ ƽŏ  

اŽŹŵ اتصال  f  على الƠترة المبيÚنة:  2

A  ( ) , ,f x x
x
2

2 1 302=
+

+ 6 @ B  ( ) , ,f x x
x
1

202=
-

6 @

( )
:

:
f x

x

x x

x 1

3
4 1

3

2

#
=

+ -

+
-

*    :Ŧالها حيŬƯ على  f  اتصال الدالة ŽŹŵا

:ƪالح

, ,D � � Rf ,3 3= - - - =^ ^ h@ ŬƯال الدالة  Ʒ  fو:  

ندŽŹ اتصال الدالة  f  على ŬƯالها�
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( )g x x 3= +      :ƉرƠن
�R ŵ Gالة Ƨثيرة حدوƯ ŵتصلة على 

( ) ( ) ,f x g x x �a d6 3= - -^ @
	1
   , �3- -^ `   ŵ fالة Ưتصلة على @
( )h x x 3

4
=

+
 :ƉرƠن

x �Rd - -" ,   ƪƨتصلة لƯ بيةƀية نŵالة حدوŵ h
( ) ( ) ,f x h x x �a d6 3= -^ h

	2
    ,� 3-^ h تصلة علىƯ f   `

�Ʋهة اليميū ƲƯ x 1= - ندŽŹ اتصال الدالة  f  عند   

  ( )f 1 2- =  0 !    ƭنهاية المقا Ŧحي 

  ( )lim limf x x 3
4 2

1 1x x
=

+
=

" "- -+ +

  ( ) ( )f f xlim1
1x

a - =
"- +

	3
   �Ʋهة اليميū ƲƯ x 1= - `  الدالة  Ư  fتصلة عند   

	1

 	2

 	3
 ƲƯ  

,3 3-^ h ترةƠتصلة على الƯ  f  الدالة  `  

R `   Ư fتصلة على   

( )

,

,

,

f x
x x
x x

x

2 1 1

2 1 3

1 3

1

1#

$

=

-

- +*  :  f  Ʋƨلت  3

اŽŹŵ اتصال الدالة  f  على ŬƯالها�  

R  Ưتصلة على ŬƯالها 
:

:

:

( )

a

ax b

f x
x x

x
x

0

2 0

0

2 1

2

=

-

=

+

Z

[

\

]]

]
 :  f  الدالة Ʋƨلت

a 
 b Ʋيمة الثابتيƣ دūوŏ

:ƪالح

x 0= Ư  fتصلة عند  R` ŵ fالة Ưتصلة على ŬƯالها  a
( ) ( )lim f x f 0

0x
` =

"
  

 ( ) ( )lim limf x f x
0 0x x

` =
" "- +

 ( )f �=

   ( )f 0 2=
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  ( )lim limf x x a a2

0 0x x
= - = -

" "- -
^ h

  2 2a a(` - = = -

  ( )lim limf x ax b b
0 0x x

= + =
" "+ +

^ h
  2b` =

:

:

:

( ) ax b

b

f x
x

x
x

5 1

1 4

8 4

1 1=

=

+

+ =

*  :  f  الدالة Ʋƨلت  4

a 
 b Ʋالثابتي Ʈيƣ دūوŏ � ,1 46 Ưتصلة على @  

 f ننا دراسة اتصال الدالةƨيم ƦلŸوك x c= ) عند  )( )f g xx = تعلمنا دراسة اتصال الدالة 
على فترة ما باستŴداƭ التعميم التالي�

:Ʈتعمي

 ( ) ( )f x g x= الƠترة ƱŔƟ الدالة   ƵŸƷ ƾƟ ( )g x 0H Ư gتصلة على Ɵترة Ưا¬  ŷœا ƧانŢ الدالة 
Ưتصلة على ƵŸƷ الƠترة�

� ( )f x x x22= -  : f  Ʋƨلت

� ,5 0-6 
ŬƯال الدالة  f	 Ʈŧ اŽŹŵ اتصال الدالة f على @ D f ŏوūد 

( )f x g x= ^ h ، ( )g x x x22= -  Ʊŏ ƉرƠن :ƪالح

 : ( )D x g x 0f` $= " ,
 x x2 02 $-

 x x2 02 - = المعاŵلة المناƓرة: 

 x x 2 0- =^ h  

0

-� �

2

عœ žƨشاŹة 
x2  ƪƯعاƯ

Ưثœ ƪشاŹة 
x2  ƪƯعاƯ

Ưثœ ƪشاŹة 
x2  ƪƯعاƯ

 ,x x0 2= =

,0 2R - ^ h وƷ  f  ال الدالةŬƯ  `  

( )f x x x22= -  Ŧ5, حي 0-6 لدŹاſة اتصال الدالة  f  على @  

 ( ) ,g x x0 0 2R6H ! - ^ h 
    ( , )0 2R -  ƲƯ يةŗżū موعةŬƯ ,5 0 a-6 @  

 ( ) ,g x x0 5 0` 6H ! -6 @ 	1


ƯعلوƯة:

 ( )f x الحدوŵية  œشاŹة 
تƨوŧ Ʊابتة لا تتƜير ƾƟ الƠترة
 ƵŸƷ  ŢانƧ ŷœا   ( , )a b

الƠترة لا تحتوƽ على ƠƇر 
 � ( )f x ƠƇŏ ƲƯاŹ الحدوŵية 
 ƾƟ يةŵة الحدوŹشاœ Ʋولتعيي
 ƽŐب x Ʋع Ɖ Úترة نعوƠال ƵŸƷ

� ,c a bd ^ h يمةƣ

��






































































































































	2
  ,5 0-6 ) ŵالة Ưتصلة على @ )g x x x22= -  : g الدالة  a  

	1
 
 	2
 ƲƯ  

,5 0-6 `  Ư  fتصلة على @  

� ( )f x x x7 102= - +   : f Ʋƨلت  5

� ,6 106 
ŬƯال الدالة   f	 Ʈŧ اŽŹŵ اتصال الدالة  f  على @ D f ŏوūد   

� ( )f x x9 2= -  : f  Ʋƨلت

� ,3 3-6 اŽŹŵ اتصال الدالة  f  على @

( )f x g x= ^ h ، ( )g x x9 2-=  Ʊŏ ƉرƠن :ƪالح

 : ( )D x g x 0f H= " ,
 x9 02 H-

 x9 02- = المعاŵلة المناƓرة: 
 x x3 3 0- + =^ ^h h   3-3

�- -

 ,x x3 3= = -

,3 3-6 `  ŬƯال الدالة  Ʒ  fو @  
( )f x x9 2= -  Ŧ3, حي 3-6 لدŹاſة اتصال الدالة  f  على @  

  ( ) ,g x x0 3 36H ! -6 @ 	1


	2
   ,3 3-6 ) Ưتصلة على @ )g x x9 2= -  : g الدالة  

	2

1	 و  ƲƯ  

,3 3-6 `  Ư  fتصلة على @  

� ( )f x x x4 32= - + -   :  f  Ʋƨلت  6

� ,1 36 اŽŹŵ اتصال الدالة  f  على @  

ǈƯحƔة: 

�R Ʒ Rو ŵالة Ưتصلة على  ناتŪ ترƧيŵ ŜالتيƯ ƪƧ Ʋنهما Ưتصلة على 
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�R � اŽŹŵ اتصال الدالة  f  على  ( )f x x x5 423= - +  :Ʋƨلت

:ƪالح

( ) , ( )g x x h x x x5 43 2= = - +  :Ʊŏ ƉرƠن
  ( ) ( )f x g h x%= ^ h
  ( ) ( ) ( )f x g h x g h x%= =^ ^h h
  g x x5 42= - +^ h
  x x5 423= - +

.R a  الدالة Ư hتصلة على   

.R a  الدالة Ư gتصلة على   

�R R لأنها عباŹة عƲ ترƧيŵ ŜالتيƯ ƪƧ Ʋنهما Ưتصلة على  `  الدالة  Ư  fتصلة على   

� ( )f x x x2 523= - + +  :Ʋƨلت  7

�R اŽŹŵ اتصال الدالة  f  على   
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.Ůعدد صحي K Ŧحي ( )f x x x
x kx x

2
3 2

2

23

=
- -

+ + - Úة�  لتƲƨ الدال

�f ةÚ ŏوūد مŬال الدال  A

Úة. ŧ ،xم ŏعد تعريƞ الدال 2= Úة f لتصبŮ متÚصلة عند  ŏوūد قيمة K التي تŬعل مƲ الممœ Ʋƨعادة تعريƞ الدال  B

:ƪالح

x x 2 02 !- - المقاƭ لا يƀاوƠƇ ƽر   A

( )( )x x1 2 0!+ -  ƭالمقا ƪتحلي  

,x x1 2! !-

, , ,D 1 1 2 2f , ,3 3= - - - +^ ^ ^h h h Úة�  `  مŬال الدال  

�ƽŏ ا للبسط Ôون � صفرƨن يŏ بŬي ،x 2= Úة وتصبŮ متÚصلة عند  كي نعرƝ الدال  B

x x x ax bx ckx 3 2 22 23 + + - = - + +^ ^h h , ŏعداŵ حقيقية  ,a b c  

( ) ( )x x x ax b a x c b x ck 3 2 2 2 22 23 3+ + - = + - + - -  ƖÚſنتو  

, ,a b c1 1 1= = - = بمقارنة المعامǆت نŬد ŏن�   

( )k b a2 1 2 1 3= - = - - = - فنستنتŏ Ūن�    

x

y

1
2
3

3

4
5

1 2 4 5 6-1

-6

-3

-3

-7
-8

-4
-5

-5
-2

 ( ) ( )( )
( )( )f x x x
x x x

2 1
2 12

=
- +

- - +
1

1
تصبŮ معادلة الدالة�   

= =( )lim limf x x
x x

1
1
3
3 1

2

2 2x x
=

+
- +

" "
 

G Éالدالة وتسميتها ب ƞعادة تعريœ Ʋƨا يمƷعند  

( )
, ,

,

x
g x x x

x x x x

x
2

3 3 2 2 1

1 2

≠ ≠2

3 2

`
-

= - -

- + -

=

*  

ŐƀƯلة ƋœاƟية

.Ůعدد صحي K Ŧحي ( )f x x x
x kx x x

3 10
15 2 8

2

4 3 2

=
- -

+ - + - Úة  لتƲƨ الدال

 f ةÚ ŏوūد مŬال الدال  A

x فقط. 2-= ŏعد تعريƞ الدالة f بحيŦ تƨون منفصلة عند   B
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تعريƞ النهاية

 śاƀح
النهايات

ƣاعدة 
القوة

 ƪƯاء العاƜلœ
 ƾƟ ƽرƠالص

ƭالمقا

النهاية ū ƲƯهة 
 ƲƯواحدة و

ƲهتيŬةالŵحدƯ نهايات
x "!3 عندƯا 

نهايات ƛير Ưحدŵة 
x c" عندƯا 

نƔرية 
الإحاƏة

lim ax
x

n

"!3

ƾūوŻ ŵعد n

lim ax
x

n

"!3

ƽŵرƟ ŵعد n

الاتصال عند 
نقطة

 ƲƯ ƆلŴالت
الانƠصال

الانƠصال 
ƶنواعŏو

الاتصال على 
Ɵترة ƠƯتوحة

اتصال الدالة 
المرƧبة

الاتصال على 
Ɵترة ƜƯلقة

الدوال 
المرƧبة

اتصال الدوال 
المرƧبة عند 

نقطة

ųواƅ الدوال 
المتصلة

sin
lim bx

ax
0x"

sin
lim x0x"

x

نهايات ŵوال 
حدوŵية نƀبية 
x "!3 عندƯا 

 ƪتمƄنهايات ت
3-  ¬3 على 

الاتصالالنهايات Ƈيƛ ƚير 
Ưعينة

الاتصال 
على Ɵترة  Ɗنهايات بع

الدوال المثلثية

النهايات 
والاتصال

نƔريات الاتصال

ƆŴلƯ
•   Ʋصغر مŏ x c- Đا، نقول œن X تقترś مC Ʋ باƏراد œذا كان بالإمƨان ūعل الƨمية   لتX Ʋƨ كمية متغيرة، C عددÔا حقيقي

ƽŏ عدد حقيقي موūب.
•   ƶنŏ وتعني ( )lim f x L

cx =
"

فة في ūوار ŏو ūوار ناقص للعدد C نƨتب�  Úدالة حقيقية معر f ،Ʋحقيقيي Ʋعددي , 
 C Ʋƨلي 
., Ʋراد مƏبا śتقتر ( )f x x فŔن قيم  c! عندما تقترX ś مC Ʋ باƏراد، 

•   Ʋهة اليميū Ʋالنهاية م Ţذا كانœ ذا وفقطœ C Ʋم X śنهاية عندما تقتر f ون للدالةƨي Ʋحقيقيي Ʋعددي , 
 C نŏ بفرض 
( ) ( ) ( )lim lim limf x L f x L f x

c c x cx x
,= = =

" " " -+
  �Ʀذل Ʋهة اليسار ويعبر عū Ʋالنهاية م ƽتساو

•  ( )lim limf x k k
c cx x= =
" "


 ŏ KعدادÔا حقيقيÚة، ŢŝŚŧ�K فŔن�  C وكان ( )f x k=  � f Ţذا كانœ

•  lim lim(x) x cf
c cx x= =
" "

Đا، فŔن�  ) حيC Ŧ عددÔا حقيقي )f x x=  Ţذا كانœ
فŔن�  •  ( )lim g x M

cx =
"

) و )lim f x L
cx =
"


ŏ KعدادÔا حقيقية،  C
 -
 , Ţذا كانœ

( ) ( )lim f x g x L M
cx + = +
"
^ h  �ƖمŬقاعدة ال  A  

( ) ( )lim f x g x L M
cx - = -
"
^ h  �ŭقاعدة الطر  B  

ŴƯطƎ تنƔيمƾ للوحدة الأولى
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( ) ( )lim f x g x L M
cx : :=
"
^ h  �śقاعدة الضر  C  

( ( ))lim k f x k L
cx : :=
"

      �Ţابŧ في śقاعدة الضر  D  

( )
( )

,lim g x
f x

M
L M �

cx !=
"

قاعدة القسمة�   E  

•  � ÚنŔف ، Úعدد حقيقي C ،ة كثيرة الحدودÚ ) دال ) ...f x a x a x a1
1

n 0
n n

n= + + +-
-  Ţذا كانœ

( ) ( )lim f x f c a c a c a
cx n

n n 1
0f= = + + +

"
-

n 1-

•  (
(

(
(

0)
)

)
)

)
x

lim x
f f

, (g g c
c

g c
cx !=
"

  � ÚنŔف ، Úعدد حقيقي C ،كثيرتي حدود ( ) , ( )f x g x  Ţذا كانœ
) موūودة فŔن�  • )f xlim

cx"  Ţا وكانÔبūا مو Ôا صحيحÔعدد N Ţذا كانœ
A  ( ) ( )lim limf x f xn n

c cx x=
" "
^ `h j  B  x clim n n

cx =
"

 c �2^ ا ŻوūيĐا يشترط ŏن يƨون  Ôعدد N في حالة)

C  ( ) ( )f x f xlim limn n
c cx x=
" "

 )f(lim x �
cx 2
"` ا ŻوūيĐا يشترط ŏن تƨون  Ôعدد N في حالة)

) تقترś باƏراد مƲ , عندما X تŒول œلى 3.  • )f x lim يعني ŏن قيم  f (x) Lx =
"3

a, فŔن�  3^ h فة في الفترة Úدالة معر f Ʋƨلت

•  . 3- ) تقترś باƏراد مƲ , عندما X تŒول œلى  )f x . يعني ŏن قيم  lim f (x) Lx =
" 3-

, فŔن�  a3-^ h فة في الفترة Úدالة معر f Ʋƨلت

•  xlim 1 0x =
" 3+

 
 xlim 1 0x =
" 3-

) فŔن�  )f x x
1

=  �Ʋƨلت

•  x
klim 0nx =

"!3
  ( ) , ,f x

x
k

n kZ Rn ! != +  �Ʋƨلت
•  ( )f x blim

ax !! 3=
"
6 @ ) وكان B عدد حقيقي فŔن�  )f xlim

ax !3=
"

œذا كان 
•  ( )b f xlim

ax !: 3=
"
6 @ ) وكان B عدد حقيقي موūب فŔن�  )f xlim

ax !3=
"

œذا كان 

b f(x)lim
ax : "3=
"
6 @ وœذا كان B عدد حقيقي سالب   

•  
x c

lim 1
ncx 3

-
=

" ^ h œذا كان N عدد صحيŮ موūب وŻوūي فŔن� 
œذا كان N عدد صحيŮ موūب وفردƽ فŔن�  •

1  
x c

lim 1
n

cx
3

-
=

" + ^ h  2  1
x c

lim ncx 3=
-

-
" - ^ h

•  ( )f xlim
cx 3=
"

Đا بالتالي�  ) تتزايد بǆ حدود عندما تŒول œ Xلى C فŔننا نعبÚر عƲ ذلƦ رياƋي )f x œذا كانŢ قيم 
•  ( )f xlim

cx 3= -
"

Đا بالتالي�  ) تتناقص بǆ حدود عندما X تŒول œلى C فŔننا نعبÚر عƲ ذلƦ رياƋي )f x  Ţذا كانœ
•  	 ( )f xlim

ax
3=

" +
 ¬ ( )f xlim

ax 3=
" - 
) ŷœا وƟقŷœ Ǝا  )f xlim

ax 3=
"

•  	 ( )f xlim
ax

3=-
" +

 ¬ ( )f xlim
ax 3= -
" - 
) ŷœا وƟقŷœ Ǝا  )f xlim

ax 3= -
"

) œذا توفر ŏحد الشرƏيƲ التالييŏ Ʋو كƷǆما�  • )y f x= y يسمى خط مقارŏ śفقي لمنحنى الدالة  b= الŴط 

( )lim f x bx =
" 3-

) ŏو  )lim f x bx =
"3

 

) œذا توافر على الأقل ŏحد الشروط التالية�  • )y f x= x يسمى خط مقارś رŏسي لمنحنى الدالة   a= الŴط 

 ( ) , ( ) , ( )lim lim limf x f x f x
x a x a x a

3 3 3= = =
" " "+-

 ( ) ( ) ( ), ,lim lim limf x f x f x
x a x a x a

3 3 3= - = - = -
" " "- +
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•  � ( ) , ,n af x ax Z R*n ! != +  �Ʋƨلت
:

:
ax

a

a
lim

0

0
n

x
3

3

2

1
=
-"!3
( œذا كان N عدد Żوūي فŔن�   1

:

:

0

0
ax

a

a
lim n

x
3

3

2

1
=

-"3
(  ، 

:

:

0

0
ax

a

a
lim n

x
3

3

2

1
=

-

" 3-
( œذا كان N عدد فردƽ فŔن�   2

•  ) ,...f (x a x a x a1n
n

n
1n= + + +-

-
0  ( ) ...g x b x b x b1m

m
m

1m= + + +-
-

0   �Ŧدالة حدودية حي f 
 G Ʋكل م Ţذا كانœ

 A  ( )
( )

:
g x
f x

b
a

n mlim
m

n

x = =
"3

 B  :
g(x)
f(x)

n mlim 0x 1=
"3

 فŔن �  

•  tan
x
xlim 1

0x
=

"
sinlim حيX Ŧ بالراديان.    x

x �
x 0

=
"

•  sinlim bx
ax

b
a

x 0
=

"
 
 sLQ a

blim ax
bx

x 0
=

"
 
 b

atanlim bx
ax

x 0
=

"
a, فŔن�   b0 0! !  ،Ʋحقيقيي Ʋعددي A 
 B ذا كانœ

•   ( ) ( )lim limg x h x L
c cx x= =
" "

x في ūوار C، وكان  c! ) لƨل  ) ( ) ( )x xg x f h# # 
 C عدديƲ حقيقييœ ،Ʋذا كان  , Ʋƨلي
( )lim f x L

cx =
"

 � ÚنŔف
•  ( ) ( )lim f x f c

cx =
"

 Ţذا كانœ الهاŬفي م C متصلة عند نقطة ( )y f x= تƨون الدالة 
لتƨون f متصلة عند C يŬب ŏن تتوافر الشروط الثŧǆة التالية�  •

) موūودة. )f c  ƽŏ x c= فة عند  Úالدالة معر  1  
) موūودة )lim f x

cx"  2  

( ) ( )lim f x f c
cx =
"

 3  

.C متصلة (منفصلة) عند Ţليس f نœ الشروط السابقة فنقول Ʋشرط م Úƽŏ Ƣذا لم يتحقœو   
•  x c= x، فŔنÚ الدوال التالية Ʒي دوالÚ متÚصلة عند  c= 
 f دالتيƲ متÚصلتيƲ عند  G Ţذا كانœ

f g-  2   f g+  1  

f g:  4  .Ţابŧ عدد حقيقي Úƽŏ K Ŧحي k f:  3  

, ( )g
f

g c 0!  5  
x حيN Ŧ عدد صحيŻ Ůوūي موūب، ومتصلة عند كل  • c=  � c R! + y متصلة عند كل  xn=  الدالة الŸŬرية 

.� Ʋكبر مŏ ƽفرد Ůعدد صحي N Ŧحي x c=  � c R!  
•  x c= ) متصلة عند  ) ( )gx xf = ) فŔن الدالة�  )cg 02  Ţوكان x c= œذا كانG Ţ دالة متصلة عند 

f دالتيƲ حقيقيتيƲ وكان مدى الدالة f مŬموعة ūزئية مƲ مŬال  • G Ʋكل م Ţذا كانœ

(
)(
)

g
f
x

%

( )g f x^ h

( )f x
f

g

x
 ( ) ( ) ( ) :h x g f x g f x h%= =^ ^h h الدالة G فŔنƶ يتعيƲÚ دالة مركبة   

•  .C صلة عندÚمت g f% بة  Úة المركÚ ) فŔن الدال )f c œذا كانf Ţ متÚصلة عند C و G متÚصلة عند 

•   � ÚنŔف ;A
 B= فة على الفترة Úمعر f ةÚ œذا كانŢ الدال

(A
 B) في الفترة X صلة عند كلÚمت f Ţذا كانœ ،(A
 B) صلة على الفترة المفتوحةÚمت f الة Úالد  1  
( ) ( )f x f alim

ax
=

" +
الة f متÚصلة عند A مū Ʋهة اليميœ Ʋذا كان�  Úالد  2  

( ) ( )f x f blim
bx

=
" -

الة f متÚصلة عند B مū Ʋهة اليسار œذا كان�  Úالد  3  

;A
 B= صلة على الفترة المغلقةÚون متƨة تÚ وœذا تحقÚقŢ الشروط الثŧǆة، فŔنÚ الدال   
) متصلة على ƵŸƷ الفترة.  • ) ( )f x g x= ) في ƵŸƷ الفترة فŔن الدالة  )g x 0H œذا كانŢ الدالة G متصلة على فترة ما، 
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ŽاÚطƜعلى ال ƎƜƌير الŧŐالوحدة: ت ƕروƄƯ
يƀاعد ūهاŻ التنžÚƠ الƽŸ يƀتŴدƾƟ ƭ الƜطž¬ علماء البحاŹ على اſتƄƨاŏ Ɲعماق المياœ Ƶلى ŏبعد حدوƯ ŵمƨنة¬   :ƕروƄة المƯقدƯ  1

ا  Ôطيرų Ůيصب ƶÚالأعماق لأن ƾƟ الماء ƎƜƋ ƮهƟ Ʋيſا ÚطƜعلى ال Ŝ Úūيتو ¬ƱاƯŐب žطƜلل ¬Ʋƨة� ولÚة شعبيƋياŹ ا Ôƌيŏ žطƜال ƱوƧ لىœ ةƟاƋبالإ
�12 M ى ÚطŴا تŷœ

 ƎƜƌال ƾƟ ƱراÚŧŐويت ƲيŵحدوƯ Ʊيبقيا ƶت ÚدƯو žطƜال Ƣعم Ʋƨالماء� ول Ţويلة تحƏ اتƣبالبقاء لأو Ʋيſا ÚطƜالحديثة لل žƠة التنżهūŏ Ůمƀت  
 Ʈ Úتصم Ɲوſ ÚƮŧ žطƜلل žÚƠة التنżهūŏ ƭداŴتſة اÚيƠيƧ ƾƟ ƱاƯالأ ƝاƄتƧات لاÚيƋالريا ƭدŴتƀت Ɲوſ �ƶل Úبتحم Ʊاƀالإن Ʈƀū Ůمƀي ƽŸال

�ŻهاŬا الŸƷ Ʋا ع ÔلصقƯ

���Žا ÚطƜعمر ال ¬ƶتيŗŹ عةſ ¬Ƣالعم :ƪثƯ ƪƯة عوا Úوعد Žا ÚطƜال ƶƯدŴتƀي ƽŸل الهواء ال ÚعدƯ Ʋة بيƣǈالع ŵاŬيœ :Ɲالهد  2

�śوſبة - حاſلة حاō - ƾبيان ƮſŹ قŹو :ƭŻاللوا  3

:Ƣلة حول التطبيŘſŏ  4

� DWPP �=^ h  	 Úƽ Úوū ƎƜƋ
ا  Ôالهواء واحد ƎƜƋ Ʊوƨالماء ي Ůطſ الماء� عند Ţتح ƎƜƌة الÚي ÚمƧ žطƜلل žÚƠالتن تعطيūŏ Ʀهżة   
يتżايد الƧ ƎƜƌلÚما ƛطƀنا Ƨŏثر تحŢ الماء�

 ƮŬح ÚƱŏ ¬ƪبوي Ʊانوƣ Ŝƀبح ¬Ɲالمعرو ƲƯو �P d
13 1= + 
بالمتر	 بحŜƀ المعاŵلة:  d Ƣالعم ƖƯ رÚيƜتت P	ATM
 ƎƜƌال Žياƣ وحدة  

�	QT
V حيV Ŧ تقاŽ بالƨواŹت  P
12

=  ÚƱŏ ƽŏ P ƎƜƌال ƖƯ اĐيƀƨر عÚيƜيت V الهواء

ŏوūد الƎƜƌ على ſطŮ الماء�  A  

�ƶتيŗŹ ƾƟ الهواء ƮŬد حūوŏ ÚƮŧ ƲƯ ¬5 M Ƣعلى عم ƎƜƌد الūوŏ  B  

� Pd 201^ h ƎƜƌبة للƀالهواء ن ƮŬوح ƎƜƌر الÚيƜت ƶيƟ ƲÚتبي Ôدولاū ƮſŹا  C  

�Ƣلى العمœ بةƀة نŗالر ƮŬر حÚيƜت ƶيƟ ƲÚا تبيĐا بياني ÔمſŹ ƖنƇا  D  

 Žطاƛ ƪƧ ƶليœ ولżالن Ɩتطيƀي ƽŸال Ƣالعم ƎſتوƯ ƶيƟ ƲÚتبي Ôǈ ÚصƠƯ ا Ôتقرير ŜتƧا ÚƮŧ ƲƯ ¬Źعماŏ ة لعدةŗالر ƮŬح ƎſتوƯ Ʋا عÔر بحثūŏ :التقرير  5

�Ƶعمر Ŝƀبح

ŹŵوŽ الوحدة

Ưعدلات التƜير 
Žالمما ƍطوųو

ƄƯتقات الدوال ƣواعد الاشتقاقالمƄتقة
المثلثية

المƄتقات ŷات الرتƣ Ŝاعدة الƀلƀلة
ƾمنƌالعليا والاشتقاق ال

2-12-22-32-42-52-6

الوحدة
الاشتقاقالثانية

4HE $ERIVATIVES
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الوحدة
الثانية

التƠاŏ $IFFERENTIATION ƪƋحد  يعتبر 
الƠروƕ المهمة ƾƟ الرياƋيات حيƷ Ŧو ƠƯاƋلة 
ŵالة عند نقطة Ưعينة Ư ƽŏقياŽ لمقداŹ تƜير 
 ƝŹالمتعا  ƲƯ ر�ųō يرƜتƯ لىœ بالنƀبة  ƯتƜير 
 Ʋلى نيوتœ ŵيعو ƪƋاƠالت Ʈعل ƝاƄتƧا Ʊŏ ƶعلي
 żولايبنت  .EWTON 	1642-1727


1646-1716	 EIBNIZ, حيƇŏ ŦدŹا 
بƯ ƪƨƄنƠصƪ حوالى ſنة Ư 1685نƄوŹات 

�Ʈا العلŸƷ Ʋصلة عƠƯ

)SAAC .EWTON Ʋنيوت Ƣحſا
	1642-1727


ſاƮƷ نيوتŹŵ ƾƟ Ʋاſة Ưتƀلǈƀت القوƻ ونƔرية ŷات 
الحديƲ ووƏ ƖƋريقة نيوتƲ لتقريŸū ŜوŹ الدوال 

�ƪƯاƨوالت ƪƋاƠالت śاƀلح ƶƀيſŐلى تœ ةƟاƋœ

'OTTFRIED 7ILHELM ,EIBNIZ żلايبنت
	1646-1716


 ƪƯاƨالت żƯŹو x2  ƪƋاƠالت żƯŹ ƶليœ Ŝƀين

( ) .f t t
t

x

x
2

= 0

#

ƦاتƯعلوƯ لىœ ƞƋŏ

المعاƝŹ الƀابقة المƨتƀبة	  Ʊǁا Ţنŏ Ʋيŏ

تعلمŢ نهاية ŵالة عند نقطة Ưعينة�  •

تعلمŢ الǈ نهاية لدالة�  •

تعلمŢ الاتصال لدالة عند نقطة وعلى Ɵترة�  •

تعرŢƟ نقاƍ عدƭ الاتصال 
الانƠصال	 لدالة�  •

•  �Ʀلŷ ƲƨƯŏ اŷœ صالƠالان ƍنقا ƲƯ ƆلŴية التƠيƧ Ţتعلم

®Ʈتتعل Ɲوſ اŷاƯ
ل التƜيÚر�  • ÚعدƯ ر¬ وÚيƜل الت ÚعدƯ ƎÚſتوƯالدالة¬ و ƾƟ رÚيƜالت ƭهوƠƯ ƥاŹŵœ

حƀاś الƀرعة المتوſطة والƀرعة اللحƔية�  •

œيŬاƯ ŵعاŵلات Ǝų المماŽ والƎŴ العموƽŵ على المماŽ عند نقطة Ưعطاة على Ưنحنى الدالة�  •

œيŬاŵ الميƪ والمƄتقات باſتŴداƭ تعريƞ المƄتقÚة�  •

œيŬاŵ المƄتقة ū ƲƯهة واحدة�  •

التعرƝ على العƣǈة بيƲ الاتصال عند نقطة وƣابلية الاشتقاق�  •

التمييż بيƲ الرƲƧ والناś والمماŽ الرƾſŏ وعدƭ الاتصال�  •

التعرƝ على العƣǈة بيƲ الاشتقاق والاتصال�  •

œيŬاƄƯ ŵتقات الدوال وƋ ƲƯمنها ƄƯتقات الرتŜ العليا�  •

اſتŴداƣ ƭواعد الاشتقاق للدوال المثلثيÚة�  •

œيŬاƄƯ ŵتقة ŵالة الدالة باſتŴداƣ ƭاعدة الƀلƀلة�  •

•  �ƶوتطبيق ƾمنƌالاشتقاق ال ŵاŬيœ

المصطلحات الأſاſية
� - Ưعدل التƜيÚر - ƯتوƯ Ǝſعدل التƜير  �dx

d f x^ h - dx
dy  ¬ f ' ƄƯتقة ŵالة - żƯŹ المƄتقة 

 ƎŴلة الŵعاƯ - Žلة المماŵعاƯ - Žالمما ƪيƯ - يةƔرعة اللحƀطة - الſرعة المتوƀال -
 ŽماƯ - śنا - ƲƧŹ - ابلية الاشتقاق- الاشتقاقƣ - ƾبيان  ƮſŹ - 	ƮƓالنا
 ƽŵالعمو
 ŜتŹ ƲƯ لة - اشتقاق الدوال المثلثية - اشتقاقƀلƀاعدة الƣ - واعد الاشتقاقƣ - ƾſŏŹ

�ƾمنƋ عليا - اشتقاق
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 !"#$%&' ()*& #$+,
 Ʋا م Đا حرÔƏسيم سقط سقوū ن المسافة التي يقطعهاŏ śارŬهرت التƓŏ
) حيD Ŧ المسافة  ) .d t t4 9 2= السƨون نحو سطŮ الأرض تعطى بالعǆقة�

بالمتر T ،(M) الزمƲ بالثواني (S) (قانون ūاليليو).

 Ʋم Ʋانيتيŧ د بعد مرورūوŏ ،Ɩمرتف Ʋا م Đا حرÔƏا سقو Ôسيمū ذا سقطŔف
السقوط�

.Ʋالتغير في الزم  A

التغير في المسافة.  B

v =  
التغير في المسافة

Ʋالتغير في الزم
 � v السرعة المتوسطة   C

!VERAGE AND )NSTANTANEOUS 6ELOCITY طة والƀرعة اللحƔية  Úſرعة المتوƀال
 ( dT ƥ، في فترة ŻمنيÚة ما، بقسمة التغير في المسافة ( Úسم متحرŬل v نوūد الƀرعة المتوſطة 

.( t3 ) Ʋعلى التغير في الزم

 ­Ʋوحدة المسافة مقسومة على وحدة الزم Ʋطة عبارة عÚون وحدة السرعة المتوسƨت ƶوعلي
ƽŏ كيلومتر/ساعة ŏ (KM/H)و متر/ŧانية ŏ (M/S)و Úƽŏ وحدات ŏخرى موūودة في المسŐلة 

قيد الدراسة.

نا السرعة المتوسطة  Úة لا تمدÚفي الحياة اليومي ƭŏ ƭال العلوŬكان في مŏ Ōوفي حالات كثيرة سوا
 Úارة بحائط خرسانيÚسي Ţذا ارتطمœ � Ôǆمية القصوى فمثƷبالمعلومات ذات الأ ƥ Úسم متحرŬل
بها  تقاد  التي  المتوسطة  السرعة  ليž مقدار   ťالحاد المترتبة على  اŧǁار  د  Úما سيحد ÚنŔف
�ƭالسرعة عند لحظة الارتطا نقطة الارتطاƭ بل مقدار  الحركة حتÚى   Ōبد نقطة   Ʋارة مÚالسي
الƀرعة اللحƔيÚة. وكŸلƦ بالنسبة œلى sالرادارh فŔن السرعة التي تØضبط بها السيÚارة Ʒي السرعة 

اللحظيÚة للسيÚارة.

التƾ تقطعها الƨرة d المƀاƟة   Ŧحي ¬ ( ) .d t t4 9 2= 50¬ وƢƟ المعاŵلة  M علو ƲƯ رةƧ Ǝقƀت
�	S
 ƾبالثوان ƲƯżال t ¬	M
 ŹتاƯبالأ

Ưا الƀرعة المتوſطة ƾƟ الƠترة الƯżنية ƲƯ الثانية الأولى œلى الثانية الثالثة®  A

t 3= ŏوūد ſرعة الƨرة عند اللحƔة   B

Ʈتتعل Ɲوſ
 ŹŵœاƠƯ ƥهوƭ التƜيÚر ƾƟ الدالة  •

وƯعدل التƜير وƯتوƯ Ǝſعدل 
التƜيÚر�

 حƀاś الƀرعة المتوſطة  •
والƀرعة اللحƔية�

 œيŬاƯ ŵيƯ ƪماƯ Žنحنى الدالة  •
عند نقطة�

œيŬاƯ ŵعدل التƜير للدالة� •

المƠرŵات والمصطلحات:
Ưعدل التƜيير •

 2ATE OF #HANGE  
الƀرعة المتوſطة •

!VERAGE 6ELOCITY  
الƀرعة اللحƔية •

)NSTANTANEOUS  
6ELOCITY  

• 3LOPE  ƪالمي
• 4ANGENT  Žالمما
• .ORMAL  ƽŵالعمو

ƯعلوƯة:
t t tT = -2 1  
t t tT= +2 1  Ʊŏ ƽŏ

htT =  ƖƋبو
t t h` = +2 1  

:ƶوعلي
( ) ( )t tf f-2 1  

( ) ( )t tf fh= + -1 1
 

Žالمما ƍطوųير وƜعدلات التƯ
2ATES OF #HANGE AND 4ANGENT ,INES

2-1
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ǈƯحƔة:
( ) ( )d t d t-
t t-2 1

2 1  

( ) ( )h
h

d t d t+
=

-1 1

 

الربƎ بالحياة:
الƀقوƍ الحر

 ƭاƀūالأ Ǝقƀا تƯعند
ا ƨƯ ƾƟاƯ Ʊا¬  Đا حرÔƏقوſ
 ƲƯ ƙŹاƟ ƶنŏ ƉتراƟعلى ا

الهواء¬ ŔƟنها تصū ƪميعها 
œلى ſطŮ الأƟ ƾƟ ƉŹترة 

 ŢƠتلųا Ʊœة وƧترƄƯ نيةƯŻ
Ƨتلها� ƲƯ ناحية ŧانية ŷœا 

 ƭاƀūالأ ƵŸƷ Ţقطſ
ƨƯ ƾƟاƯ Ʊا يملƵŒ الهواء 
 ŷœ ا ÔƯتما ƞتلŴي ƖƋالوƟ

 ƪا يص ÔيرƜƇ ا ÔرŬح Ʊŏ دŬن
 ƲƯŻ ƾƟ ƉŹالأ Ůطſ لىœ

ƲƯ ƪƣŏ وƣŹة علمÔا ŏنهما 
ſقطا ƾƟ اللحƔة نƀƠها�

:ƪالح
( ) .t td 4 9 2a =  A

( ) . ( ) .d d 1 4 9 1 4 92= = =1  :ƾƷ رةƨطعتها الƣ ƾة التƟاƀالثانية الأولى¬ الم ƾƟ  

( ) .. ( )d d 3 44 14 9 3 2= = =2  :ƾƷ رةƨطعتها الƣ ƾة التƟاƀالثانية الثالثة¬ الم ƾƟ  
d d-

v t
d

t t3
3

= = -2 1

2 1  :ƾƷ الثانية الأولى والثالثة Ʋطة بيſرعة المتوƀال  

. . . .1v 3
44 1 4 9

2
39 2 19 6=

-
-

= =   
. /P s�9 �  :ƾƷ رةƨال ƍقوƀطة لſرعة المتوƀال  

œ tلى اللحƔة  �=1 طة للƮƀŬ على الƠترة الƯżنية ƲƯ اللحƔة  Úſرعة المتوƀال śاƀننا حƨيم  B

ƲتيƔاللح Ʋبي ƾنƯżق الŹاƠو الƷ t h∆ =  Ŧحي    ¬ ht 3 +=2

hT =t 3 التƯ ƾدتها  , h3 +6 تمثƪ الƀرعة المتوſطة على الƠترة الƯżنية @
h لأنƶ لا  0=  ƽŏ t 3= ولا نƀتطيƖ اſتŴداƭ تلƦ القاعدة لحƀاś الƀرعة بالƌبƎ عند اللحƔة 

يمƲƨ القƀمة على ƠƇر�
t وŷلƦ بحƀاƣ śيمة الصيƜة التƾ حصلنا  3= وعلى ŷلŔƟ ƦنƶÚ يمƨننا ƨƟ Ÿųŏرة ūيÚدة لما يحدť عند 
ا Ƨما ƾƟ الŬدول¬ يƔهر ŸƷا  ÔحƋا واÔد نمطŬنا نÚنŔƟ Ʀلŷ علناƟ اŷœر¬ وƠالص ƲƯ śتقتر h ƪعŬعليها ب
 Ůمƀما يƯ ¬رƠالص ƲƯ h śا تقترƯعند . /P s29 4 النمÚƱŏ Ǝ الƀرعة المتوÚſطة تقترƲƯ ś القيمة 

الƀرعة المتوſطة على 
 m s( / )t
d
T
T الƠترة 

ة الƠترة ÚدƯ
الƯżنيÚة h بالثانية

34�31
29�890�1

29�4490�01
29�40490�001

29�400490�0001

 t 3= بالقول Ʊœ الƀرعة اللحƔية للƨرة عند 
. /P s29 4  ƽاوƀت

=
. ( ) ( ).

t
d

h
h4 9 3 4 9 32 2

T
T + - د ūبريĐا:  ÚƧŏ

 =
. .

h
h h4 9 19 6 442+ + -^ h  :Ǝ Úƀلة ونبŵالمعا ƾƟ Ǝƀالب ƦƠن

 = =. . . .
h
h h

h
h h29 4 4 9 29 4 4 92+ +^ h

 = .. ,h h4 929 4 0!+

m s. ( / ). h4 929 4 +  ƽاوƀطة تÚſرعة المتوƀا ال Đدū يرةƜبة الصūالمو h Ʈلقي
ا ƣ ƽŏريبة ƲƯ الصƠر� Đدū يرةƜƇ . h4 9  Ʊوƨوت

:ƾالتالƧ Ʀلŷ Ʋر عÚونعب
. .lim limt

d 4 929 4
0 0t hT
T

= +
" "T

h^ h
 .29 4=
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 ƶاويƀر ولا تƠالص ƲƯ h śا تقترƯ29�4 عند ƾƷ طةÚſرعة المتوƀنهاية ال ÚƱœ الحالة نقول ƵŸƷ ƾƟو
� t 3= ونقول œنÚها الƀرعة اللحƔية عند اللحƔة 

.29 4 /P s وƯنƶ تƨوƱ الƀرعة اللحƔية   

 H اƷا مقدار Đدū منية صغيرةŻ ل فترةǆفي خط مستقيم خ ƥسيم يتحرū نŏ ناƋا لو فرÔوعموم

 ( )d t1  Ɩسيم عند الموقŬون الƨي t t= فŔنƶ عندما 1

( )d t h+1 t يƨون الموقƷ Ɩو  t h= +1 وعندما 

وعليƶ فŔن السرعة المتوسطة للŬسيم خǆل تلƦ الفترة تƨون�
( ) ( )d t h d t+ -v h= 1 1

وعندما تŒول œ Hلى الصفر نحصل على السرعة اللحظية.

t1 كالتالي�  Ʋعند الزم v السرعة اللحظية Ɲن نعرŏ Ʋƨويم

lim limv v h
d t h d t

0 0h h
= =

+ -

" "
1 1^ ^h h

بشرط ŏن تƨون النهاية موūودة.

Žالمما ƪيƯر وÚيƜل الت ÚعدƯ ƎÚſتوƯ

!VERAGE 2ATE OF #HANGE AND 4ANGENT 3LOPE

( )y f x= œذا كان لدينا دالة�  

	1
 ƪƨش

x

y

xT

yT

x x xT= +12x1

Q

P( )f x1

( )f x xT+1  X على قيمة المتغير المستقل xT  Ƶتغير قدر ŏرƏ ذاŔف

yT على قيمة المتغير  Ƶتغير قدر Ʀذل Ɩيتب ƶنŔف

التابY Ɩ ويƨون� 

       yy y2T = - 1

 xf x f2= - 1^ ^h h
� Y عدل التغير للدالةƯ ƎſتوƯ ونƨوي

x
y

x
x

x
f x f

2

2

T
T

= -
-

1

1^ ^h h
PQ قاƖƏ للمنحنى، وفي الشƨل (�) 

PQm x
y
3
3

=^ h  �ƖƏميل القا

واǁن، ماذا يحدť لميل القاƖƏ عندما تقترś 1 مƲ 0 بƏŔراد®

ƯعلوƯة:
عاŵة Ưا يرŜƛ علماء 

لات  Úة المعدƟعرƯ ƾƟ الأحياء
التƾ تنمو Ɵيها الƨاŗنات 

الموƋوعة تحŢ المǈحƔة 
ƾƟ شروŴƯ ƍبريÚة�

يبيƲÚ الŵŏ ƪƨƄناƧ ƵيƠية 
 śباŷ ƲƯ موعةŬƯ رŧاƨت
 śŹاŬل التǈų هةƧاƠال
تها  ÚدƯ ترةƟ ƾƟ ةÚبريŴالم

ا وŷلƦ على Ɵترات  ÔƯ50 يو
ƯŻنية ƯنتƔمة¬ وبتحديد 

النقاƍ يمƮſŹ Ʋƨ المنحنى 
 ƵŸبه Úيمر ƽŸال ƲÚالمبي

 Ʋالنقطتي ƭدŴتſا �ƍالنقا
 (23 , 150) , (45 , 340)P Q

 ƎÚſتوƯ śاƀلح ƪƨƄال ƾƟ
 ƖƏالقا ƪيƯر وÚيƜعدل التƯ

®ƒحǈا تŷاƯ � PQ
:ƪالح

 ¬N =  śباŸال ŵعد ƉرƠب
� t =  ƭالأيا ŵوعد

 ƭاليو ƾƟ بابةŷ 150 دūيو
45 ƭاليو ƾƟ بابةŷ 340 ¬23
 ŵعد ƾƟ رÚيƜعدل التƯ ƎÚſتوƯ

الŸباƷ śو:

t
N

45 23
340 150

T
T

=
-

-

22
190

=  
	ƭبابة�يوŷ


.t
N

8 6` T
T

.  
�ƭيو ƪƧ باباتŷ 9 حوالى ƽŏ

0 10 20    30        40  50

350

300

250

200

150

100

50

	ƭبالأيا
 ƲƯżال

ś
ŗŸا

ŵ ال
عد

N

t

P	23
 150


Q	45
 340


tT

NT

 Ţهة تحƧاƠال śباŷ نمو
 ƖتمŬبرية لمŴالم ƍروƄال

śباŸال
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ƽŸ0 سنة ���� والIERRE DE &ERMAT فيرمات بيير  الرياƋي  العالم   Ƶدūو ƽŸال الحل 

ما Żلنا نستŴدمƶ حتÚى اǁن يزودنا بطريقة لتحديد المماسÚات واستنتاũ صيغ لميل المماس 

عند نقطة على منحنى الدالة ومعدÚلات التغيÚر�

Ʋالمار بالنقطتي ( )y xf= يمƨننا حساś ميل القاƖƏ للمنحنى   1

 , ( )P a f a^ h   
   , ( )Q a h f a h+ +^ h  

h xT=  Ŧعلى المنحنى حي Ʋودتيūالمو  
P

a

Q

a h+

( )f a h+

( )f a

y

x

 . h
f a h f a+ -^ ^h h  ƽوالميل يساو  

نŬد قيمة نهاية ميل القاœ ƖƏن وūدت عندما تقترś 1 مƲ 0 على المنحنى  2

ŏ ƽŏن H تقترś مƲ الصفر.  
Ʊœ m وūد: ) بالقيمة  ),P a f a^ h للمنحنى عند النقطة Žالمما ƪيƯ ŵ Úنحد  3

( ) ( )
limm h

f a h f a
0h

=
+ -

"

) Ʊœ وūد Ʒو: ),P a f a^ h عند النقطة f Ưعدل التƜير لدالة 
( ) ( )

lim h
f a h f a

0h

+ -

"

 ƽو المستقيم العمودƷ لى المنحنىœ على منحنى عند نقطة تنتمي ƽالمستقيم العمود  

�ƮƓمى الناƀالنقطة وي Ʀعلى مماس المنحنى عند تل

ƾيحƋتو ƮſŹ
y x2

=  ŖƟاƨالم Ɩللقط ÚŽالمما ƪيƯ

: Ʒو 4 ,P 2 4^ h عند

x

y

1

1-2 -1

2

2

3

4 	2
 4


 y x2=  ŖƟاƨالم Ɩللقط ÚŽالمما ƪيƯ دūوŏ

� ,P 2 4^ h عند النقطة

:ƪالح

,P 2 4^ h النقطة Ʋللمنحنى بي ƖƏالقا ƪبمي ŏنبد

Q, على المنحنى� h h2 2 2
+ +^^ h h نهاƯ ريبةƣ ونقطة

 P ƲƯ Q śا تقترƯعند ƪد النهاية للميūونو ƖƏالقا ƪيƯ Ŝتƨن

على المنحنى�

تƧŸر:
:Ʋبالنقطتي Źالما Ʈتقيƀالم ƪيƯ

, , ,P x y Q x y2 211^ ^h h
 x x
y y

-

-

2 1

2 1  :ƽاوƀي

 x x!1 2  Ŧحي
ويمƱŏ Ʋƨُ نعبر عنƶ بالصيƜة 

�
x
y
T
T

x1 x2

P

Q

y1

y2

x

y

ƯعلوƯة:

بيير ƟيرƯات
0IERRE DE &ERMAT 

	1601-1665

 Ɲعر ƾƀرنƟ ياتƋياŹ Ʈعال
بنƔريتƶ الƄهيرة 
نƔرية ƟيرƯات	: 
لا توūد ŏعداƇ ŵحيحة Ưوūبة 
المعاŵلة   Ƣتحق  , ,x y z
 ŵعد n Ŧحي x zyn n n

+ =

�2 ƲƯ برƧŏ ŜūوƯ ŮحيƇ
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ƯعلوƯة:
 ƾنحنى عند نقطة يعنƯ ƪيƯ
Ưيƪ المماŽ للمنحنى عند 

ƵŸƷ النقطة Ʊœ وūد�

ƯعلوƯة:
 ƾاوية التżة¬ الſالهند ƾƟ

يصنعها ƯماſاƱ على 
ƯنحنيƲ عند نقطة تقاƏعهما 

�Ʋاوية المنحنيŻ ƾƷ

ŽماƯ ŽماƯ

y

x

:Ʊŏ ƉرƠي=

=

( )
( )2 2

y f x

x
y

h
f h f

T
T -+^ h

 :	2
 4
Ưيƪ القاƖƏ عند 

h h4+

=

=

=

= ,

x
y

h
h

h
h h

h
h h

2 4

4 4 4

4

0

2

2

2

T
T

!

+ -

+ + -

+

^ h

:ƾƷ على المنحنى P ƲƯ Q śا تقترƯعند ƖƏالقا ƪيƯ نهاية

 x
y

lim lim h 4 4
00 hx T

T
= + =

" "T
^ h  

4 ƽاوƀي P عند ŖƟاƨالم Ɩللقط ÚŽالمما ƪيƯ Ʊوƨي Ʀلŷ على

,A 1 3^ h 2 عند النقطة 2y x 2
= - +^ h  ŖƟاƨالم Ɩللقط Žالمما ƪيƯ دūوŏ  1
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Ʈتتعل Ɲوſ
 œيŬاŵ الميƪ والمƄتقات  •

باſتŴداƭ تعريƞ المƄتقة�
œيŬاƄƯ ŵتقة الدالة عند نقطة� •
œيŬاŵ المƄتقة ū ƲƯهة واحدة� •
 العƣǈة بيƲ الاتصال عند نقطة  •

ŏو على Ɵترة وƣابلية الاشتقاق�
•  ŵوūو ƭتحديد حالات عد 

المƄتقة عند نقطة�

المƠرŵات والمصطلحات:
المƄتقة عند نقطة •

$ERIVATIVE AT A 0OINT  
ƄƯتقة ŵالة •

$ERIVATIVE OF A &UNCTION 
ƄƯتقة ū ƲƯهة واحدة •

/NE-3IDED $ERIVATIVE  
•  ƪƋاƠالت

$IFFERENTIABILITY  
• #ORNER 0OINT  ƲƧŹ نقطة
• #USP 0OINT  śنقطة نا
•  ƾſŏŹ ŽماƯ

6ERTICAL 4ANGENT  
عدƭ اتصال  •

$ISCONTINUITY  

المƄتقة
4HE $ERIVATIVE

	1
 ƪƨش

l
�

( )f x

l
�

l
�

P1

P2

P3

x

y

f الدالة Ʊبيا
 !"#$%&' ( )*+& #$,-

 Ɩا يصن Ôمستقيم l ذا كانœ ƶنŏ Ƣفيما سب Ţتعلم
θ مƖ الاتŬاƵ الموūب لمحور السينات  Żاوية 

tanm θ= فŔن ميل المستقيم�  

. f� ل بيان الدالةÚل (�) يمثƨالش

النقاط  عند   f لمنحنى  مماسات   l
�
 
 l

�
 
 l

�

, على الترتيب. ,P P P2 31

^ŏ P1كبر مƲ الصفر. لماذا® l (المماس لمنحنى الدالة f عند 
�
ميل المستقيم   1

ا. لماذا® Ôصفر ƽيساو P2 l لمنحنى f عند 
�
ميل المماس   2

ŏ P3صغر مƲ الصفر. لماذا® l لمنحنى f عند 
�
ميل المماس   3

œذا ŏمƲƨ رسم مماسات عند نقاط مŴتلفة على المنحنى، فهل ميل المنحنى عند   4
كل نقطة مƵŸƷ Ʋ النقاط يƨون قيمة ŧابتة ƭŏ متغيرة®

$EFINITION OF $ERIVATIVE تعريƞ المƄتقÚة 
Ʒ xو�  a=  Úيها السينيŧحداœ عند نقطة f تعلÚمŏ ŢنÚ ميل منحنى الدالة 

( ) ( )
lim

a a
m h

f h f
0h

=
+ -

"

a f عند  الة  Úة الدÚتقƄƯ ىÚها تسمÚنŔالنهاية ف ƵŸƷ ŵوūحال و ƾƟ

$ERIVATIVE AT A 0OINT تعريƞ: المƄتقÚة عند نقطة 

: af '̂ h ƾƷ x a= ƄƯتقة الدالة f عند 
( ) ( )

limaf h
f a h f a

0h
=

+ -

"
'̂ h

شرƍ وūوŵ النهاية�

النهاية   Ţذا كانœ x a= الدالة f قابلة لǆشتقاق عند  القول ŏن  التعريƞ السابƢ يمƨننا   Ʋم
موūودة ويرمز لŸلƦ بالرمز�

af '̂ h وŏ dx
dy

x a=

x a= x نقول œن الدالة f غير قابلة لǆشتقاق عند  a= ŏما œذا كانŢ النهاية غير موūودة عند 
( ( )f a' (غير موūودة 
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x 1= ) عند  )f x x2 12= +  :  f  تقة الدالةƄƯ دūوŏ ¬ƞالتعري ƭداŴتſبا

:ƪالح
( ) ( )

lima a hf h
f f a

0h
=

+ -

"
'̂ h 
Ʊœ وūدت	   

 1 , ( ) ( )x fa1 1 2 1 1 32(= = = + =

 ( )
lim limh

f h f
h
hf 1

1 1 2 1 1 32

0 0h h
` =

+ -
=

+ + -

" "
'

^ ^^ h hh
 lim h

h h2 4 2 1 32

0h
=

+ + + -

"

 lim h
h h4 2 2

0h
=

+

"

 lim limh
h h h2

2
4

4
00 hh

=
+

= +
" "

^ ^h h
1

1
 4 0 4= + =

( )f 1 4='    :ƾƷ x 1= `   ƄƯتقة الدالة  f  عند   

x 2= - ) عند  )f x x3 2=  : f  تقة الدالةƄƯ دūوŏ ƞالتعري ƭداŴتſبا  1

) لميل الŴطوط القاƏعة، كما في الشƨل (�)  )h �" x بŐخŸ النهاية عندما تقترH ś مƲ الصفر  a= ) عند  )f x نحصل على مشتقة 


بديƪ	: المƄتقÚة عند نقطة ƞتعري

: ƾƷ ax = Úة  f  عند  ƄƯتقÚة ŵال

( )
( ) ( )

limf a x a
f x f a

x a= -
-

"
'

شرƍ وūوŵ النهاية�

	2
 ƪƨش
Ʒ PQو:  ƖƏالقا ƎŴال ƪيƯ

=
( ) ( )

x
y

x a
f x f a

T
T

-

-

y

x

ǈƯحƔة: التعريƞ البديل للمشتقة Ʒو صورة ŏخرى لتعريƞ المشتقة. 

a 02  Ŧحي    x a= )    عند  )f x x=     : f باſتŴداƭ التعريƞ البديŏ �ƪوūد ƄƯتقة الدالة 

:ƪالح

 ( )
( ) ( )

limf a x a
f x f a

x a= -
-

"
' 
Ʊœ وūدت	    ¬   ax = عند النقطة 
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 lim x a
x a

x a= -
-

"

  lim x a
x a

x a
x a

x a := -
-

+

+
"

 x a+^ h ƢƟبالمرا ƭوالمقا Ǝƀالب śرƋا

  lim
x a x a

x a
x a=

- +

-

" ^ ^
^
h h

h1

1

  lim
x a

1
x a=

+"
يمƨننا اœ ƱǁيŬاŵ النهاية 

  
a2

1
=

, 0b bx != )    عند  )f x x
�

=      :  f  تقة الدالةƄƯ دūوŏ  2

/NE-3IDED $ERIVATIVE المƄتقÚة ū ƲƯهة واحدة 
f' وƷي� a

+
^ h ƄƯتقة الدالة ƲƯ f اليميƲ يرمز لها بالرمز 

( ) ( )
lim

a a
h

f h f
0h

+ -

" +

Ʊœ وūدت	     

f' وƷي� a
-
^ h وƄƯتقة الدالة ƲƯ f اليƀاŹ يرمز لها بالرمز 

( ) ( )
lim

a a
h

f h f
0h

+ -

" -

Ʊœ وūدت	    

Ʊœ الدالة لها ƄƯتقة عند نقطة ŷœا وƟقŷœ Ǝا ƧانŢ المƄتقتاƱ لŬهة اليميƲ ولŬهة اليƀاƯ ŹوūوŵتيƲ وƯتƀاويتيƲ عند تلƦ النقطة�

ƾيحƋتو ƮſŹ

4
y

x

3

2

2

1

1-1-2

بيƱŏ ƲÚ الدالة التالية لها ƄƯتقÚة لŬهة اليميƲ وƄƯتقÚة لŬهÚة 

 x �= x¬    لƲƨ ليž لها ƄƯتقÚة عند  �= اليƀاŹ عند 

:
:

( )f x x x
x x
2 0

02

2
#

= '
:ƪالح

:Ʋهة اليميŬة لÚتقƄالم ŵوūو ƲƯ ƢÚنتحق

+
( )� =

( ) )(
lim h

f h ff � �
0h

+ -

" +
' 
Ʊœ وūدت	  

+
( )0

( )lim lim limh
h

h
hf 2 0 0 2 2 2

2

0 0 0h h h
=

+ -
= = =

" " "+ + +
'   	1


:Źاƀهة اليŬة لÚتقƄالم ŵوūو ƲƯ ƢÚنتحق

=( )� ( ) )(
lim h

f h ff � �
0h

+ -

"- -
' 
Ʊœ وūدت	  

 ( )� lim lim limh
h

h
h hf

� �
�

0 0 0h h h

2 2 2

=
+ -

= = =
" " "- - - -

'
^ h   	2


+( )� ( )f f �!-' '   	1
 
 	2
 ƲƯ
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x �= Úة ليž لها ƄƯتقÚة عند  f ليƯ Ţƀوūوŵة Ʊŏ ƽŏ الدال `( )�'

�x 2= ) ¬ ابحƣ Ŧابلية الدالة f لǈشتقاق عند  )f x x 2= -  : f  Ʋƨلت  3

( )f x =
:

:

1
4
1

4
3

1

x

x x

x

2

2

#+*  : f الدالة Ʋƨلت

�x 1= بيƱŏ ƲÚ للدالة  ƄƯ  fتقة لŬهة اليميƀƯ Ʋاوية للمƄتقة لŬهة اليƀاŹ عند 

:ƪالح

:Źاƀهة اليŬة لÚتقƄالم ŵوūو ƲƯ ƢÚنتحق

  1( ) =
( ) )(

lim h
f h ff � �

h 0

+ -

"- -
' 
Ʊœ وūدت	   

  
( ) 4

3
4
1

4
3

lim h
h4

1 1 2

0h

+ - +
=

+

" -

a k

  4
3 1h

lim h
h14

1 2 2

0h

+ + -
=

+

" -

^ h

  4lim h

h h 14
1

2 4
32

0h

+ + + -
=
" -

  2
1

4
1

lim h
h h

0h

+
=
" -

a k1

1

  2
1

2
1

4
1lim h

0h
+= =

" -
` j    	1


:Ʋهة اليميŬة لÚتقƄالم ŵوūو ƲƯ ƢÚنتحق  

 
+

1( )
1 ( )

lim h
f h ff 1

0h
=

+ -

" +
'

^ h 
Ʊœ وūدت	    

 1( ) =
+

lim h
hf 1 1

0h
+ -

" +
'

  1
1
1lim h

h
h
h1

1
1

0h
#

+

+
=

+ -

+

+

" +
 Ǝƀالب ƢƟبمرا ƭوالمقا Ǝƀالب śرƋ

  
1

lim
h h
h h

1
1 1 11

0h
:

: +
=

+

+ - + +

" + ^
^ ^

h
h h

  1
1

lim
h h

h
1

1
0h +

=
+

+ -

" + ^ h
  

1 1
lim

h h
h

0h + +
=
" + ^ h

1

1
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     ( ) ,lim h1 1 1 0>
0h

a + =
" +

     ( )lim limh h� � � �
0 0h h

` + = + = =
" "+ +

  ,)(lim h1 1 1 2 2 01
0h

!+ + = + =
" +

    
( )

lim
lim

lim

h h1
1

1

1

2
1

1 10
0

0

h
h

h
= =

+ + + +"
"

"
+

+

+   	2


+
1 1( ) ( )f f=-' '  	1
 
 	2
 ƲƯ

�Źاƀهة اليŬتقة لƄاوية للمƀƯ 1x Úة  f لها ƄƯتقة لŬهة اليميƲ عند   وبالتالƾ الدال

:

:

1
2
3

1

2 1

1
f x

x x
x x

2 2

#

-
=

-

-^ h *  :  f  الدالة Ʋƨلت  4

� 1x = - ة اليƀاŹ عند  ÚهŬة لÚتقƄاوية للمƀƯ Ʋهة اليميŬة لÚتقƄƯ  f  للدالة Ʊŏ ƲÚبي  

ǈƯحƔات:
، فŔننا نقول œن الدالة قابلة لǆشتقاق على الفترة   ¡ , :x a b x! ^ h ) قابلة لǆشتقاق عند كل  )y f x= œذا كانŢ الدالة 

. ,a b^ h
¡   R x فŔننا نقول œن الدالة قابلة لǆشتقاق على  !  , : x3 3-^ h ) قابلة لǆشتقاق عند كل  )y f x= œذا كانŢ الدالة 

مثل كثيرة الحدود.

¡   ( )
limf h

f x h f x
h 0

+ -

"
( )x ='

^ h  Ŧحي ( )f xl œذا وƋعنا X بدلاÔ مA Ʋ في تعريƞ المشتقة عند النقطة نحصل على 

, ( ) , ( ) ,dx
dy

dx
d f x f x yl l^ h ويمŏ Ʋƨن نرمز للمشتقة بŐحد الرموŻ التالية�    

¡  ƽŏ عندƷا  مشتقة  للدالة  يƨون  التي   X قيم   Ɩميū  Ʋم ن  Úوƨم مŬالها  ŏخرى  دالة   f ' تƨون   f دالة   Úƽلأ
. f Ʋلصة مŴدالة مست f ŏ ƽŏ Dن ' Df f3l^ h

� باſتŴداƭ تعريƞ المƄتقة Ʊœ وūدت� �f x' ) �  ŏوūد  )f x x3=  Ʋƨلت

:ƪالح
   ( )

( ) )(
limx h

f x h f xf
h 0

=
+ -

"
' Ʊœ وūدت                   

  ( )lim h
x h x3 3

h 0

-
=

+

"

  3 3lim h
x x h x h h x3 2 3 3

h 0

2+ + + -
=
"

  3 3lim h
x h xh h2 2 3

h 0

+ +
=
"

  3 3xh h
lim h

h x2 2

h 0

+ +
=
"

^ h1

1
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   3 3lim x xh h2 2

h 0
+ +=

"
^ h

  3x2=

  3( ) xxf 2` ='

) باſتŴداƭ تعريƞ المƄتقة� )f x' �ŏ � 2وūد  �f x x2 +  Ʋƨلت  5

) ƛير Ưوūوŵة® )f a'  Ʊوƨتى تƯ
) غير موūودة. ) ( )

lim x a
f x f a

x a -
-

"
 Ţذا كانœ , ( )P a f a^ h ة عند نقطةÚون لها مشتقƨي Ʋل f الدالة

Ů الأشƨال التالية ŏربƖ حالات تƨون فيها ƵŸƷ النهاية غير موūودة� ÚƋوتو

Ʋاليمي تان مū Ʋهة  Úالمشتق ƧŹنÔا 
ORNER#	: تƨون   A

.Ʋغير متساويتي Ʋالشعاعي Ōهة اليسار عند التقاū Ʋوم
( )f x x= مثال�     

نابÔا 
USP#	: يƨون ميل المماس للمنحنى عند نقطة   B

3 في œحدى الŬهات   Ʋم śمحددة يقتر ƖƏتقا
الثانية ويوūد مماس  -3 في الŬهة   Ʋم śويقتر

( )f x x 3
2

= رŏسي عندƷا.  مثال�  

1

1-1-2-3

2

2

y

x

	3
 ƪƨش
	4
 ƪƨش

y

1

1-1-2-3 2

2

3 x

) ƛير Ưوūوŵة )f �'    ¬x �= ) ƛير Ưوūوŵة ويوūد ƯماƾſŏŹ Ž عندƷايوūد ƲƧŹ عند  )f �'    ¬x �= يوūد ناś عند 

نقطة  للمنحنى عند  المماس  يƨون  ا ſŏŹيĐا:  ĐſماƯ  C

محددة رŏسيĐا.

( )f x x 13= -   مثال� 

واحدة ūهة   Ʋم ة  Úالمشتق تƨون  اتصال:   ƭعد  D

ŏو كلÚ مƲ الŬهتيƲ غير موūودة. مثال�

( )
,

,
x

x
x

f
1 0

1 0

<

$
=

-(  

	5
 ƪƨش

1

1

-1
-1

2 3

y

x

	6
 ƪƨش

1

-1

y

x

) ƛير Ưوūوŵة )f �'  ¬x �= ) ƛير Ưوūوŵةيوūد ƯماƾſŏŹ Ž عند  )f �'  ¬x �= يوūد عدƭ اتصال عند 

.x a  كشرط لدراسة قابلية الاشتقاق عند x a  لة عند Úون الدالة متصƨن تŏ ينبغي ƶنŐنظرية تقول ب ،Ʀبعد ذل Ţنثب Ɲسو

x a  شتقاق عندǆغير قابلة ل f ن الدالةŏ Ʋم Ƣالنظرية بطريقة سريعة وسهلة للتحق ƵŸƷ تمدنا Ɲوسو
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ƯعلوƯة:

:

:

:

x
x x

x x

x x

1

1 1

1 1 1

1 1

2

2

2

2

1 1

#

H

- =

- -

- -

-

*

ŜيŹتد

:ƾما يلƯ ƪƧ ƾƟ شتقاقǈابلة لƣ يرƛ الدالة Ʊوƨت Ŧال الدالة حيŬƯ ƾƟ ƍالنقا ƪƧ دūوŏ

B  ( )f x x 12= -A  ( )f x x 2 3= - +

1

1-1-2 x

y

2

2
1

1-1 x

y

2

2

3

3

4

4

5

D  
3

3
( )

:

:
f x

x
x x
2

1

2

#
=

+
(C  ( )f x x 1 3

2

= -^ h

1

1

-1-2 x

y

2 3

3
4

4 5

21

1-1-2 x

y

3
2

2      3    4

$IFFERENTIABILITY AND #ONTINUITY الاشتقاق والاتصال 
Úة  نبدŸƷ ŏا الŬزŌ بŔلقاŌ نظرة على الطرائƢ العاديÚة التي يمŏ Ʋƨن تفشل في ŏن تƨون فيها للدال

مشتقÚة عند نقطة.

Đا ŏنÚ عدƭ اتصال الدالة عند نقطة يسبÚب عدƭ وūود مشتقÚة للدالة  كŐحد الأمثلة، قد Ɠŏهرنا بياني
عند ƵŸƷ النقطة.

, ŔƟنها ƛير ƣابلة لǈشتقاق عند ƵŸƷ النقطة� ( )a f a^ h تصلة عند نقطةƯ Ţƀلي f وعليŷœ ƶا ƧانŢ الدالة 

( ) 1 2
2

,
,

f x x x
x x
2

2 1
$-

= '       :  f  Ʋƨلت

� 2x = ابحƣ Ŧابلية الاشتقاق للدالة f  عند 

:ƪالح
2x = نبحŦ اتصال الدالة f عند 
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       ( )2 2(2) 1 3f - ==

       ( ) (2) 4lim limf x x 2

2 2x x
2= = =

" "- -

       ( ) (2 1) 2(2) 1 3lim limf x x
2 2x x

- -= = =
" "+ +

  ( ) ( )lim limf x f x
2 2x x

a !
" "- +

2x = وبالتالf  ƾ  ليƯ Ţƀتصلة عند 
  ( )lim f x

2x
`

"
    ƛير Ưوūوŵة         

� 2x = `   ƛ  fير ƣابلة لǈشتقاق عند 

�x 2= 3: ¬ ابحƣ Ŧابلية  الاشتقاق للدالة f عند  2
:f x x x

x x
2

4 2
>

2 #
-

=
-^ h &  :  f  Ʋƨلت  6

	7
 ƪƨش

1

1-1 x

y

2

2

3

3

4

�	6

7	 يمثƪ بياƱ الدالة Ư ƾƟثال  ƪƨƄال

وفي الحقيقة ŏنÚ الاتصال شرط ūوƷرÚƽ لإمƨانيÚة وūود المشتقÚة، والنظرية التالية تبيƲ العǆقة بيƲ الاشتقاق والاتصال.

نƔريÚة الاشتقاق والاتصال
الة  f  لها ƄƯتقÚة عند نقطة¬  ŔƟنÚها تƨوƯ ƱتÚصلة عند ƵŸƷ النقطة� Úالد ŢانƧ اŷœ

:ƱاƷالبر

f الدالة Ʊلبيا ƾتنتم , ( )a f a^ h النقطة Ʋƨلت
( ) ( )lim f x f a �x a - =

" 6 @  :ÚƱŏ ƦلŸا لÔŘƟاƨƯ وŏ ( ) ( )lim f x f ax a =
"

 ÚƱŏ ƲÚنبي Ʊŏ علينا
¬ x a 0!-^  ÚƱŏ ةƔحǈƯو
باſتŴداƣ ƭاعدة حاƋ ƪƇرś النهايات 

:Ŝتƨن Ʊŏ Ɩتطيƀن
 ( ) ( )

( ) ( )
lim limf x f a x a x a

f x f a
x a x a- = - -

-

" "
^ h6 8@ B

 ( ) ( )
lim limx a x a

f x f a
x a x a:= - -

-

" "
^ h

 f a� := '̂ h   ةŵوūوƯ ( )f a'  Ŧحي
 �=
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ا ŵاŗمÔا Ƨما ŏŹينا ſابقÔا:  ÔحيحƇ žة ليÚريƔالن ŽوƨعƯ
¬ وÚƮŧ ƲƯ لا تƨوƣ Ʊابلة لǈشتقاق عند نقطة ƯعيÚنة� ÚƾſŏŹ ÚŽماƯ وŏ śو ناŏ ƲƧŹ لها Ʊوƨد يƣ صلةÚة المتÚ Ɵالدال

:

1 2
1

1 2
1

( )
:

f x
x x

x x

6

2

2

G

-

+
= *  :  f  Ʋƨلت

x ولƨنها ƛير ƣابلة لǈشتقاق عندƷا� 2
1

= بيƱŏ ƲÚ الدالة  Ư �fتÚصلة عند 
:ƪالح

x 2
1

= لنبحŦ اتصال الدالة  f  عند 

 f 2
1

2
1 22 1= + =a ak k

 ( )lim limf x x6 1 6 2
1 1 2

2
1

2
1x x

= - = - =

" "
+ +

^ ah k
 ( )lim limf x x2 1 2 2

1 1 2

2
1

2
1x x

= + = + =
" "

- -
^ ah k

 ( ) ( )lim limf x f x f 2
1 2

2
1

2
1

x x
a = = =

" "
-+

a k
x 2

1
= `  الدالة  Ư  fتصلة عند 

x 2
1

= نبحŦ اشتقاق الدالة  f  عند 

 
x

( )
limf

f x f
2
1

2
1

2
1

2
1x -

-

"
++ =' a ak k

Ʊœ وūدت   

 
x

= = =lim limf
x
x x

2
1

2
1

6 1 2

2
1

6 2
1

6

2
1

2
1x x-

- -

-

-

" "
+ ++' a ak k1

1

 
-

=
x

( )
limf

f x f
2
1

2
1

2
1

2
1x -

-

"
-' a ak k

Ʊœ وūدت   

 

1

1

2= = =
- 2

1

2
1

2 1 2

2
1

2 2
1

x

x

x

x
lim limf

2
1

2
1x x-

+ -

-

-

" "
- -' ` `j j

 
-

f! '2
1

2
1f`

+
' ` `j j

x 2
1

= x ولƨنها ƛير ƣابلة لǈشتقاق عند  2
1

= Ư  f  Ʊŏ ƽŏتصلة عند 

( )
:

:
f x

x x

x x

1 3
1

1 3
15

2

G
=

- -
-

+
-

*  :  f  الدالة Ʋƨلت  7

x 3
1

= - بيÚƱŏ ƲÚ الدالة  Ư  fتصلة وƛير ƣابلة لǈشتقاق عند   
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ƯعلوƯة:
يƀتŴدƭ علماء الƌƠاء 

الاشتقاق Źŵ ƾƟاſة ſرعة 
ŵوŹاƱ الأƣماŹ الاƇطناعية 

على ŬƯالها�

2 : 2

7 10 : 2
( )f x

x x x
x x x

2

2 2

G- -

- + -
= )  :  f  الدالة Ʋƨلت

x واƣ ŽŹŵابلية الاشتقاق عندƷا� 2= بيƱŏ ƲÚ الدالة  Ư �fتÚصلة عند 

:ƪالح

x 2= لنبحŦ اتصال الدالة  f  عند 

 f 2 2 2 2 02
= - - =^ ^ ^h h h

 ( )lim limf x x x 2 4 2 2 02

2 2x x
= - - = - - =

" "- -
^ h

 ( )lim limf x x x7 10 4 14 10 02

2 2x x
= - + - = - + - =

" "+ +
^ h

 ( ) ( ) ( )lim limf x f x f 2
2 2x x

= =
" "- +

x 2= `  الدالة  Ư  fتصلة عند 

x 2= ندƣ ŽŹابلية الاشتقاق عند 

 
-

( )2 =
( ) ( )

limf x
f x f

2
2

2x -

-

" -
' 
Ʊœ وūدت	  

 
-

( ) limf x
x x2 2

2 02

2x
=

-
- - -

" -
'

 lim x
x x

2
1 2

2x
=

-
+ -

" -

^ ^h h1

1
 lim x 1 2 1 3

2x
= + = + =
" -
^ h

 3=
-

2f` ' ^ h
 

+
( )2 =

( ) ( )
limf x

f x f
2

2
2x -

-

" +
' 
Ʊœ وūدت	  

 lim x
x x

2
7 10 02

2x
=

-
- + - -

" +

 lim x
x x

2
2 5

2x
=

-
- - -

" +

^ ^h h1

1
 lim x 5 2 5 3

2x
= - - = - - =
" +

^ ^h h
 

+
3=2f` ' ^ h

 
+ - ( )2 3=( )f f2 = ''

� (2) 3f =' x و  2= `  الدالة  ƣ  fابلة لǈشتقاق عند 

x وƣابلة لǈشتقاق عند ƵŸƷ النقطة� 2= Ư  f  Ʊŏ ƽŏتصلة عند 

:Ŧالنقطة حي ƵŸƷ ها عندƣابلية اشتقاƣو x 1= اŽŹŵ اتصال الدالة  f  عند   8

( )
:

:
f x x x

x x
1

2 1

2 1 1

2

2

G
= +

-

*  
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:

1 :
( )

3

3
f x

x x
x x

5
2 2

G+

-
= (  :  f  الدالة Ʋƨلت

 )(3f '  ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŏ
:ƪالح

 
-

3( ) =
3( ) ( )

3limf x
f x f

3x -

-

" -
' 
Ʊœ وūدت	  

 
-

3( ) = 3
5 8limf x

x
3x

+
-

-

" -
'

 13
3lim x

x
3x -

-
= =
" -

 
-

1=3f` ' ^ h
 3( ) =

3( ) ( )
3limf x

f x f
3x -

-

" ++' 
Ʊœ وūدت	  

 3
8lim x

x 12

3x
=

-
- -

" +

 3
9lim x

x2

3x
=

-
-

" +

 
3

33
lim x

x x
3x

+
=

-
-

" +

^ ^h h1

1
 3 6lim x

3x
+= =

" +
^ h

 6=3f` +' ^ h
 

-
3( )3( ) f! +fa ''

 (3)f` ' ƛير Ưوūوŵة  

2
( )

:

:
f x

x x x
x x x

1

1

2

2 2

G+

- -
=

-

-
)  :  f  الدالة Ʋƨلت  9

� 1f -'̂ h ƲƨƯŏ Ʊœ دūوŏ  
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2-3

Ʈتتعل Ɲوſ
ƄƯتقÚات ŵوال

القوƻ الصحيحة الموūبة� •
• �Ţابŧ ŵعد ƾƟ śرƌال
• �ŭوالطر ƖمŬال
 الƌرś والقƀمة� •
 القوƻ الصحيحة الƀالبة  •

� x رÚيƜللمت
œيŬاƯ ŵعاŵلة المماŽ وƯعاŵلة  •

الناƮƓ عند نقطة على Ưنحنى ŵالة�
ƣابلية الاشتقاق على Ɵترة� •

المƠرŵات والمصطلحات:
• 2ULE ƣاعدة 
• $ERIVATIVE  Ţابŧ تقةƄƯ

 OF A #ONSTANT  
ƄƯتقة ƣوƇ ƻحيحة Ưوūبة •

 $ERIVATIVE OF 0OSTIVE  
)NTEGER 0OWERS  

ƄƯتقة ƣوƇ ƻحيحة ſالبة  •
 $ERIVATIVE OF .EGATIVE
)NTEGER 0OWERS  

• Ţابŧ ŵبعد śرƌتقة الƄƯ
$ERIVATIVE OF THE  
#ONSTANT -ULTIPLE  

• ŭوالطر ƖمŬتقة الƄƯ
 $ERIVATIVE OF THE 3UM  
AND THE $IFFERENCE  

ƄƯتقة الƌرś والقƀمة •
 $ERIVATIVE OF THE  
0RODUCT AND THE  
1UOTIENT  

ƣواعد الاشتقاق
2ULES OF $ERIVATIVE

!"#$%&' ( )*+& #$,-
ŏوūد مشتقات الدوال التالية بالنسبة œلى X مستŴدمÔا تعريƞ المشتقة.

 1  ( )xg �=   2  ( )f x x
�=

 3  ( )u x x
2

= -   4  ( )v x x4=

مƲ فقرة sدعنا نفƨر ونتناقhƂ لاحظنا ŏن œيŬاد مشتقة الدالة بالتعريƞ تحتاœ ũلى مهارات 
 ƭداŴاد مشتقة بعض الدوال دون استŬيœ في ƥوعمليات حسابية مطولة والقواعد التالية تساعد

تعريƞ المشتقة وذلƦ لدوال قابلة لǆشتقاق.

$ERIVATIVE OF A #ONSTANT &UNCTION ƣاعدة 
1	ƄƯ :تقة ŵالة ŧابتة 
)0 لŬميƣ Ɩيx Ʈ الحقيقية� )f x ='  ƱŔƟ Ţابŧ ŵعد k Ŧحي ( )f x k=  ŢانƧ اŷœ

ا. ÔرƠƇ ƽاوƀابتة تŧ ةÚ يمƨننا القول بƄƯ ƱŐتقة ŵ Úƽŏال

:ƱاƷالبر

� ÚنŔف ­Ţابŧ K Ŧحي ( )f x k=  Ţذا كانœ

 = = =
( )

lim lim limh
f x h f x

h
k k

0 0
h h h0 0 0

+ - -

" " "

^ h
 ( )f x �` ='

	1
 ŜيŹتد
) في الحالات التالية� )f x ŏوūد مشتقÚة 

A  ( )f x 5=  B  ( )f x e2=  C  ( )f x �15=

 ( )f x x= ƣاعدة 
2	ƄƯ :تقة الدالة 
$ERIVATIVE OF THE &UNCTION ( )f x x=  

1( )f x ='  ƱŔƟ ( )f x x=  ŢانƧ اŷœ

لŬميƣ Ɩيx Ʈ الحقيقية
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:ƱاƷالبر

 = = = =
( )

lim lim lim limh
f x h f x

h
x h x

h
h � �

hh h h0 0 0 0

+ - + -

" " " "

^ ^h h
 ( )f x �` ='

 x رÚيƜبة للمتūالصحيحة المو žſǄل ƻاعدة القوƣ :	3
ƣاعدة 
 0OWER 2ULE FOR 0OSITIVE )NTEGER 0OWERS OF x  

:ÚƱŔƟ n 1!  ŜūوƯ ŮحيƇ ŵعد n Ŧحي ( )f x xn=  ƱاƧ اŷœ

 dx
d x n xn n 1= -^ h

( )f x nx 1n= -'   :Ʊŏ ƽŏ

	2
 ŜيŹتد
ŏوūد مشتقة كل مƲ الدوال التالية�

A  ( )f x x4=  B  ( )g x x10=  C  ( )h x x12=

4HE #ONSTANT -ULTIPLE 2ULE  Ţابŧ ŵبعد śرƌاعدة الƣ :	4
ƣاعدة 
:ÚƱŔƟ اÔابتŧ ا Ôŵعد k ƱاƧشتقاق وǈابلة لƣ x ƾƟ الةŵ  f  ŢانƧ اŷœ

 ( )dx
d f x dx

dk k= ( )f x^ h
( )k x=( ) 'kf x f '^ h  :Ʊŏ ƽŏ

:ƱاƷالبر

 ( )
( )

limdx
d kf x h

kf x h kf x
h 0

=
+ -

"
^ ^h h

 
� � � � ��OLP h
k f x h f x²

h 0
 

�
"

 =
( )

( )limk h
f x h f x

k dx
d f x

h 0
=

+ -

"

^ ^h h
ƶÚ Ů القاعدة (�) بŐن ÚƋتو

.Ţالثاب ƾƟ روبةƌƯ الدالة ƵŸƷ تقةƄƯ وƷ Ţابŧ ƾƟ شتقاقǈابلة لƣ الةŵ śرƋ تقةƄƯ

نان مœ ƲيŬاد مشتقÚة Úƽŏ حدū ÚبرÚƽ بسرعة. Úƨتم (�)
القاعدتان (�) 

x7 28= =' 'x x7 4 4 3^ ^h h   Ôǆمث

لإيŬاد مشتقÚات كثيرات الحدود، نحتاœ ũلى œيŬاد مشتقÚات مŬاميƖ وفروق حدود ūبريÚة.

.ŭوالطر ƖمŬقاعدة ال Ƣبتطبي Ʀن نفعل ذلŏ Ɩنستطي
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4HE 3UM AND $IFFERENCE 2ULE  ŭوالطر ƖمŬاعدة الƣ :	5
ƣاعدة 
ÚƪƧ اƷعند Ʊوƨنقطة ت ÚƪƧ شتقاق عندǈل Ʋابليƣ Ʊوناƨرق بينهما يƠموعهما والŬƯ ÚƱŔƟ ¬شتقاقǈل Ʋابلتيƣ x ƾƟ ƲتيÚ 
 ŵ fال g ŢانƧ اŷœ


 ƣ fابلة لǈشتقاق� g ƲƯ

     ( ) ( ) ( ) ( )dx
d f x g x dx

d f x dx
d g x! !=^ ^ ^h h h

     '( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x! != ''^ h    :Ʊŏ ƽŏ

:ƱاƷالبر

 ( ) ( )
( ) ( )

limdx
d f x g x h

f x h g x h f x g x
h 0

+ =
+ + + - +

"

^ ^h h6 6 6@ @ @ 
Ʊœ وūدت	    

 ( ) ( )
lim h

f x h f x
h

g x h g x
h 0

=
+ -

+
+ -

"

^ ^h h; E
 ( ) ( )

lim limh
f x h f x

h
g x h g x

h h0 0
=

+ -
+

+ -

" "

^ ^h h

 ( ) ( )dx
d f x dx

d g x= +^ ^h h
�ƲتيÚ وبالمثƪ بالنƀبة œلى الƠرق بيŵ Ʋال  

y t t t6 3
5 163 2= + - +  Ŧحي dt

dy ŏوūد 

:ƪالح

 dt
dy

dt
d t dt

d t dt
d t dt

d6 3
5 163 2= + - +^ ^ a ^h h k h ƖمŬاعدة الƣ 

ŭوالطر

 t t3 6 2 3
5 02 #= + - +  ƻاعدة القوƣة الثابتة وÚاعدة الدالƣ

 t t3 12 3
52= + -

y x x5 4 63 2= - +  Ŧحي dx
dy ŏوūد   1

4HE 0RODUCT 2ULE  Ʋالتيŵ śرƋ : اشتقاق	6
ƣاعدة 
:Ŧشتقاق بحيǈل Ôǈابƣ Ʊوƨشتقاق يǈل Ʋابلتيƣ x ƾƟ  f 
 g ƲتيÚ Ƌرŵ śال

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx
d f x g x f x dx

d g x g x dx
d f x: : := +^ ^ ^h h h

 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x: := +' ' '( ) ( )f x g x:^ h      :Ʊŏ ƽŏ
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:ƱاƷالبر

:ƞالتعري Ƣبتطبي ŵالمعتاƧ ŏنبد

 ( ) ( )
( ) ( )

limdx
d x x h

f x h g x h f x g x
h 0

=
+ + -

"
f g:

: :^ ^ ^h h h 
Ʊœ وūدت	   

�Ǝƀالب ƾƟ ( ) ( )f x h g x:+  ƖمŬون ŭنطر f 
 g Ʋات الدالتيÚتقƄمة لمƀالق Ūنوات Ʋرق بيƠعلى ال ƽيحتو ŖƟاƨƯ رƀƧ لىœ رƀƨيير الƜلت

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

limdx
d
f x g x h

f x h g x h f x h g x f x h g x f x g x

h 0
=

+ + - + + + -

"
:

: : : :^ ^ ^ ^ ^h h h h h

 
( )

( )
( )

lim f x h h
g x h g x

g x h
f x h f x

h 0
= +

+ -
+

+ -

"
^ ^ ^h h h; E ƪصƠوال ƪبالتحلي

 ( )
( )

( )
lim lim lim limf x h h

g x h g x
g x h

f x h f x
h h h h0 0 0 0

: :+=
+ -

+
+ -

" " " "
^ ^ ^h h h

�x شتقاق عندǈابلة لƣو x صلة عندÚتƯ Ʊوƨت f ÚƱلأ ¬ ( )f x  ƲƯ śتقتر ( )f x h+  ÚƱŔƟ رƠالص ƲƯ h śا تقترƯعند

:ƦلŸل � � � �OLP g x g x
h 0

 
"

 ¬ x عند Ŝعلى الترتي ,( ) ( )dx
d f x dx

d g x  Ʈيƣ ƲƯ Ʊيقتربا Ʊراƀƨال

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx
d x f x dx

d g x g x dx
d f x= +f g: : :^ h

# ƄƯتقة الدالة الأولى. + الدالة الثانية  # ƄƯتقة الدالة الثانية  = الدالة الأولى   Ʋالتيŵ śرƋ تقةƄƯ نœ ننا القولƨيم

( )f x x x1 332= + +^ ^h h ƱاƧ اŷœ ( )f x' ŏوūد 

:ƪالح

 ,u x v x1 32 3= + = +  :Ʋƨلت

:Ʊŏ دŬن śرƌاعدة الƣ Ƣبتطبي
 ( ) ( )f x dx

d u v u dx
dv v dx

du: : := = +'

 x x x x1 3 3 22 2 3= + + +^ ^ ^ ^h h h h
 x x x x3 3 2 64 42= + + +

 x x x5 3 64 2= + +

�Ʀابتūœ ر ÚƀƟ ®ƻرųŏ 2  بطريقة ƪƷ يمƨنƦ حƯ ƪثال    A  2

:ƱاƧ اŷœ ( )f x' ŏوūد   B  

 1  ( )f x x x2 1 3 2= + -^ ^h h
 2  ( )f x x x4 62= +^ h
 3  ( )f x x 4

23= -^ h
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4HE 1UOTIENT 2ULE ƣاعدة 
7	ƣ :اعدة القƀمة 
:ƱŔƟ ( )g x 0!  Ŧشتقاق حيǈل Ʋابلتيƣ x ƾƟ Ʋالتيŵ f 
 g Ʋƨلت

 =
( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

dx
d

g x
f x

g x
g x dx

d f x f x dx
d g x

2

: :-c ^m h
 ' =

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
g x
f x

g x
g x f x f x g x

2

: :- ''c ^m h    :Ʊŏ ƽŏ

:ƱاƷالبر

 ( )
( ) ( )

( )

limdx
d
g x
f x

h
g x h
f x h

g x
f x

h 0
=

+

+
-

"
c ^̂m hh 
Ʊœ وūدت	   

 ( )
( ) ( )

lim h g x h g x
g x f x h f x g x h

h 0 : :
: :

=
+

+ - +

" ^^ ^hh h
�Ǝƀالب ƾƟ ( ) ( )g x f x:  ƖمŬون ŭنطر ¬ F 
 G ƲتيÚ لتƜيير الƀƨر œلى ƀƧر ƨƯاŖƟ يحتوƽ على الƠرق بيƲ نواتŪ القƀمة لمƄتقÚات الدال

 ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

limdx
d
g x
f x

h g x h g x
g x f x h g x f x g x f x f x g x h

h 0 : :
: : : :

=
+

+ - + - +

"
c ^^ ^m hh h

 ( )

( )
( )

( )
( )

lim g x h g x
g x h

f x h f x
f x h

g x h g x

h 0 :=
+

+ -
-

+ -

" ^
^ ^

h
h h

وبŸųŐ النهايات ƾƟ البƎƀ والمقاƭ نحصƪ على ƣاعدة ناتŪ القƀمة التالية:

 ( )
( )

( ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

dx
d
g x
f x

g x
g x dx

d f x f x dx
d g x

2

: :
=

-c m
ƭالة المقاŵ تقةƄƯ #  Ǝƀالة البŵ - Ǝƀالة البŵ تقةƄƯ #  ƭالة المقاŵ

ƭالة المقاŵ ƖربƯ  
   = Ʋن� مشتقة قسمة دالتيœ ننا القولƨيم

( )f x x
x 1
5 12

3

=
+

- ŏوūد ƄƯتقة 

:ƪالح
,u x v x1 5 123= - = +  :Ŧمة حيƀاعدة القƣ Ƣبتطبي

( )f x v
u

=

' '
( )

. .
f x

v
v u u v

2=
-'

=f x
x

x x x x
5 1

5 1 3 1 10
2 2

2 2 3: :

+

+ - -
'̂ ^

^ ^ ^ ^h h
h h h h

 =
x

x x x x
5 1

15 3 10 10
2 2

4 2 4

+

+ - +^ h
 =

x
x x x

5 1
5 3 10

22

24

+

+ +^ h
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( )f x x
x x
2 5
4 22

3=
+

+ ŏوūد ƄƯتقة   3

, عƏ Ʋريœ ƢيŬاد المشتقة  ( )a f a^ h عند النقطة f اد ميل المماس لمنحنى الدالةŬيœ نناƨيم
( ) ( )( )y f a f a x a- = -' عند ƵŸƷ النقطة. وتƨون معادلة المماس�    

 ƽو المستقيم العمودƷ � � � ��a f a والمستقيم العمودƽ (الناƓم) على منحنى الدالة عند النقطة 
�ƶالنقطة ومعادلت Ʀعلى مماس المنحنى عند تل

( )
( )

( )y f a f a x a1
- = - -'

( )f x x
x

2
1

2

3

=
+

+  Ŧحي  f  1, لمنحنى الدالة 3
2a k عند النقطة ƮƓلة الناŵعاƯو Žلة المماŵعاƯ دūوŏ

 :ƪالح

نوūد ŏولاƄƯ Ôتقة الدالة f بتطبيƣ Ƣاعدة القƀمة

( )
' 'f x
x

x x x x
2

2 1 1 23 3

2 2

2 2

=
+

+ + - + +
' ^

^ ^ ^ ^
h

h h h h

 ( )f x
x

x x x x
2

2 3 1 22 3

2 2

2

=
+

+ - +
' ^

^ ^ ^ ^
h

h h h h

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )f 1

1 2

1 2 3 1 1 1 2 1
9
52 3

2 2

2

=
+

+ - +
=' ^

^ ^
h

h h  :ƪالمي ƶنƯو

 a a ay f f x:- = -'^ ^ ^h h h :Žالمما Ǝų لةŵعاƯ

 (1) (1)y f f x 1:- = -' ^ h
 y x 13

2
9
5` - = -^ h

 y x9
5

9
5

3
2

= - +

 y x9
5

9
1

= +

1, على المنحنى نƀتŴدƭ المعاŵلة: 3
2a k عند النقطة ƮƓلة الناŵعاƯ ŵاŬلإي

 ( )
( )

( )y f a f a x a1
- = - -'

 
( )f a
1

5
9=- -'  :ƮƓالنا ƪيƯ 

 ( )y x3
2

5 19
- = - -

 y x5
9

15
37

= - +

تƧŸر:
 ƲديƯتعاƯ ƱتقيماƀƯ ƱاƧ اŷœ

 ÚƱŔƟ اĐقيƟŏ نهماƯ اĐيŏ žولي
 ƽاوƀيليهما يƯ śرƋ Ūنات

� 1-

x

y

�

�
�
�
�

¥�
¥�¥�¥�¥�¥�
¥�

� � �

ƾيحƋتو ƮſŹ
 Žالمما ƖƯ دƯتعاƯ ƽŵالعمو

�	1
 3
عند النقطة 
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,1 0^ h عند النقطة    ( ) x
xf x 2

1
=

+
-    Ŧحي  f  نحنى الدالةƯ على ƮƓلة الناŵعاƯو Žلة المماŵعاƯ دūوŏ  4

نتيŬة

:ÚƱŔƟ اÔابتŧ ا Ôŵعد k    ¬    ( )g x 0!  ŢانƧشتقاق وǈابلة لƣ الةŵ g ŢانƧ اŷœ

     ( ) ( )

( )

dx
d

g x
k

g x
k dx
d g x

2=
-c ^

^m h
h

     ' '
( ) ( )

( )
g x
k

g x
k g x

2

:
=

-c ^
^m h

h   :Ʊŏ ƽŏ

:ƱاƷالبر

 ( )dx
d k 0a =  ƄƯتقة ŵالة ŧابتة 

وبتطبيƢ قاعدة القسمة  

 ( ) ( )

( ) ( )'
dx
d

g x
k

g x
g x k g x0

2a
# :

=
-c ^m h

              
( )

( )'
g x
k g x

2

:
=

-

^ h

( )f x x 1
3

2=
+

 Ŧحي ( )f x' ŏوūد 

:ƪالح

( )f x dx
d

x 1
3

2=
+

' a k
 

x
x

1
3 2
2 2
#

=
+

-^ h
 

x
x
1

6
2 2=
+

-^ h

( )f x x x2 5
4

2=
+ +

-  Ŧحي ( )f x' ŏوūد   5

��






































































































































 .EGATIVE )NTEGER 0OWERS OF x ƣوx ƻ الصحيحة الƀالبة 
الأžſ الصحيحة الƀالبة	 
قاعدة اشتقاق قوى X الصحيحة السالبة Ʒي قاعدة الاشتقاق نفسها في حالة القوى الصحيحة الموūبة كما في القاعدة (�). 

Ɩ قاعدة القوى لتشمل القوى الصحيحة السالبة باستŴداƭ قاعدة القسمة. Úن نوسŏ نǁا Ɩنستطي ƦلŸل

 x رÚيƜالبة للمتƀالصحيحة ال žſǄل ƻاعدة القوƣ :	8
ƣاعدة 
 0OWER 2ULE FOR .EGATIVE )NTEGER 0OWERS OF x  

:ÚƱŔƟ x 0! ا ƯوūبÔا¬  ÔحيحƇ اÔŵعد n ƱاƧ اŷœ

dx
d x n xn n 1= -- - -^ h
 nx= -'x 1n n- - -^ h   Ʊŏ ƽŏ  

:ƱاƷالبر

 dx
d x dx

d
x
1n
n=-^ ah k

 
x
dx
d x1

2n

n#
=

-

^
^
h
h

نتيŬة 

 
x
n x1

2

1

n

n#
=

- -

^
^
h
h      	3
ƣاعدة 

 x
n x

2n

1n

=
- -

 n x 1 2n n= - - -

 n x 1n= - - -

1x = xd عند 
dy ŏ � yوūد  x

x
2

32

=
+  :Ʋƨلت

:ƪالح

: x رÚيƜللمت Ʋتي Úوƣ ƕموŬمƧ Ôولاŏ Ǝ Úƀنب Ʊŏ رƀالأي ƲƯ Ʋƨمة¬ لƀة بقاعدة القÚتقƄد المūنو Ʊŏ Ʋƨيم

     dx
dy

dx
d

x
x

x2 2
32

= +a k
  dx

d x x2
1

2
3 1= + -a k

  x2
1

2
3 2= - -

- -dx
dy x2

1
2
3

2
1

2
3 1

1

2

1x x
= = = --

= =
: D
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1x = - dx عند 
dy ŏ  ¬  yوūد  x

x
8

3 7
2

2

=
+  :Ʋƨلت  6

	9
ƣاعدة 
1-

dx
d x xn

mn
m

n
m

=^ h   :ƱŔƟ n 0!  ¬ƱاƠتلŴƯ ƱحيحاƇ Ʊاŵعد m 
 n Ŧحي ( )f x x n
m

=  ƱاƧ اŷœ

لŬميƣ Ɩيx Ʈ التƾ تƨوƱ المƄتقة عندƷا Ưوūوŵة�

'x n
m xn

m
n
m 1

=
-^ ^h h  Ʊŏ ƽŏ  

 '( )f x x
x2

1
= =' ^ h  Ʊوƨت ( )f x x=  ŢانƧ اŷœ :Ʊŏ ũتنتاſا Ʋƨيم

( ) ,f x x x 0>2
3

=  : f  تقة الدالةƄƯ دūوŏ

:ƪالح

     ( )f x x2
3 2

3

=
1-

' بتطبيƢ القاعدة     

 x2
3 2

1

=

 ( )f x x2
3 2

1

='

( )f x x 3
4

=  :  f  تقة الدالةƄƯ دūوŏ  7

 ŵالة Ưتصلة على ŬƯالها�
:

( )
2 1:

x x
f x

x x
2 1 1>

2 G+

+
= )  : f  الدالة Ʋƨلت

ƲƨƯŏ Ʊœ f xl^ h دūوŏ

:ƪالح

f , ( , )D 1 1 R,3 3= - =^ @ ŬƯال الدالة:   

     
2

( )

1

1

1

:

:

:

f x
x x

x
x

2 1

2

= =' * Ŧتبح

     ( ) ( )f 1 1 2 32= + =
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     1( ) =
( ) ( )

1limf x
f x f 1

1x -

-

"- -
' Ʊœ وūدت   

  2 3
1lim x

x2

1x

-
= -

+

" -

  1lim x
x 1

1x

2

=
-
-

" -

  =
( ) ( )lim x
x x1 1

11x -
- +

" -

1

1
  ( )1lim x

1x
= +
" -

  1 1 2= + =     	1


     ( )1 =
( ) ( )

1limf x
f x f 1

1x -

-

"+ +
' Ʊœ وūدت   

  2 3
1lim x

x 1
1x

-
=

-
+

" +

  1lim x
x2 2

1x
=

-
-

" +

  
=

( )lim x
x2 1

11x -
-

" +

1

1

  lim2 2
1x

==
" +

    	2


     + ( )1 2=( )f f1 =
-
' '     	2

1	 و  ƲƯ

 ( )f 1 2` ='

     ( )

:

:

:

f x
x x

x
x

2 1

2 1

2 1

<

>

= =' *   ƶنƯو

     ( )
:

:
f x

x x
x

2 1

2 1>
`

G
=' (

ŏوūد المƄتقة ƲƨƯŏ Ʊœ لƲƯ ƪƨ الدوال المتصلة التالية:  8

A  
1

( )
:

:
f x

x x
x x

2

234 >

2 G+

-
= )  B  ( )

1 :

:
f x

x x
x x

1

2 1

<2

H

+
= )
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2-4

Ʈتتعل Ɲوſ
• �ŜيŬالة الŵ تقةƄƯ ŵاŬيœ
• �ƭالتما Ŝيū الةŵ تقةƄƯ ŵاŬيœ
 œيŬاƄƯ ŵتقات الدوال المثلثية  •

�ƻرųالأ

المƠرŵات والمصطلحات:
• ŜيŬالة الŵ تقةƄƯ

$ERIVATIVE OF THE 3INE  
&UNCTION  

• ƭالتما Ŝيū الةŵ تقةƄƯ
$ERIVATIVE OF THE  
#OSINE &UNCTION  

• ƪƔالة الŵ تقةƄƯ
$ERIVATIVE OF THE  
4ANGENT &UNCTION  

• ƭالتما ƪƓ الةŵ تقةƄƯ
$ERIVATIVE OF THE  
#OTANGENT &UNCTION  

• ƖƏالة القاŵ تقةƄƯ
 $ERIVATIVE OF SEC 
&UNCTION

• ƭالتما ƖƏاƣ الةŵ تقةƄƯ
 $ERIVATIVE OF CSC
&UNCTION

تƧŸر:
ŷœا Ƨاƣ x ƱياŻ Žاوية 

 :ƱŔƟ Ʊياŵبالرا

1=lim
sin
x
x

0x"

 

ƄƯتقات الدوال المثلثية
$ERIVATIVES OF 4RIGONOMETRIC &UNCTIONS

!"#$%&' ()*& #$+,
( ) sinf x x=  � f ŏوūد مشتقة الدالة 

مستŴدمÔا تعريƞ المشتقة.

والقواعد التالية تساعدƥ في œيŬاد مشتقة بعض الدوال المثلثية دون استŴداƭ تعريƞ المشتقة.

: ƄƯتقات الدوال الŬيبية Ôولاŏ

ƭالتما Ŝيū الةŵ ŜūوƯ ƾƷ ŜيŬالة الŵ تقةƄƯ 1

sin cosdx
d x x=^ h   

ŜيŬالة الŵ Ŝالſ ƾƷ ƭالتما Ŝيū الةŵ تقةƄƯ 2

cos sindx
d x x= -^ h   

قواعد الاشتقاق التي تم دراستها صحيحة للدوال الŬيبية.

2
�-

2
�

2
5�

2
5�-

2
3�-3�- 3�2�- 2�

2
3���-

-1

1

0

0

1

x

x

y

y

2
�-

2
�

2
5�

2
5�-

2
3�-3�- 3�2�- 2�

2
3���-

-1

	1
 ƪƨش

sLQy x 

' FRsy x 

:	1
 ƪƨƄال ƒلاح

, وبيان الدالة  , , ,... ...2 2 2
3π π π

- � لها مماسات ŏفقية عند كل مƲ القيم  � VLQf x x  الدالة
� يتقاƖƏ مƖ محور السنيات عند ƵŸƷ القيم ŏ ƽŏن المشتقة عندƷا تساوƽ الصفر. � FRVf x x 


ŏوūد المƄتقÚات للدوال التالية:

A  siny x x2=  B  =
cos

sinu x
x� -

 C  =( ) sinf x x2
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تƧŸر:
sec tanx x12 2

= +  

FsF FRWx x12 2
= +  

:ƪالح

A  sin sindx
dy

dx
d x x dx

d x x2 2: := +` `j j  śرƌاعدة الƣ

 sin cosx x x x2 2= +

B  =
( ) ( ) ( )

sin

sin cos cos sin

dx
du

x
x dx

d x x dx
d x

�
� �

2

: :

-

- - -

^ h ƣاعدة القƀمة 

 =
( )

( )( ) ( )
sin

sin sin cos cos
x

x x x x
�

� �
2-

- - - -

 =
sin

sin sin cos
x

x x x
� 2

2 2

-

- + +^ h
 =

sin
sin
x
x

�
�

2-

-^ h
 =

sinx1
1

-

C  =( ) sindx
d f x dx

d x2^ h
  = sin sindx

d x x:^ h
 sin sin sin sinx dx

d x x dx
d x: := +^ ^h h

 sin cos sin cosx x x x: := +

 sin cosx x2=

ŏوūد المƄتقات للدوال التالية:  1

A  ( ) cosh x x2=  B  ( ) cosg x x
x

=  C  =
sin cos

sin
x x
xy

+

ƻرųة الأÚتقات الدوال المثلثيƄƯ :اÔانيŧ
Úتان قابلتان لǆشتقاق، لŸا فŔن الدوال المثلثية التالية� �دال ( ) , ( )sin cosf x x g x x= = الدالتان 

 =,tan cos
sin

sec cosx x
x x x

1
=

 =,cot sin
cos

csc sinx x
x x x

1
=

فة عندƷا وتعطى مشتقاتها  Úون معرƨت X رÚقيمة للمتغي Úشتقاق عند كلǆا دوال قابلة ل Ôيضŏ يƷ
بالقواعد التالية�

1  tan secdx
d x x2=    2  cot cscdx

d x x2= -

3  sec sec tandx
d x x x=    4  csc csc cotdx

d x x x= -

���






































































































































ŏوūد ƄƯتقات الدوال التالية:

A  ( ) tan cotf x x x= +  B  ( ) sec sinx x xg 1:= +^ h C  ( ) csc sin tanx x x xh := +

:ƪالح
A  ( ) tan cotf x x x= +

 ( ) sec cscf x x x2 2= + -' ^ h sec cscx x2 2= -

B  ( ) sec sinJ x x x1:= +^ h
 1( ) sin sec tan sec cos sec tan sec tan sing x x x x x x x x x x1 :: : : : += + + = + x' ^ ^h h

C  ( ) csc sin tanh x x x x:= +

 '( ) csc cot tan cos sec sinh x x x x x x x2: ::= - + +

ŏوūد ƄƯتقات الدوال التالية:  2

A  ( ) tan
tanf x x
x1

=
+  B  ( ) sec cscg x x x= +  C  =( ) csc

secx x
xh

, 1P 4
�` j عند النقطة    tany x= ŏوūد Ưعاŵلة المƀتقيƮ العموƽŵ لمنحنى الدالة:    

:ƪالح

لاƄƯ Ôتقة الدالة Úوŏ دūنو
 ( )QWD sHFdx

dy
dx
d x x2= =

 sec 4 2�
dx
dy

22 2
�x 4

== =
=

^ h
4 , 1P �` j للمنحنى عند ƽŵالعمو Ʈتقيƀالم ƪيƯ ƶوعلي

1
2
1m m=

-
=

-
1 Ʒو   

:ƽŵالعمو Ʈتقيƀلة المŵعاƯ

 1 2
1

4y x �
- =

-
-` j

 2
1

8 1�y x=
-

+ +

,3 2F �` j عند النقطة     secy x= ŏوūد Ưعاŵلة المƀتقيƮ العموƽŵ لمنحنى الدالة:      3
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 2-5

Ʈتتعل Ɲوſ
•  Ʋالتيŵ ŜيƧتقة ترƄƯ ŵاŬيœ 

باſتŴداƣ ƭاعدة الƀلƀلة�

المƠرŵات والمصطلحات:
ƣاعدة الƀلƀلة •

#HAIN 2ULE  
ŵالة ƯرƧبة •

#OMPOSITE &UNCTION  
• ƻلة القوƀلſ اعدةƣ

0OWER #HAIN 2ULE  

ƣاعدة الƀلƀلة
#HAIN 2ULE

!"#$%&' ()*& #$+,
لتƲƨ الدوال التالية�

  ( ) , ( )f x x g x x3 12 2= + =

  ( ) , ( )h x x q x x3 10= =

ŏكمل ما يلي�

A  ( ) ( )g f g xx g f x 3 12% = = +^ ^ ^h h h
  .... ....x x3 1 92 2 4= + = + +^ h
 ( ) .... ....dx

d g f x x36 3% = + +^ h
B  ( ) ( ) ..........h f x h f x% = =^ ^h h

  ........ ..............= =

 ( ) ...............'h f x% =^ h
C  ( ) ............q f x% =^ h

®Ƣالساب śالأسلو žبنف 'q f%^ h Ʒل مƲ السهل œيŬاد 

مƲ فقرة sدعنا نفƨر ونتناقhƂ لاحظنا ŏنƶ عند œيŬاد مشتقة�

( )f x xq 3 12 10
% = +^ ^h h

سنŬد صعوبة في فŸƷ Ʀا المقدار.

تساعدنا القواعد التالية على œيŬاد مشتقة مثل ƵŸƷ الدوال.

#HAIN 2ULE  	ƪƀلƀالت
ƣاعدة الƀلƀلة 
¬   الدالة ƣ gابلة لǈشتقاق عند ƱŔƟ   ¬x الدالة المرƧبÚة ( )g x Úة ƣ fابلة لǈشتقاق عند  ŷœا ƧانŢ الدال

 ( ) ( )f g x f g x% =^ ^h h
:Ʊوƨوي ¬ x شتقاق عندǈابلة لƣ Ʊوƨت

' '( ) ( ) ( )g x f g x g x% :=f '^ ^h h
 ƾƟ روبةƌƯ ( )g x f عند  الة  Úة الدÚتقƄƯ ƾƷ x ) عند  )f g x^ h بة ÚƧة الدالة المرÚتقƄƯ Ʊœ ننا القولƨيم ƽŏ

.x Úة g عند  ƄƯتقÚة الدال
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= �  ŐƟوūد باſتŴداƣ ƭاعدة الƀلƀلة =( ) ( ),f x g xx x3 12 10+  ƱاƧ اŷœ

( )'f g x%^ h  A

( )'g f 1% -^ h  B

' ( ) ( ) ( )'f g x f g x g x% := '^ ^h h :ƪالح

A   ' ( ) ( ) ( )'f g x f g x g x% := '^ ^h h ƣاعدة الƀلƀلة 

 ( ) , ( )f x x g x x� �� 9= =' '

 6( ) )6(f g x x x10 10=='̂ h
 ' ( ) 6 10f g x x x10 9` % :=^ h 6 x0 19=  x x xm n m n: = +

 ( ) ( ( ))f g x f g x% = = x3 110 2
+^ h = x3 120 +

 ( )'f g x x60 19` % =^ h حųō ƪر 

B  ( ) ( ) ( )' 'g f x g f x f x% := '^ ^h h
 ( )f x x10 69 := ^ h
 x x10 3 1 62 9

:= +^ h
 ( )'g f 1 60 4 9% - = -^ ^h h
 15728640=-

ر� ÚƀƟ ®ƻرųŏ بطريقة A  	1
ƪƷ يمƨنƦ حƯ ƪثال   A  1

'� � � �g f �%  ¬ '( )f g x%^ h ) ŏوūد باſتŴداƣ ƭاعدة الƀلƀلة  ) , ( )f x x g x x2 43 13= - + =   :Ʋƨلت  B  

( ) , ( )f x x
x x g x x2 1 0 12!=

+
= +^ h   :Ʋƨلت

( )'f g x%^ h ŏوūد باſتŴداƣ ƭاعدة الƀلƀلة 

:ƪالح

 ' '� � � � � �f g x f g x g x% : '^ ^h h
 ( )

( )
, ( )'f x x

x x
x g x x2 2 1 1 22 2=

- +
=

-
='

 ( ) 1
( )

1f g x f x x 1
2

2 2= =
-

+
+

' '^ ^h h  ( )g x المتƜير: 

 ( )
)

'
(

f g x x x
1
1 22 2` % :=

+

-^ h ƣاعدة الƀلƀلة 

  2
x

x
12 2�

=
-^ h
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( ) , ( )f x x
x g x x

4
4

2

2

=
+

-
=   :Ʋƨلت  2

'f g%^ h  	1
ŏوūد باſتŴداƣ ƭاعدة الƀلƀلة   

وƖƋ عالم الرياƋيات لايبنتز (EIBNIZ,) صورة ŏخرى لقاعدة السلسلة.

ƇوŹة ųŏرƻ لقاعدة الƀلƀلة
:ƱŔƟ ( ) , ( )y f u u g x= =  ŢانƧ اŷœ

dx
dy

du
dy

dx
du:=

 ( )u g x= يتƮ حƀابها عند 

,y u u u x3 1 5 23 2= - + = +  :ŢانƧ اŷœ

ƪƀلƀاعدة التƣ ƭداŴتſبا dx
dy ŐƟوūد: 

:ƪالح

 dx
dy

du
dy

dx
du:=

 du
dy u3 32= -  u ƄƯتقة بدلالة 

 dx
du x10=  x ƄƯتقة بدلالة 

 dx
d u xy

3 3 102 #= -^ ^h h ƪƀلƀاعدة التƣ

 dx
dy x x3 5 2 3 102 2

#= + -^_ ^h i h Ɗتعوي

 x x x750 600 905 3= + +  

,y u u u x x4 3 22 3= + - = +     :Ʋƨلت  3

�ƪƀلƀاعدة التƣ ƭداŴتſبا dx
dy ŏوūد:      
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الربƎ بالƠيżياء
 ƖƣوƯ الةŵ ( )s t  ŢانƧ اŷœ

 ƶتƧحر ƲƯ انيةŧ t بعد Ʈƀū
:ƾƷ v يةƔاللح ƶرعتſ ƱŔƟ

'( )dt
ds

v s t= =  

ǈƯحƔة:
ا  Ôƌيŏ مىƀت v dt

ds
=

 Ʋƨهة ويمŬرعة المتƀال
Ʊŏ تƨوƯ Ʊوūبة ŏو ſالبة 

ŏو ƠƇر�

تƧŸر:
اƣتصرت Źŵاſتنا على ŵوال 

ŜيƧابلة للترƣ

Úة: t يعطى بالدال �$ ƀū ƥيƮ على ƯحوŹ الƀينات بحيƯ Ʊœ ŦوƋعƶ عند Úƽŏ لحƔة  Úيتحر

�t ƾƟ دالةƧ ƮيƀŬية للƔرعة اللحƀد الūوŏ � ( )cosS t 12= +

:ƪالح


ƾƷ v الƀرعة اللحƔية	 Sv dt
d

=     :Ʊŏ Ʈنعل

cos( ) ,uS u t �2= = +    :Ŧبة¬    حي ÚƧرƯ ةÚ ƵŸƷ ƾƟ الحالة ŵ Sال

لدينا:

   ( )
S

sindu
d u= -  cos( )uS =

   dt
du t2=  1u t2= +

باſتŴداƣ ƭاعدة الƀلƀلة:

   S S
dt
d

du
d

dt
du:=

  ( )sin u t2:= -^ h
  ( )sin t t1 22 := - +^ h
  sint t2 12= - +^ h

� x رÚيƜلى المتœ بةƀبالن siny x x2= +^ h تقةƄƯ دūوŏ  4

مƲ مثال (�) يمœ ƲƨيŬاد المشتقة باستŴداƭ القاعدة التالية�
dx ويمƲƨ تعميمها على الدوال المثلثية الأخرى.

d
cos sinf x f x f x:= - '^^ ^^ ^hh hh h

) باſتŴداƣ ƭاعدة الƀلƀلة� ) sinf x x3= ŏوūد ƄƯتقة الدالة:   
:ƪالح

 ( ) , ( )sing x x h x x3= =  :Ʊŏ ƉرƠن

 ( ) ( )( )f x h g x` %=

 '( ) ( ) ( )f x xh g%='

  ' '( ( )) ( )h g x g x:=

  )( cosx xg3 2 := ^ h
  cossin x x3 2=

) باſتŴداƣ ƭاعدة الƀلƀلة � ) cosf x x5= ŏوūد ƄƯتقة الدالة:      5
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#HAIN 2ULE 0OWERS  ƻلة القوƀلſ اعدةƣ
)    حيN Ŧ عدد نسبي. )y f x n

= 6 @ في كثير مƲ الأحيان نحتاœ ũلى œيŬاد مشتقة دالة ما على الصورة�    

لŸلƦ نستŴدƭ القاعدة التالية والمسماة بقاعدة سلسلة القوى�

ƻلة القوƀلſ اعدةƣ
:ƱŔƟ اĐبيƀا نÔŵعد n ƱاƧالها وŬƯ شتقاق علىǈابلة لƣ ( )f x  ŢانƧ اŷœ

( ) ( ) ( )dx
d f x n f x f x1n n :=

- '^ ^h h

'y ŏ    ¬ yوūد:  x x3 5
325= + +^ h  :Ʋƨلت

:ƪالح

     y x x3 52 35= + +^ h
  x x3 52 5

3

= + +^ h  x xm n
m

n =

 'y x x x5
3 3 5 2 32 5

3

:= + + +
1-^ ^h h

  x x x5
3 3 5 2 32 5

2

:= + + +
-^ ^h h

  
x x
x

5 3 5

3 2 3
2 25

=
+ +

+

^
^

h
h

'y ŏ    ¬ yوūد:  x x2 3 424 34= - +^ h  :Ʋƨلت  6

�x �= siny عند   x5= ŏوūد ƯيƯ ƪماŽ المنحنى 

:ƪالح

   = ='( )sin sin sin cosdx
dy x x x5 54 4 :x

   =dx
dy

5 2
3

2
1

32
45

3

4

x
� =

=

c am k Ưيƪ المماƷ Žو: 

-x 2
1!  Ŧا    حيÔبūوƯ Ʊوƨا ي Ôمŗاŵ 

( )
y x2 1

1
3=

- -
بيƯ Ʊŏ ƲÚيƯ ƽŏ ƪماŽ للمنحنى   7
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2-6
ƾمنƌالعليا والاشتقاق ال Ŝات الرتŷ تقاتƄالم

(IGHER /RDER $ERIVATIVES AND )MPLICIT $IFFERENTIATION

Ʈتتعل Ɲوſ
المƄتقات العليا� •
• �ƾمنƌالاشتقاق ال

المƠرŵات والمصطلحات:
ƄƯتقة ŷات Źتبة عليا •

(IGHER /RDER 
$ERIVATIVE

• ƾمنƋ اشتقاق
)MPLICIT $ERIVATIVE  

تƧŸر:

( ) ( )a y f x=  

'( )b dx
dy

y=  

ǈƯحƔة:
ŏحيانÔا نƀتŴدƣ ƭاعدة 

الƀلƀلة Ưرتيŏ Ʋو Ƨŏثر 
لإيŬاƄƯ ŵتقة�

ǈƯحƔة:
لا يŜŬ الŴلƎ بيŹ Ʋتبة 

 ƲƯ ynو y( )n ƄƯتقة الدالة 
� y  ƻوƣ

!"#$%&' ()*& #$+,
( ) x xf x 3 54 2= - +     �Ʋƨلت

ŏكمل�

1  ( ) ( )f x g xf= ='

2  ( )'g x f=

® ( ) ( )( )' 'g x f x= ' Ʒل 

(IGHER /RDER $ERIVATIVES : المƄتقات ŷات الرتŜ العليا  Ôولاŏ
 Ʋالمشتقة م 'y y' واǁن سوƝ تسمى  dx

dy
= ا لمشتقة دالة على مŬالها بالرمز  Ôرمزنا سابق

. X بدلالة المتغير Y الرتبة الأولى للدالة

^y' يمŏ Ʋƨن تƨون دالة قابلة لǆشتقاق على مŬالها بدلالة المتغير  h والمشتقة الأولى نفسها
X وبالتالي يمƲƨ كتابتها�

''
'( )

dx
d y

dx
d

dx
dy

dx
d yy 2

2

= = =a k
. X بدلالة Y الرتبة الثانية للدالة Ʋتسمى المشتقة م ƵŸƷو

 X المتغير  قابلة لǆشتقاق على مŬالها بدلالة  الثانية نفسها يمŏ Ʋƨن تƨون دالة  والمشتقة 
وبالتالي يمƲƨ كتابة�

''
'

'
'
dx
d y

dx
d

dx
d y

dx
d yy 2

2

3

3

= = =
^ dh n

. X بدلالة المتغير Y الرتبة الثالثة للدالة Ʋتسمى المشتقة م ƵŸƷو

n فŔن مشتقة الدالة Y مƲ الرتبة N بدلالة  1>  Ŧا حي Ôا صحيحÔعدد N ذا كانœ وبصورة عامة
Ʒ Xي على الشƨل التالي�

y dx
d y dx

d y( ) ( 1)
n

n n
n

= =-^ h
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� x يرƜبدلالة المت y x x x2 4 3 527= - + - ŏوūد المƄتقات حتى الرتبة الرابعة للدالة 

:ƪالح

 y x x x2 4 3 527= - + -

 'y dx
dy x x14 8 36= = - + المƄتقة ƲƯ الرتبة الأولى 

 ''y dx
d y x�4 �²2

2
المƄتقة ƲƯ الرتبة الثانية   5

 x4��  '''y dx
d y

3

3
4 المƄتقة ƲƯ الرتبة الثالثة 

 y dx
d y x����( )4

4

4
المƄتقة ƲƯ الرتبة الرابعة   3

y x x4 5 75 3= - +  :ŢانƧ اŷœ  1

ŐƟوūد المƄتقات حتى الرتبة الثالثة�  

� y y(4) =  Ʊŏ ƲÚبي � siny x=  ŢانƧ اŷœ

:ƪالح

siny x=  R ŵ yالة ƯعرƟة لƣ ƪƨيx Ʈ على 

 ' cosy x= ƄƯتقة ƲƯ الرتبة الأولى 

 sinx= -''y ƄƯتقة ƲƯ الرتبة الثانية 

 cosx= -'''y ƄƯتقة ƲƯ الرتبة الثالثة 

 (4) siny x= ƄƯتقة ƲƯ الرتبة الرابعة 

 y y(4)` =

� cosy x= لتƲƨ الدالة:   2

� 0=''y y4( ) +  Ʊŏ ƲÚبي  
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cosy x
1

=  Ŧحي ''y ŏوūد 

:ƪالح

 cos secy x x1 ==

 ' sec tany x x=

 ='' sec tany dx
d x x^ h

 tan sec sec tanx dx
d x x dx

d x= +

 . . .tan sec tan sec secx x x x x2= +

 sec tan secx x x2 3:= +

siny x
1

=  Ŧحي ''y ŏوūد   3

)MPLICIT $ERIVATIVE  Úƾمنƌا: الاشتقاق الÔانيŧ
) مثل� )y f x= في دراستنا السابقة يمƨننا œيŬاد مشتقات بعض الدوال على الصورة 

1

1-2

-2

-3

-3

-4

-4

-5

-5

-1
-1

2

2

3

3

4

4

5

5

y

x

(
)

f
x

x
25

2

=

-

1

(
)

f
x

x
25

2

=
-

-

2

 , , ...y x x y x3 2 1 42 2== - + +  

y xy x- = وبالنظر لمعادلة المنحنى 

y x
x

1=
-

 ƽŏ ( )y f x= نǆحŏ ƒنƶ يمƨننا كتابتها بالصوŹة الصريحة 

.x 1!  Ŧالدالة حي ƵŸƷ و ميل منحنىŏ الدالة ƵŸƷ اد مشتقةŬيœ نناƨيم ƶومن

 ƶƏنقا Ɩميū عند ƝÚن ميل المنحنى معرŏ دŬن x y 252 2+ = وبالنسبة لمنحنى 
). لماذا® , )5 0- ) و , )5 0  Ʋالنقطتي Ōباستثنا

Ʋو اتحاد منحنيي الدالتيƷ ن المنحنىŏ دŬون

قابلة  اللتيƲ كلÚ منهما   ، ( )y f x x25 2= = -1 1  
  ( )y f x x25 2= = - -2 2

. 5- لǆشتقاق عند Úƽŏ نقطة في مŬالها عدا �، 

نة لها® Úوƨالم Úالتوصل للصورة الصريحة للحصول على الدوال Ʋƨغير المم Ʋذا كان مœ اد ميل المنحنىŬيœ نناƨل يمƷ ،Ʋƨول

Úة قابلة لǆشتقاق في X ، واشتقاق Əرفي المعادلة بالنسبة œلى X باستŴداƭ قواعد  الإūابة عŸƷ Ʋا السŒال تتمثÚل في اعتبار Y دال
الاشتقاق التي سبƢ تعلÚمها في ƵŸƷ الوحدة.

x, على المنحنى. y^ h نقطة Úƽŏ نحسب منها ميل المنحنى عند X
 Y بدلالة dx
dy ننا مœ ƲيŬاد صيغة  Úƨا يمŸƷو

. Úالطريقة الاشتقاق الضمني ƵŸبه dx
dy تسمÚى عمليÚة œيŬاد المشتقÚة 
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y y x5 03 32+ - =   Ŧحي  dx
dy ŏوūد 

:ƪالح

) وبالتعويƾƟ Ɗ المعاŵلة: )y f x=  Ʊŏ ƉرƠن

 ( ) ( )f x f x x5 03 2 3+ - =^ ^h h
:ƾالتالƧ ƱوƨتƟ تقةƄد المūلة نوƀلƀاعدة الƣ ƭداŴتſوبا

 ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x x3 010 32 2: :+ - =' '^ h
:Ʊŏ ƽŏ

 ' 'y y yy x3 10 032 2+ - =

: 'y وƯنها نحصƪ على 

 'y y y x3 10 32 2+ =^ h
 'y y y

x
3 10

3
2

2

` =
+

باستŴداƭ نفž الŴطوات المتبعة في المثال التوƋيحي يمƨننا التوصل œلى ŏن�

 yy2= ''( )y2

 'y y�='( )y3 2

ƾƟ ='y الحالات التالية: dx
dy ŏوūد 

A  y xy x72 + =

B  y x x y2 5= +

:ƪالح

Úة ƣ x ƾƟابلة لǈشتقاق¬ وتطبيƣ Ƣاعدة الƀلƀلة Ʒو: نƄتƏ ÚƢرƾƟ المعاŵلة بالنƀبة للمتƜير x باعتباŵ y Ʊŏ Źال  A

( ) ( ) ( )dx
d f x n f x f x1n n

=
- '^ ^h h: D  

 ' 'yy xy y2 1 7+ + =

 'y y x y2 7+ = -^ h
 'y y x

y
2
7

=
+

-

B  y x x y2 5= +

 ( )
dx
dy

dx
dx

dx
d x y2 5

= +
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 y x�= + +' ( ) ( )
y dx

d x
dx
d y5

2
2

5

 'xy x y y1 2 5= + +'y 5 2 4

 ' 'y x y y xy5 1 22 4 5- = +

 '( )y x y xy� � � �2 4 5- = +

 'y x y
xy

1 5
1 2

2 4

5

=
-

+

� 'y dx
dy

= ŏ    ¬ yوūد  x x22 2= -    :Ʋƨلت  4

وعمومÔا، تتمÚ عمليÚة الاشتقاق الضمنيÚ وفƢ الŴطوات التالية على الترتيب�

. X رفي المعادلة بالنسبة للمتغيرƏ اشتقاق  1

y' في ŏحد Əرفي المعادلة. ŏ dxو 
dy  ƽالحدود التي تحتو ƖميŬت  2

.ƥكعامل مشتر 'y ŏ dxو 
dy  ũخراœ  3

. X 
 Y بدلالة 'y ŏ dxو 
dy كتابة المعادلة على الصورة   4

� ,3 4-^ h عند النقطة      x y 252 2+ =  ƶلتŵعاƯ ƽŸال 	رةŗالدا
ŏوūد Ưيƪ المماŽ للمنحنى 

:ƪالح

� x لىœ بةƀة بالنÚليƇلة الأŵللمعا Úƾمنƌالاشتقاق ال ƭداŴتſهولة باƀ3, ب 4-^ h المنحنى عند النقطة ƪيƯ ŵاŬيœ نناƨيم

 dx
d

dx
dx y 252 2+ =^ ^h h

 dx
d x dx

d y 02 2+ =^ ^h h
 x y dx

dy y dx
dy x dx

dy
y
x2 2 0 2 2" "+ = = - =

-  

 dx
dy

4
3

4
3

3, 4
= -

-
=

-^ h  ( , )3 4-  Éب Ɗوبالتعوي

4
3

=  Žالمما ƪيƯ   `

1,1^ h 1 عند 0x y yx2 2- + - =  :ƶلتŵعاƯ ƽŸللمنحنى ال Žالمما ƪيƯ دūوŏ  5
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,2 2π π^ h عند النقطة    siny x y2 2= +   :ƶلتŵعاƯ ƽŸللمنحنى ال dx
dya k Žالمما ƪيƯ دūوŏ

:ƪالح
� x لىœ بةƀلة بالنŵالمعا ƾƟرƏ ÚƢتƄن

 sindx
d y dx

d x y2 2= +^ ^h h
 sindx

dy
dx
d x dx

d y2 2= +^ ^h h
 cosdx

dy x y dx
dy

2 2= + ^ h
 cosdx

dy y dx
dy x2 2- =^ h

 cosdx
dy y x2 2- =^ h

 cosdx
dy

y
x

2
2

=
-

 ( )cosdx
dy

2
2 2

2�
�

(2 ,2 )� �
=

-

^ h

 �2 1
4

4
�

=
-

=

�4 Ʒ ,2و  2� �^ h للمنحنى عند النقطة Žالمما ƪيƯ

( , )2 1 x  عند النقطة  y!  Ŧحي x y xy2 12 2 =+ -  :ƶلتŵعاƯ ƽŸللمنحنى ال dx
dya k Žالمما ƪيƯ دūوŏ  6

	3 
  1
ŏ Ʈŧ 'yوūد Ưيƪ المماŽ لهŸا المنحنى عند النقطة  ŏ 2وūد   xy y+ =  ƶلتŵعاƯ ƽŸللمنحنى ال

:ƪالح

ƾمنƌالاشتقاق ال

 y y x� 2
1
+ =

 ( ) ' 'y y y2 2
1 12

1
: + =-

 ' '
y
y y

� �
2
1 : + =

 'y
y
� � �+ =c m
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 'y 1 1
1

2
1

=
+

=  	3 
 1
 Éب  Ɗوبالتعوي

2
1

=  Žالمما ƪيƯ `

	1 
 1
ŏ Ʈŧ   'yوūد Ưيƪ المماŽ لهŸا المنحنى عند النقطة  ŏ   3yوūد  y x2 2+ + =   :ƶلتŵعاƯ ƽŸللمنحنى ال  7

0+ ='' 'yy y 2^ h   :Ʊŏ ŢبŧŐƟ    1 2y x-=  ŢانƧ اŷœ

:ƪالح

( ) xg x =  ¬ ( ) 2h x x1= -  Ŧحي ( )( )y g h x%=  Ʋƨلت

 ' ' '
2
1 ,

2 1 2
1( ) ( ) , ( ( ))g x

x
h x g h x

x
2

-
= = - =

 ' ' '( ) ( )y g h x h x:= ^ h
  1 2

1 2

( 2)
x

x

2
1

1

#
-

-

-

=

=

-

 ='
( )

'
1 2

1 2
1 2

0 1 1

y
x

x
x

2

# #

-

- - -
-

-

^ h  =
' '( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )g x
f x

g x
g x f x f x g x

2
: :-'c ^m h

 
=

=

'

( )

'
1 2

1 2

1 2 1 2

1

1

y
x
x

x x

2
-

-

-

- -

-

^ h

 '
( )

' '( ) 1 11 2
1 2 1 2 1 2

x
x x x

yy y 2
2

#= -
- -

-
+

-

-
+ c m

 01 1
1 2 1 2x x ==

-
-

+
-

y x xsin=  ŢانƧ اŷœ  8

''' ' 2 siny y x 0+ + =  Ʊŏ ŢبŧŐƟ  
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( ) ( ) ( )' ' 0x x f x f x6 6+ + =( ) ' ' 'x f1 2+ '  :Ʊŏ Ţبŧŏ  ( )f x x1
1

2=
+

 Ʋƨلت

:ƪالح

 ( ) ( )x x'' '( ) , ,f x f f' ' '  : Ôولاŏ دūنو

 ( )
1

2f x
x
x
2 2=

+

-' ^ h  =
' ' '

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

v x
u x

v x
v x u x u x v x

2
: :-c ^m h  

 '( )
1

1 ( 2) ( 2 )(2) 1 (2 )f x
x

x x x x
2 4

2 2 2

=
+

+ - - - +
' ^

^ ^
h

h h
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x x
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+
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=
+

-

' ^
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1  Ǝ Úƀب

 ( )x =''
1

1 (12 ) (6 2)(3) 1 (2 )f
x

x x x x x
2 6

2 3 2 2 2

+

+ - - +
' ^

^ ^
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1 ) ( 24 24 )
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 ' ( ) 6 ( ) 6 ( )x x f x f x+ +' '(1 )x f2+ '''
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=
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=

( )x''
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'    : Ʊŏ ŢبŧŐƟ  ( )f x x1
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=
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 Ʋƨلت   9
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.(S) بالثواني Tو (M) تقاس بالمتر S Ŧحي ( ) . . .s t t t0 6 1 5 0 93= - - الة�  Úبالد t 0$ د موقعƶ عند اللحظة  Úسيم ويحدū ƥÚيتحر

� S ل Úوŏ سيم فيŬد مسافة انتقال الūوŏ  A

� S لǆد السرعة المتوسطة خūوŏ  B

t 5= ŏوūد السرعة اللحظية المتŬهة عند اللحظة   C

:ƪالح

ƧيÚƨƟ ƞر ŏحمد لحƵŸƷ ƪ المŐƀلة:

( )s 5 نوūد   A

( ) . ( ) . ( ) . .s P5 0 6 5 1 5 5 0 9 66 63= - - =    

� S لǆخ . P66 6 المسافة التي انتقلها الŬسم Ʒي   

�� S لǆاد السرعة المتوسطة خŬلإي  B

. /P V13 5= =
( ) ( ) . .s s

5 0
5 0

5
66 6 0 9

-
- +   

نوūد دالة السرعة وƷي مشتقة دالة الحركة�  C

( ) . .'s t dt
ds t1 � 1 �2= = -   

� ( )'s 5 مŧ Ʋم نحسب   

( ) . ( ) . . /'s P V5 1 8 5 1 5 43 52= - =   

ŐƀƯلة ƋœاƟية

. t �$  Ŧانية حيŧ T بعد Ʀوذل ( )s t t t� � �3= - + موقū Ɩسم يتحرƥ مبيƲÚ في الدالة� 

.� S سم بعدŬد المسافة التي قطعها الūوŏ  A

.T عند اللحظة Ʋلى الزمœ سم بالنسبةŬد الدالة التي تدل على سرعة الūوŏ  B

. t 3= ŏوūد السرعة المتوسطة والسرعة اللحظية المتŬهة عند   C
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ŴƯطƎ تنƔيمƾ للوحدة الثانية

الاشتقاق

Ưعدلات 
 ƍطوųير وƜالت

Žالمما
المƄتقة

ƣواعد 
الاشتقاق

ƄƯتقات 
الدوال المثلثية

تطبيقات 
المƄتقات

ƣاعدة 
الƀلƀلة

ƯتوƯ Ǝſعدل 
التƜير

الƀرعة 
المتوſطة

الƀرعة 
اللحƔية

 Žالمما ƪيƯ
على Ưنحنى 

الدالة

Ưعاŵلة 
Žالمما

Ưعاŵلة 
ƮƓالنا

ƣابلية 
الاشتقاق

الاشتقاق 
والاتصال

 ƲƯ تقةƄƯ
ūهة واحدة

ƄƯتقة ŵالة
Ţابŧ تقةƄƯ

 ƖمŬتقة الƄƯ
ŭوالطر

 ƻوƣ تقةƄƯ
Ƈحيحة 

Ưوūبة

 ƻوƣ تقةƄƯ
Ƈحيحة ſالبة

 śرƌتقة الƄƯ
والقƀمة

 Ŝيū تقةƄƯ
ƭالتما

 śرƌتقة الƄƯ
ŵبعد

ƪƋاƠالت

ƄƯتقة 
ƖƏالقا

ƄƯتقة 
ŜيŬتقة الƄƯ

ŵالة 
ƯرƧبة

ƄƯتقة 
ſلƀلة 
ƻالقو

المƄتقات 
 Ŝالرت ƲƯ

العليا

الاشتقاق 
ƾمنƌال

 ƖƏاƣ تقةƄƯ
ƭالتما

ƪƔتقة الƄƯ
 ƪƓ تقةƄƯ

ƭالتما śناƲƧŹ
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ƆŴلƯ
•  ( ) ( )

b a
f f ab

-

- a, بالقاعدة  b6 يعرƝ متوسط معدل التغير للدالة f على فترة مغلقة @
السرعة المتوسطة بيƲ مدتيƲ مƲ الزمƷ Ʋي معدل التغير على ƵŸƷ الفترة.   •
 السرعة اللحظية Ʒي السرعة التي تعطى خǆل لحظة مƲ الزمƲ وتعطى بالقاعدة�  •

limt
y

h
f t h f t

h 0∆
∆

=
+ -

"

^ ^h h
حيƷ T Ŧي اللحظة مƲ الزمƲ لإيŬاد السرعة اللحظية.  

) œن وūد Ʒو�  • ),P a f a^ h عند النقطة f معدل التغير لدالة 
( ) ( )

lim h
f a h f a

0h

+ -

"

limm حيœ Ŧن Ʒ Aي الإحداŧي السيني   • h
f a h f a

0h
=

+ -

"

^ ^h h  ميل المماس لمنحنى عند نقطة محددة يعطى بالقاعدة� 

Ʒ ,xما œحداŧيا النقطة على المنحنى، Ʒ Mي ميل المماس. y0 0 للنقطة على منحنى الدالة �f حيœ Ŧن 

•   
( )

( )y f a f a x a1
- =

-
-'^ h معادلة الناƓم على المماس عند نقطة على منحنى تعطى بالقاعدة�     

مشتقة الدالة f عند نقطة œحداŧها السيني A تعطى بالقاعدة�  •

œذا وūدت.
( )

( )
limf a h

f a h f a
0h

=
+ -

"
'

^ h ) ŏو  )
( ) ( )

limf a x a
f x f a

x a= -
-

"
'  

•  .Ʋغير متساويتي Ʋالشعاعي Ōهة اليسار عند التقاū Ʋوم Ʋهة اليميū Ʋتان م Úون المشتقƨعندما ت Ʋنحصل على رك

•   śهات ويقترŬحدى الœ 3 في Ʋم śمحددة يقتر ƖƏون ميل المماس للمنحنى عند نقطة تقاƨعندما ي śنحصل على نا 

-3 في الŬهة الثانية ويوūد مماس رŏسي عندƷا.  Ʋم

نحصل على مماس رŏسي عندما يƨون المماسللمنحنى عند نقطة رŏسيĐا.  •

f  لها مشتقة عند نقطة ، فŔنها تƨون متصلة عند ƵŸƷ النقطة.  • œذا كانŢ الدالة 
ا، الدالة المتصلة قد يƨون لها ركŏ Ʋو ناŏ śو مماس عمودƽ ومŧ Ʋم لا تƨون قابلة   • Ôا دائم Ôصحيح žوس النظرية ليƨمع 

لǆشتقاق عند نقطة معينة.

) حيC Ŧ قيمة ŧابتة.   • )f x 0=' ) فŔن�  )f x c= œذا كان 

•  ( )f x 1=' )  فŔن   )f x x=   Ţذا كانœ

حيN Ŧ عدد صحيŮ موūب ŏو سالب.  • ( )f x nx 1n= -' ) فŔن�  )f x xn= œذا كان 

•  ( ) ( )'kf x xk f='^ h
•  ( ) ( ) ( ) ( )' 'f x x x xfg g! !='^ h
•  f (x) g (x) g(x) f (x): := +' 'f (x) g(x) ':^ h
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•  ' =
g(x)
f (x)

g(x)

g(x) f (x) f (x) g (x)
2

: :- ''c ^m h
•  ( ) cosf x x=' ) فŔن�  ) sinf x x= œذا كان 

•  ( ) sinf x x= -' ) فŔن�  ) cosf x x= œذا كان 

•  ( ) secf x x2=' ) فŔن�  ) tanf x x= œذا كان 

•  ( ) cscf x x2= -' ) فŔن�  ) cotf x x= œذا كان 

•  ( ) sec tanf x x x:=' ) فŔن�  ) secf x x= œذا كان 

•  ( ) csc cotf x x x:-=' ) فŔن�  ) cscf x x= œذا كان 

g(x)، الدالة G قابلة لǆشتقاق عند X،   فŔن الدالة المركبÚة  • Úة f قابلة لǆشتقاق عند  œذا كانŢ الدال

'g (x) f g(x) g (x)'% :=f '^ ^h h f  تƨون قابلة لǆشتقاق عند X ، ويƨون�  g (x) f g(x)% =^ ^h h  

•  dx
dy

du
dy

dx
du:= ) فŔن�  )g u x= ) حيœ Ŧن  )y f u= œذا 

Ʒ dي مشتقات الدالة Y مƲ الرتب العليا œذا وūدت في مŬال تعريفها.  • x
d y

n

n

 ...... ، d x
d y

3

3

 ، d x
d y

2

2

 ، dx
dy

•  . dx
dy في الاشتقاق الضمني نوūد مشتقة المتغير المستقل X ومشتقة المتغير التابŧ Y Ɩم نوūد 
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ƄƯروƕ الوحدة:
ا ŏنƶ لا يوūد ƨƯاŴƯ Ʊصœ ƾƟ Ɔحدƻ الƀياŹات لوƧ ƖƋوś يحتوƽ على القهوة¬ وſوƝ يوƖƋ بŬانƯ Ŝقعد  ÔƋرƟ :ƕروƄة المƯقدƯ  1

الƀاŧŏ Ƣŗناء القياŵة� Ɠŏهرت التŬربة Ʊŏ الƨوƣ śابƪ لǈنƨƀاś عندƯا يƨوƯ ƱليÔŘا بالƨا�ƪƯ ويصبƧŏ Ůثر ŧباتÔا Ƨلما تناƣصƯ Ţنƶ القهوة�

الهدƝ: تحديد ƣŏصى اŹتƠاƕ لƨمية القهوة ƾƧ لا تنƲƯ Ŝƨƀ الƨوŧŏ śناء ƣياŵة الƀياŹة�  2

�ƍقاſœ Żهاū - śوſبة علمية - حاſلة حاō - ƾبيان ƮſŹ قŹو :ƭŻاللوا  3
y

y
H

T

B

R

x

z

 :Ƣلة حول التطبيŘſŏ  4

ا ƲƯ الƨوś يحتوƽ على القهوة� ſوƝ نƠترƱŏ Ɖ الƨوś يƨوƧŏ Ʊثر ŧباتÔا  Ôءżū Ʊŏ ƪالمقاب Ʈſالر ƲÚيبي  
 ƮƀŬالم ŻاƨتŹنقطة ا �ƕاƠتŹنى اŵŏ ƾƟ ƾƷ مية القهوةƧو śوƨة للƧترƄالم ŻاƨتŹنقطة الا Ʊوƨا تƯعند

-y يمƱŏ Ʋƨ يعطى بالقاعدة:  ƽŵها الصاŧحداœ Ʊœ Ŧية حيſية الهندżƧالمر ƶنقطت ƾƷ ƾطوانſالأ
3

32
y m m m
m y m y m y

1

1
= + +

+ +1 2 32


الإحداƾŧ الصاƽŵ لنقطة اŹتƨاŻ القاعدة	� B
y 21 = -   
  	śوƨاعدة الƣ تلةƧ
 �m R T B2b= +1 ^ h  :Ʊŏ Ţا علمŷœ  

�	śوƨال Ŝوانū ŻاƨتŹلنقطة ا ƽŵالصا ƾŧالإحدا
 2

H
y 2=   
  	śوƨال Ŝوانū تلةƧ
 �m R T H R H�2 2b b= + -2 ^ h   


الإحداƾŧ الصاƽŵ لنقطة اŹتƨاŻ القهوة	� y
y 2=3  
 	śوƨال ƾƟ تلة القهوةƧ
 R ym � 2

3 b=   
ƕة المصنو Úŵة للقهوة والماƧترƄƯ ةƟثاƧ b  Ŧحي m V= b  :ŵشاŹœ
 Rو Tو Hو yو B , بدلالة  ,m m m2 31  Ʈيƣ Ŝƀاح  A  

�	śوƨنها الƯ
�Rو Tو Hو yو B بدلالة y ŏوūد   B  

cm , cm , . cm , cmH R T B8 3 0 5 1= = = =  :ƱاƧ اŷœ  C  
	CM
 śوƨال ƾƟ القهوة ƻتوƀƯ ƕاƠتŹا  y=  

	CM
 śوƨال ƕاƠتŹا  H=  
	CM
ſماƧة القاعدة   B=  

	CM
 śوƨال ƲƯ ليةųرة الداŗطر الداƣ ƞنص  R=  
	CM
 ŜوانŬة الƧماſ  T=  

	CM
 śوƨال ƲƯ يةūŹاŴرة الŗطر الداƣ ƞنص  R T= +

 ( ) .
.

;f y y y
y

y8 5 2
21 75

0 8
2

G G= = +
+  :Ʊŏ Ţبŧŏ    

( )
.

.
f y

y
y y

8 5
2

2
17 43 5

2

2

=
+

+ -
l ^ h   :ƾƷ ( )f y ŧŏبƄƯ ÚƱŏ ŢتقÚة   D  

ر� ÚƀƟ ®ƻرƜا القيمة المحلية الصƯ  5

�Ʀعمل ƾƟ ƪƋاƠالت ƮيƷاƠƯ ƲƯ ةŵاƠتſية الاƠيƧ لىœ شرŏ �Ʀبحث Ūŗنتا ƲÚا يبي Ôتقرير ŜتƧالتقرير: ا  6

Ʈ التقرير بالرſوƭ البيانية وبعرƉ على ūهاŻ الإſقاƏ �ƍبƯ ƢÚا توƇلœ Ţليƶ على ƧوبƦ المƾƟ ƪƌƠ احتƀاء القهوة� Úعŵ  

!"#$%& '()*
ƻالقصو Ʈالقي

	ƻرƜمى�الصƔالع

للدوال

f تżايد وتناƆƣ الدوال ŹبƎ المƄتقة الأولى '
''f والمƄتقة الثانية 

 f بمنحنى الدالة 

ƮſŹ بياŵ Ʊوال
ŵثيرات الحدوƧ

 Ʈتطبيقات على القي
ƻالقصو

3-13-23-33-43-5

الوحدة
تطبيقات على الاشتقاقالثالثة

!PPLICATIONS ON $IFFERENTIATION
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الوحدة
الثالثة

 Ǝų لة تحديدŐƀƯ ƱŔƟ القول őرūŏ ŢنƧ اŷœs
 ƾƷ ƭدة وبالعموŗاƟ ثرƧلة الأŐƀالم ƾƷ Žالمما

�hƶتƟعرƯ ŵوŏ اƯ ثرƧŏ

	1596 - 1650
ŵيƨاŹت 

 Ʊالقر ƾƟ بها العلماء ƭاƣ ƾالت  ťت الأبحاŵŏ
 Ʈعل المŬالات:   ƞتلŴƯ  ƾƟ عƄر   Ɩابƀال
 ŭرƏ لىœ والبصريات¬   ƦلƠوال  Ʀانيƨالمي
 Ǝų تحديد  Ưنها:  وحلها�   Žالمما  ƪŗاƀƯ
المماƾƟ Ž نقطة Ưعينة¬ وتحديد النقطة على 

�ƲعيƯ Ʈتقيƀلم ŻواƯ Žالمما Ŧالمنحنى حي

ŵ ŹيƨاŹت Əريقة  ÚوƏ ر�Ɠتنا ŹحوƯ Ƶناŵŏ ƪƨƄلل
تƀمŮ بتحديد النقاƍ حيŦ المماƯ ŽواŻ لهŸا 

�Źالمحو

ƦاتƯعلوƯ لىœ ƞƋŏ


المعاƝŹ الƀابقة المƨتƀبة	  ®Ʊǁا Ţنŏ Ʋيŏ

تعرŢƟ الدالة التربيعية: القيمة الصƜرƻ والقيمة العƔمى�  •

تعرŢƟ الرſوƭ البيانية لبعƊ الدوال الأſية واللوƛاŹيتمية�  •

•  � Úƾſل الأőاƌوالت Úƾſالنمو الأ ŢثلƯ

تعرŢƟ الرſوƭ البيانية للدوال المثلثية�  •

•  �Ƶواعدƣالاشتقاق و ŢƟتعر

®Ʈتتعل Ɲوſ اŷاƯ

œيŬاŵ القيƮ القصوƻ المطلقة والقيƮ القصوƻ المحلية�  •

تطبيƢ نƔرية القيمة المتوſطة�  •

تحديد تżايد وتناƆƣ الدوال�  •

اųتباŹ المƄتقة الأولى للقيƮ القصوƻ المحلية�  •

تحديد تقعر Ưنحنى الدالة�  •

•  �Ɲالانعطا ƍتحديد نقا

اųتباŹ المƄتقة الثانية للقيƮ القصوƻ المحلية�  •

•  �ŵثيرات الحدوƧ والŵ Ʊبيا ƮſŹ

•  �ƻالقصو Ʈتطبيقات على القي

�

�.�

�.� x

y

�.�

�.�
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�.�¥�.�
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المصطلحات الأſاſية 

ƣيƣ ƮصوƯ ƻطلقة - ƣيمة عƔمى Ưطلقة - ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة - نقطة ƏرƟية - نقطة 
ŵاųلية - ƣيمة ƣصوƯ ƻحلية - نقطة حرūة - نƔرية القيمة المتوſطة - الدوال المتżايدة 
 Ɲالانعطا ƍتقة الأولى - التقعر - نقاƄالم Źتباųة - اŵرÚصة - الدالة المطƣالدوال المتنا -

�ŵثيرات الحدوƧ - تقة الثانيةƄالم Źتباųا -
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3-1

!"#$%&' ()*& #$+,
.AM x=  ، M ABd  ، cmAB 6= AMNP; مربعان فيهما  MBQR ل المقابلƨفي الش

.Ʋƨصغر ما يمŏ Ʋمساحتي المربعي ƕموŬون مƨي Ŧبحي - Ɩنريد معرفة موق

0 .

2 1

"-!

 .Ʋالمربعي Ʋم Úد مساحة كلūوŏ  1

® ( )S x x x2 12 362= - + ماذا تمثل   A  2

ŏكمل الŬدول�  B  

X � � � � � � �
( )S x  

) الأصغر® )S x لأƽ قيمة للمتغير X في الŬدول تƨون قيمة   C  

.(� 
) لƨل قيم X على الفترة (�  ) ( )S x S 3 0H- ŧŏبŏ Ţن   A  3

.- Ɩموق Ūاستنت  B  

%XTREME 6ALUES  ƻالقصو Ʈالقي

.hƂر ونتناقƨدعنا نفs Ʋل (�) يمثل بيان الدالة 3 مƨالش

الحالة   ƵŸƷ وفي  ƻصوƣ يمةƣ ا  Ôيضŏ x وتسمى  3= قيمة صغرى عند   3 للدالة  ŏن   Ůويتض
) لƨل X تنتمي œلى مŬال 3. ) ( )S x S 3$

في ŸƷا الدرس سنتعرƝ على القيم القصوى والتي يمŏ Ʋƨن تƨون القيمة الأصغر ŏو القيمة 
الأكبر للدالة مستعينيƲ بدارسة œشارة مشتقة الدالة.

y

x

�

�

ƣيمة عƔمى Ưطلقة

ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة

	2
 ƪƨش

�

� � �

 


1	: القيƮ القصوƻ المطلقة ƞتعري

) تƀمى: )f c  ƱŔƟ  ¬c D!   ¬D الهاŬƯ ةÚ ŷœا Ƨانŵ f Ţال

ƣيمة عƔمى Ưطلقة للدالة f على D عندƯا:  A

( ) ( ) ,f c f x x D6H ! f  

ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة للدالة f على D عندƯا:  B

( ) ( ) ,f c f x x D6 !G f  

القيم العظمى المطلقة والقيم الصغرى المطلقة تسمÚى القيم القصوƻ المطلقة.  •
عظمى  • قيمة  بالقول  نƨتفي  ŏننا   ƽŏ  ƻالقصو  Ʈبالقي المطلقة  القصوى  القيم   تسمى 

ŏو قيمة صغرى. قد يƨون للدالة قيم قصوى مŴتلفة وذلƦ بحسب مŬالها.

Ʈتتعل Ɲوſ
القيƮ القصوƻ المطلقة� •
القيƮ القصوƻ المحلية� •
• �ƻالقصو Ʈالقي ŵاŬيœ

المƠرŵات والمصطلحات
•  ƻصوƣ يمةƣ

%XTREME 6ALUE  
ƣيمة ƣصوƯ ƻطلقة •

 !BSOLUTE %XTREME  
6ALUE  

ƣيمة عƔمى Ưطلقة •
  !BSOLUTE -AXIMUM  
6ALUE  

ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة •
  !BSOLUTE -INIMUM  
6ALUE  

ƣيمة ƣصوƯ ƻحلية •
 ,OCAL %XTREME 6ALUE  

نقطة حرūة  •
#RITICAL 0OINT  

y

x��

�

��

��

��

��

��

�

	1
 ƪƨش
S الدالة Ʊبيا


العƔمى�الصƜرƻ	 للدوال ƻالقصو Ʈالقي

%XTREME 6ALUES OF &UNCTIONS
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ƮſŹ ƖƯ f بيانها عندƯا: ) ¬ ŏوūد ƲƨƯŏ Ʊœ القيƮ القصوƻ للدالة  )f x x2=  Ŧحي  :f D R$ لتƲƨ الدالة: 

A  ,D 3 3= -^ h B  0 2,D = ^ @ C  0 2,D = 6 @ D  0 , 2D = ^ h
:ƪالح

A ( )f x x2= بياƱ الدالة:  D الŬالم D على f المطلقة للدالة ƻالقصو Ʈالقي

xy 2=

x

y

�

�

�

�

�

¥�

( , )3 3- لا توūد ƣيمة عƔمى Ưطلقة�

0 ƽاوƀطلقة تƯ ƻرƜƇ يمةƣ دūتو

x 0= عند 

B xy 2=

x

y

�

�
�
�

� �

�

¥� �

,0 2^ @  4 ƽاوƀطلقة تƯ مىƔيمة عƣ دūتو

x 2= عند 

لا توūد ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة�

C xy 2=

x

y

�

�

�

�

�

�

¥� �

,0 26 @ x 2= توūد ƣيمة عƔمى Ưطلقة تƀاوƽ 4 عند 

x 0= ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة تƀاوƽ 0 عند 

D xy 2=

x

y

�¥�

�

�

�

�

�

( , )0 2 لا توūد ƣيƣ ƮصوƯ ƻطلقة�
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y

x

�

�¥�

�

�

�

� �

� ŏوūد القيƮ القصوƻ للدالة على المŬالات التالية:  y x x4 32= - +  Ʊبيا ƪÚيمث ƪƨƄال  1

A  ,3 3-^ h B  ,2 36 @ C  ,1 3^ h D  ,3 4h6

يتÚضŮ مما سبŏ ƢنÚ الدالÚة قد لا تƨوƱ لها قيمة عظمى ŏو قيمة صغرى. وŸƷا لا يحدť مƖ الدوالÚ المتصلة على فترات مغلقة.

ƻرية القيمة القصوƔ: ن	1
نƔريÚة 


 f ƱŔƟ ;a تƨوƱ لها ƣيمة عƔمى Ưطلقة وƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة على ƵŸƷ الƠترة� b= لقةƜƯ ترةƟ تصلة علىƯ ةÚ ŷœا Ƨانŵ f Ţال

) فŔننا نسمي� , )c a b!   ،  [ , ]a b ǈƯحƔة: لتƲƨ الدالة f معرفة على 
, نقاƏ ƍرƟية� ( )a f a^ h  ،  , ( )b f b^ h  1

, نقطة ŵاųلية� ( )c f c^ h  2

�[ , ]a b الأشƨال التالية تمثÚل بعض الحالات لقيم عظمى وقيم صغرى لدوال متÚصلة على فترات مغلقة 

A B x

y
, ( )a f a^ h

, ( )b f b^ h
( )y f x=

A B x

y

( )y f x=

, ( )x f x1 1^ h

x1

, ( )x f x2 2^ h

x2

	4
 ƪƨش

x a= ) عند  )f a للدالة قيمة عظمى 

x b= ) عند  )f b وللدالة قيمة صغرى 

وƵŸƷ القيم عند نقاط Əرفية

	3
 ƪƨش

x x= ) عند 1 )f x1 للدالة قيمة عظمى 

x x= 2 ) عند  )f x2 وللدالة قيمة صغرى 

وƵŸƷ القيم عند نقاط داخلية

, ( )b f b^ h

, ( )x f x1 1^ h
x1

( )y f x=

A B x

y

A B x

y

, ( )a f a^ h

, ( )x f x1 1^ h

x1

( )y f x=

	6
 ƪƨش

x b= ) عند  )f b للدالة قيمة عظمى 
x x= ) عند 1 )f x1 وللدالة قيمة صغرى 

القيمة العظمى عند نقطة Əرفية
والقيمة الصغرى عند نقطة داخلية.

	5
 ƪƨش

x x= ) عند 1 )f x1 للدالة قيمة عظمى 
x a= ) عند  )f a وللدالة قيمة صغرى 

القيمة العظمى عند نقطة داخلية
والقيمة الصغرى عند نقطة Əرفية.
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ƯعلوƯة:
الدالة الثابتة على الƠترة 

 ƻصوƣ يمةƣ لها ,a b6 @
�ƎقƟ طلقة واحدةƯ

Ʊŏ ƽŏ القيمة العƔمى 
�ƻرƜالقيمة الص ƽاوƀت

تƧŸر:
) ƛير Ưوūوŵة  )f cl  Ʊوƨت

 c عند  f  للدالة ƱاƧ اŷœ
 ŽماƯ وŏ śو ناŏ ƲƧŹ

�ƾſŏŹ

 ,OCAL %XTREME 6ALUES القيƮ القصوƻ المحلية 


2	: القيƮ القصوƻ المحليÚة ƞتعري

: ( )f c  Ʊوƨت ¬c ƽتوحة تحوƠƯ ترةƟ D ¬ f  لية للدالةųاŵ نقطة , ( )c f c^ h Ʋƨلت

( ) ( )f c f xH  
   x D6 ! ƣيمة عƔمى ƯحليÚة عند c عندƯا:   A

( ) ( )f c f xG  
   x D6 ! ƣيمة ƜƇرƯ ƻحليÚة عند c عندƯا:   B

A B

) ƣيمة عƔمى Ưطلقة )f d
لا توūد قيمة للدالة ŏ fكبر منها وƷي 

ا عƔمى Ưحلية. Ôيضŏ
) ƣيمة عƔمى Ưحلية )f c

لا توūد قيمة للدالة ŏ fكبر 
منها وقريبة.

) ƣيمة ƜƇرƯ ƻحلية )f e
لا توūد قيمة للدالة ŏ fصغر 

منها وقريبة.

) ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة )f a
لا توūد قيمة

للدالة ŏ fصغر منها.
DEC x

y

( )y f x=

	7
 ƪƨش

.;A 
 B= الهاŬعلى م ƻصوƣ Ʈيƣ اƷة عندÚالدال Ŧنقاط حي Ɩربŏ ƶا لĐا بياني Ôل (�) رسمƨالش ƲÚيبي

 Ʋصغر مŏ E ة عندÚقيمة الدال Úنŏ Ʋفي حي ، ( )f a تقƖ القيمة الصƜرƻ المطلقة للدالÚة عند A وƷي 
ƽŏ قيمة قريبة منها سواŌ مū Ʋهة اليميŏ Ʋو اليسار ولŸلƦ تسمى ƣيمة ƜƇرƯ ƻحلية.

يرتفƖ المنحنى ناحية اليسار وينŴفض ناحية اليميƲ حول النقطة C، محدÔŧا ƣيمة عƔمى ƯحليÚة 
.D طلقة عندƯ مىƔيمة عƣ ة لهاÚن الدالŏ Ʋفي حي ( )f c قدرƷا 

 Ţا ليسƷو المشتقة عندŏ الصفر ƽا تساوƷون المشتقة عندƨة التي تÚال الداخليŬنقاط الم
موūودة. سنطلƢ عليها تسمية خاصة كما في التعريƞ التالي�

#RITICAL 0OINT 
3	: النقطة الحرūة  ƞتعري

) ƛير Ưوūوŵة� )f cl ) ŏو  )f c �=l , تƀمى نقطة حرūة عندƯا ( )c f c^ h  f  ةÚ النقطة الداųليÚة للدال

.ũالعدد الحر C ة: يسمى العددƔحǈƯ

ŏوūد النقاƍ الحرūة لƲƯ Úƪƨ الدوال المتصلة التالية:

A  ( )x x xg 3 53 2= - +   B  ( )
,

,
f x

x x

x x

� �
� � �

2 1

H
=

+

-
)
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:ƪالح

�R R وƣابلة لǈشتقاق على  ŵ gالة Ƨثيرة حدوƯ ŵتصلة على   A

 ( )'g x x x3 62= -

 ( )'g x 0=    Ɩƌن

 x x3 6 02 - =

 x x3 2 0- =^ h
 ,x x0 2= =

 ( ) , ( ) ( ) ( )g g0 5 2 2 3 2 5 13 2= = - + =

) نقطتاƱ حرūتاƱ للدالة g على ŬƯالها , ) , ( , )0 5 2 1  Ʊالنقطتا  `

( )

:

:

:

xf'
x x

x
x

2 1

1

3 1

1

2

= =*Ŧتبح  B

 ( ) ( )f 1 3 1 1 2= - =

x 1= نبحŦ الاشتقاق عند 

=
-
(1)

(1)1
lim h

f h f
0h

-+

" -
f '

^ h
Ʊœ وūدت 

 =
-

1
(1)

21
lim h

h 2

0h

+ -+

" -
f '

^ h

 1 2 1 2lim h
h h2

0h

+
=

-+ +

" -

 lim h
h h2

0h
=

+

" -

^ h1

1

 
-

2 2lim h
0h

+ ==
"
^ h

 2=
-
(1)f` '

=(1)
(1)1

lim h
f h f

0h

-+

" ++
f '

^ h
Ʊœ وūدت 

 1
(1)

3 21lim h
h

0h

- -
=

+

" ++
f '

^ h

 3 3 3lim h
h

0h

+ -
=
" +

 3lim h
h

0h
=
" +

1

1

 3 3lim
0h

= =
" +

 + (1) 3=f` '

 ) +-
(1 (1)! f 'fa '
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تƧŸر:
ŷœا ƧانŢ الدالة  f لها ƄƯتقة 
عند نقطة ŔƟنها تƨوƯ Ʊتصلة 

عند ƵŸƷ النقطة�

) ليƯ Ţƀوūوŵة� )f 1 `'

1, نقطة حرūة� 2^ h النقطة  `
   , 1( )f x x3 2='

   1 , ( )fx x 0(` 6 3 !! '^ h
`  لا توūد نقاƍ حرūة على ƵŸƷ الƠترة�

   :2( )f x x x 11='

   , 1x x0 02 ( 3! -= = ^ h
x 0= للدالة نقطة حرūة عند 

   ( ) ( )f 0 0 1 12= + =

0, نقطة حرūة� 1^ h النقطة  `

ŏوūد النقاƍ الحرūة لƲƯ ƪƨ الدوال المتصلة التالية:  2
A  ( )f x x x x4 8 103 24= - - +   B  ( )f x x 5= -

x, لأن  c x e= = الحرūة تƨون عند  النقاط  ŏن  السابƢ نŬد  الشƨل (�)  œلى  وبالعودة 
المشتقة عند كل منهما تساوƽ الصفر (لماذا®)

x لأن المشتقة عندƷا ليسŢ موūودة (لماذا®) d= وكŸلƦ توūد نقطة حرūة عند 

	&ERMAT@S 4HEOREM
 نƔريÚة 
2	: القيƮ القصوƻ المحليÚة 

, نقطة حرūة� ( )c f c^ h ÚƱŔƟ x c= 
عƔمى ŏو ƜƇرƻ	 ƯحليÚة عند  ƻصوƣ يمةƣ  f  ةÚ ŷœا ƧانŢ للدال

) ƣيمة ƣصوƯ ƻحلية )f c  Ʊوƨت Ʊŏ ةŹروƌبال žليƟ f , نقطة حرūة للدالة  ( )c f c^ h ŢانƧ اŷœ

f(0) ليسŢ قيمة قصوى محلية.  Ʋƨول x 0= ) لها نقطة حرūة عند  )f x x3= فمثÔǆ الدالة 

,a b6 f المتصلة على الƠترة @ ųطوات œيŬاŵ القيƮ القصوƻ المطلقة للدالة 

 Ƣل التمثيل البياني لها وتطبيǆخ Ʋم f اد النقاط القصوى المطلقة للدالةŬيœ كيفية Ţتعلم
تعريƞ (�) عليها.

� ,a b6 واǁن سنعرض خطوات œيŬادƷا ūبريĐا على @

,x a x b= = œيŬاد قيم الدالة عند النقاط الطرفية�   1


�œ (Aن وūدت. B) في الفترة f ة للدالةūاد النقاط الحرŬيœ  2


�A; وŏصغر قيمة  B= ي قيمة عظمى مطلقة فيƷ 1  
 2  ƲطوتيŴكبر قيمة للدالة في الŏ  3
.;A�
 B= ي قيمة صغرى مطلقة فيƷ للدالة
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�;0
ƾƟ 3 الƠترة =3  1( )f x x x
3
- +=   :  f  ة المتصلةÚ ŏوūد القيƮ القصوƻ المطلقة للدال

:ƪالح

�;0
a الدالة Ư fتصلة على =3 

�;0
` الدالة f لها ƣيمة عƔمى Ưطلقة ولها ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة ƾƟ الƠترة =3 

 x 0=  ¬ x 3= نوūد ƣيƮ الدالة عند النقاƍ الطرƟية 

 ( ) ( ) 3( ) 1 1f 0 0 03= - + =

 ( ) ( ) 3( ) 1f 3 3 3 193= - + =

 ( ) 3 1f x x x3= - +

 '( ) 3 3xf x2= -

    '( ) 0f x =    Ɩƌن

 x x� � � � �2 2&- = =

 x �2 =

 , ,x � � � �` != ^ h
 , ,x � � � �g= - - ^ h
 (1) (1) 3(1) 1 1 3 1 1f 3= - + = - + = -

1 نقطة حرūة� , 1 `-^ h
x 0 1 3

( )f x 1 1- 19  

ƲƯ الŬدول:

19 ƾƷ ;0
Ƨŏبر ƣيمة للدالة ƾƟ f الƠترة =3 

`  ƣ 19يمة عƔمى Ưطلقة�

1-  ƾƷ ;0
ƜƇŏر ƣيمة للدالة ƾƟ f الƠترة =3 

ƣ 1يمة ƜƇرƯ ƻطلقة� `-

� ,2 1-6 )  ƾƟ الƠترة @ ) 3 1f x x x3 - +=    :  f ةÚالمطلقة للدال ƻالقصو Ʈد القيūوŏ  3
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,2 3-6 )  ƾƟ الƠترة @ )f x x
2
3=  :  f  المطلقة للدالة المتصلة ƻرƜمى والصƔالع Ʈد القيūوŏ

:ƪالح

� ,2 3-6 a الدالة Ư fتصلة على @

�;-2
` الدالة f لها ƣيمة عƔمى Ưطلقة ولها ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة على الƠترة =3 

,x x2 3= - = نوūد ƣيƮ الدالة عند 

 ( ) ( ) ( )f 2 2 2 43
2

23 3- = - = - =

  .1 587.

 ( )f 3 3 3 93
2

23 3= = =

  .2 08.

 ' ( )f x x
x3

2
3

2
3
1

3= =
-

Ʋƨول  ' ( )xf 0!  Ʊŏ ƒلاح

( )f 0 0= x المƄتقة ليƯ Ţƀوūوŵة¬   0= عند 

0, نقطة حرūة� 0 `^ h
x 2- 0 3

( )f x 1�587 0 2�08    

ƲƯ الŬدول:

3
2
3  ƾƷ ,2 3-6 Ƨŏبر ƣيمة للدالة  ƾƟ  f الƠترة @

ƣ 33يمة عƔمى Ưطلقة�
2

`

0 ƾƷ ,2 3-6 ƜƇŏر ƣيمة للدالة  ƾƟ  f الƠترة @

ƣ 0يمة ƜƇرƯ ƻطلقة� `

,1 36 )  ƾƟ الƠترة @ )f x x
1
2= ŏوūد القيƮ العƔمى والصƜرƻ المطلقة للدالة:   4

Ů التمثيل البياني للدالة  f  في مثال (�). ÚƋل (�) يوƨالش

نǆحŏ ƒن�

x

y
�

� �

�

�

�¥�

	8
 ƪƨش

 x 3= f  لها قيمة عظمى مطلقة ��.� تقريبÔا عند 

0x = ولها قيمة صغرى مطلقة Ʒي صفر  عند 
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( ) , , :f x x ax bx a b f5 R3 2 != + + +  Ʋƨلت

1 , 3
1

x x= =     :ƲƯ ÚƪƧ حلية عندƯ ƻصوƣ يمةƣ للدالة ƱاƧو

a  
  b Ʋالثابتي ƲƯ ƪƧ يمةƣ دūوŏ

ŵثيرة حدوƧ الةŵ  f  a  :ƪالح

R `  Ư  fتصلة وƣابلة لǈشتقاق على    

     ' ( ) 3 2a bf x x x2 += +

,x x1
3
1

= = a  للدالة ƣيƣ ƮصوƯ ƻحلية عند 

:ƾما وبالتالƷة للدالة عندūحر ƍد نقاūتو  `

     ' '1 3
1

0( ) 0 ,f f= =` j
:Ʋنيتيǁا Ʋلتيŵعلى المعا ƪنحص

     
3(1) 2 (1) 0

3 3
1

2 3
1

0

a b

a b
2

2 + =

+ + =

+

` `j j*

     
2

3
2

3

a b

a b

3
1

+ =

+ =

-

-
*

,a b2 1= - = اſتŴدƭ اǁلة الحاſبة 

ƪالح ŵاŬالعلمية لإي

 ( ) , , :f x x ax bx a b f2 1 R3 2 != + + +  Ʋƨلت  5

,x x1 2= - =  :ƲƯ ƪƧ حلية عندƯ ƻصوƣ يمةƣ للدالة ƱاƧو  

a   
   b Ʋالثابتي ƲƯ ƪƧ يمةƣ دūوŏ  

الربƎ بالتƨنولوūيا:
ųطوات الحƪ المƀتŴدƯة 

 Ʋنيتيō ƲلتيŵعاƯ ƪلح
بمتƜيريƲ بالحاſبة�

-ODE  ŭتاƠالم ƎƜƋا
يƔهر على الƄاشة 

ų 8ياŹات لبراƀƯ ŪƯتŴدƯة¬
:(415  :ŪƯتر البرناųا

 ƚيƇ 4 اشةƄهر على الƔيƟ
لمعاŵلات:

اųتر الصيƜة:
:a x b y c1 n n n+ =

ƟيƔهر على الƄاشة 
المصƠوƟة:

a b c
2
1 4 4 4

4 4 4
; E  

 Ʋلتيŵالمعا ƲƯ ĐǈƧ ŜتƧا
:ƾالتال ƪƨƄعلى ال

ax by c+ =  
اǄƯ المربعات ƾƟ الƀطر 

 Ʈŧ �  ƶيلي x ƪƯالأول بمعا
 c يمةƣ Ʈŧ �  ƶيلي y ƪƯعاƯ

� �  ƶيلي
�ƾطر الثانƀال ƾƟ العملية ŹرƧ

 ŭتاƠعلى الم Ʊǁا ƎƜƋا
 x يمةƣ هرƔت �

المŬهول الأول	

 ŭتاƠانية على المŧ ƎƜƋا
 y يمةƣ هرƔت �
	ƾهول الثانŬالم


ǈƯحƔة:
 ƪح ƦلŸƧ Ʀنƨيم
 Ʋنيتيǁا Ʋلتيŵالمعا

ƝŸريقة الحƏ ƭداŴتſبا
�Ɗريقة التعويƏ وŏ
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3-2
تżايد وتناƆƣ الدوال

)NCREASING AND $ECREASING &UNCTIONS

!"#$%&' ()*& #$+,
ا يلي� Úب عمūŐف ( ) 1f xx 2= -  Ţذا كانœ

, ( ) , ( ),A f fB1 1 2 2- -^ ^h h Ʋارسم المستقيم المار بالنقطتي  1

.m AB^ h د الميلūوŏ مŧ  y

x

�

�¥�

�

�

�
¥�

¥�

B

A

 ®[ 1,2]- Ʒل الدالة f متصلة على   2

®( 1,2)- وƷل f قابلة لǆشتقاق على الفترة   

2
1x = ŏوūد ميل المماس لمنحنى f عند   3

2
1 ( 1,2)d -a iلاحŏ ƒن   

. 1  
 3  Ʋقة بيǆالع Ūاستنت  4

-EAN 6ALUE 4HEOREM طة  Úſة القيمة المتوÚريƔن

ل التغيÚر للدالÚة  Úة على فترة ما، ومعدÚر دالÚط معدل تغي Úمتوس Ʋطة بي Úة القيمة المتوسÚتربط نظري

x

y

A C B

!

"
( )cf =l ميل المماس 

ƖƏللقا Żمماس موا

	1
 ƪƨش

( )y f x=

عند نقطة تنتمي œلى ƵŸƷ الفترة. 

تƨمƲ نتائŬها القويÚة في صميم بعض التطبيقات الƨثيرة 
الأƷميÚة في علم حساś التفاƋل والتƨامل.


�! على  "  Ʋنقطتي Ʋبي œنƶÚ في مƨان ما  النظريÚة  تقول 
 Úمماس Úخط ƪƣد على الأūشتقاق، يوǆمنحنى دالة قابلة ل
. i(�) لƨكما في الشi AB واحد يواƽŻ قاƖƏ المنحنى 

( ) ( )
AB b a

f b f a
m =

-

-^ h

طة Úſة القيمة المتوÚريƔ: ن	3
نƔريÚة 

ŷœا Ƨانŵ  f  Ţالة:

;a 
 b= ترةƠصلة على الÚتƯ  1

	a 
 b
ƣابلة لǈشتقاق على الƠترة   2

( )
( ) ( )f c b a
f b f a

=
-
-

'  Ŧبحي ,c a b! ^ h ƪƣد على الأūيو ƶÚنŔƟ  

Ʈتتعل Ɲوſ
نƔرية القيمة المتوſطة� •
تżايد وتناƆƣ الدوال� •
الدوال المطرŵة� •
الدالة الثابتة� •

المƠرŵات والمصطلحات
نƔرية القيمة المتوſطة  •

-EAN 6ALUE 4HEOREM  
الدوال المتżايدة •

)NCREASING &UNCTIONS  
الدوال المتناƣصة •

$ECREASING &UNCTIONS  
ŵة  • Úالدالة المطر

-ONOTONIC &UNCTION  

ƯعلوƯة:
 Ʊوƨſ ƲƯ ةŹياſ ƕŹاƀت Ʊœ
 120 M ƀƯاƟة   Ɩلتقط
Ưعدل   ƚيبل  8 S يƀتƜرق 
 ƵŸƷ ǈųل  الƀياŹة  ſرعة 

الƠترة الƯżنية

8
120

15 m/s=

54 KM�H ƽŏ
القيمة المتوſطة  تƠيد نƔرية 
 ƾƟة وŹياƀق الǈل انطǈų ƶنŏ
 Źاƀة على المŵحدƯ اƯ نقطة
يƱŏ ŜŬ يƄير عداŵ الƀرعة 

54 KM�H لىœ
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 ƭالنظرية وعد ƶب Ŗتنب ƽŸال C دūكيد يوŐذا توفرت الشروط فبالتœ ƶنŏ ƽŏ ،مةŻلا Ţشروط نظرية القيمة المتوسطة كافية وليس
.Ʀذل ŮƋحظات التالية توǆوالم C ودūو ƭلا يعني بالضرورة عد ƲيƏحد الشرŏ Ƣتحق

! "

�

�

¥�

y

x

y x=

	2
 ƪƨش

ǈƯحƔات: 

 Żموا Úلبيان الدالة مماس Ʊوƨد لا يƣ ƶنŔي النظرية (�) فƏحد شرŏ Ƣذا لم يتحقœ  1
. AB  ƖƏللقا

[ , ]1 1- ) دالة متصلة على الفترة  )f x x=  ، Ôǆفمث  

.x 0= ) باستثناŌ عند  , )1 1- وقابلة لǆشتقاق عند كل X تنتمي œلى   

AB (شƨل �).  ƽŻيوا Úمماس ƶل žبيان الدالة لي  

(A�
 B) لى الفترةœ تنتمي X Úشتقاق عند كلǆقابلة ل f ةÚل (�) بيان دالƨش ƲÚيبي  2

	3
 ƪƨش

A B

x

y

( )y f x=

a b

 . ,a b^ ومتÚصلة على الفترة @  

. AB  ƽŻد مماس يواūلا يو Ʋƨول  

بيان الدالة في الشƨل (�) يبيƲÚ نقطة انفصال  3

وبالرغم مƲ عدƭ توفر شرط مƲ شروط نظرية  

القيمة المتوسطة œلاŏ Úنƶ يوūد مماس للمنحنى  

. AB  ƽŻيوا C عند  

	4
 ƪƨش

y

xa c b
B

A

Ŧنقطة واحدة بحي Ʋكثر مŏ ادŬيœ Ʋƨيم  4

( )
( ) ( )

, ,f c b a
f b f a c a b!= -

-
' ^ h  

ŏ ƽŏن المماس عند كل مƲ النقاط  

, ( ) , ( ),c f c c f c2211^ ^h h  

AB كما في الشƨل (�).  ƽŻيوا  
	5
 ƪƨش

y

x
a c1

c2 b

B

A

( ) ( )f fa b= في نظرية القيمة المتوسطة œذا كان   5

C ن المماس للمنحنى عندŏ ƽŏ ( ) 0f c =' فŔن   

يواƽŻ القاƖƏ ويواƽŻ محور السينات ŏ ƽŏن  

المماس ŏفقي كما في الشƨل (�).  
x

y

c ba

A B

	6
 ƪƨش
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�Ʀابتūœ ر ÚƀƟرية وƔالن ƶب Ŗتنب ƽŸال c دūوŏ Ʈŧ ¬;0
) تحقƢÚ شروƍ نƔرية القيمة المتوſطة على الƠترة =2  )f x x2=  :  f  ةÚ بيƱŏ ƲÚ الدال
:ƪالح

�	0
 2
Ɵ  RهƯ ƾتصلة على الƠترة =2 
0;¬  وƣابلة لǈشتقاق على  ) ŵالة Ƨثيرة حدوƯ ŵتصلة على  )x xf 2=  :  f  الة Úالد
�;0
�  شروƍ نƔريÚة القيمة المتوÚſطة Ưحققة على الƠترة =2 

:Ŧبحي ,( )c 0 2!  ƪƣد على الأūيو  �

      ( )
( ) ( )f c b a
f b f a

=
-

-
' نƔرية القيمة المتوſطة 

  ( ) ( )f f
2 0
2 0

=
-

-

      ( ) ( ) , ( )f f0 0 0 2 2 42 2a = = = =

  ( ) , ( )c cf x x f2 2= =' '

      ( ) ( )
c
f f

2 2 0
2 0

` = -
-

   c2 2 0
4 0

=
-
-

   c2 2=

  ( , )c 1 0 2!=

التƀƠير:
( , ) , ( , )0 0 2 4  Ʋبالنقطتي Źالما ƖƏالقا ƽŻيوا  x 1= Úة f   عند  يوūد ƯماŽ لمنحنى الدال

،[ ],3 1- طة على الƠترة  Úſة القيمة المتوÚريƔن ƍشرو ƢÚتحق ( )f x x x22= + بيƱŏ ƲÚ الدالÚة   1

�Ʀابتūœ ر ÚƀƟرية وƔالن ƶب Ŗتنب ƽŸال c يمةƣ دūوŏ Ʈŧ  

 ¬[ ],3 3- )1 تحقƢÚ شروƍ نƔرية القيمة المتوſطة على الƠترة  )f x x3 +=  :  f  ةÚ بيƱŏ ƲÚ الدال
�Ʀابتūœ ر ÚƀƟرية وƔالن ƶب Ŗتنب ƽŸال c دūوŏ Ʈŧ

:ƪالح
�( , )3 3- ] وƣابلة لǈشتقاق على الƠترة  ],3 3- Ɵ RهƯ ƾتÚصلة على الƠترة  ŵ fالة Ƨثيرة حدوƯ ŵتصلة على  Úة  الدال

�[ ],3 3- �  شروƍ نƔريÚة القيمة المتوÚſطة Ưحققة على الƠترة 
:Ŧبحي ( , )c 3 3! -  ƪƣد على الأūيو  �

      ( )
( ) ( )f c b a
f b f a

=
-

-
'

  3 3
3 3

( )
( ) ( )f f

=
- -

- -

  3 3 1 3 3 1( ) ( ) , ( )26 28f f3 3a - - + - += = = =
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     ,( ) ( )3 3c cf x x f2 2= =' '

     ( ) ( )
3 3

3 3
( )c

f f
3

2`
-

=
- -

-

     3 3 3
28 ( )

c 9
26

6
542

+=
- -

= =

  3c
9

32 = =

  ( ) , ( )3 3, 3 3 3,3c c! != - = - -

التƀƠير:

,x x3 3= = - يوūد ƯماſاƱ لمنحنى الدالة  f  عند:    

, , ,3 28 3 26- -^ ^h h    :Ʋبالنقطتي Źالما ƖƏالقا ƱياŻيوا Ʊاſوالمما

 ƶب Ŗتنب ƽŸال c دūوŏ Ʈŧ ¬;0
3 تحقƢÚ شروƍ نƔرية القيمة المتوſطة على الƠترة =4  2( )f x x x3 - +=   : f  ةÚالدال Ʊŏ ƲÚ2  بي
�Ʀابتūœ ر ÚƀƟرية وƔالن

)NCREASING AND $ECREASING &UNCTIONS تżايد وتناƆƣ الدوال 


4	: تżايد وتناƆƣ الدوال ƞتعري

:Ʊœ نقول � I ترةƠة على الƟ ÚعرƯ ةÚ لتŵ f Ʋƨال

,( ) ( ) ,x x f x f x x x I( 61 1 !1 2 1 2 1 2   :ƱاƧ اŷœ I ايدة علىżتƯ ةÚالŵ  f  1

,( ) ( ) ,x x f x f x x x I( 61 2 !1 2 1 2 1 2   :ƱاƧ اŷœ I صة علىƣتناƯ ةÚالŵ  f  2

, , ( ) ( )x x I f x f x6 ! = 221 1 ǈƯحƔة: تƨون الدالة  ŧ  fابتة على الفترة ( عندما� 

y

x1 x2 x

( )f x2

x2

( )f x1

x1

y

xa b

y

x

( )f x2
( )f x1

x1 x2a b

	9
 ƪƨش	8
 ƪƨش	7
 ƪƨش

ŵالة Ưتżايدةŵالة Ưتناƣصةŵالة ŧابتة

-ONOTONIC &UNCTION Úة المطÚرŵة  الدال

Úة ƯطÚرŵة على ƵŸƷ الƠترة� Úة التƾ تƨوŵ ƱاŗمÔا Ưتżايدة على Ɵترة ŏو ŵاŗمÔا Ưتناƣصة على Ɵترة¬  يقال عنها œنÚها ŵال الدال
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ننا نظرية القيمة المتوسطة مƲ تحديد ŏيƲ تتزايد الدوال وŏيƲ تتناقص بالضبط. Úƨتم

اتها سالبة تƨون دوالÚ متناقصة. Úالتي مشتق Úمتزايدة، والدوال Úون دوالƨبة تūاتها مو Úالتي مشتق Úالدوال

ويتضŮ ذلƦ مƲ خǆل النظرية التالية�

نƔرية 
4	: الدوالÚ المتżايدة والدوالÚ المتناƣصة والدوال الثابتة

�	a 
 b
Úة ƣابلة لǈشتقاق على  لتŵ f Ʋƨال

�	a 
 b

 a	f ÚƱŔƟ ¬ تتżايد على  b
) عند x ÚƪƧ تنتمœ ƾلى الƠترة  )f x 02'  ŢانƧ اŷœ  1

�	a 
 b

 a	f ÚƱŔƟ ¬ تتناƆƣ على  b
) عند x ÚƪƧ تنتمœ ƾلى الƠترة  )f x 01'  ŢانƧ اŷœ  2

�	a 
 b

 a	ÚƱŔƟ ¬ الدالة ŧ fابتة على  b
) عند x ÚƪƧ تنتمœ ƾلى الƠترة  )xf 0='  ŢانƧ اŷœ  3

( )f x x x5 62= - +  :  f  للدالة Ɔƣترات التناƟايد وżترات التƟ دūوŏ

:ƪالح

R الدالة  Ƨ  fثيرة حدوƟ ŵهƯ ƾتصلة على 

      ( )f x x2 5= -'  :  f  تقة الدالةƄƯ دūنو

      ( )f x 0='  Ɩƌن

      x x2 5 0 2
5(- = =

f ' Ʊ الŬدول لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن

,2
5 3a k, 2

53-a kتراتƠال

� �- -f ' œشاŹة 

f  الدالة ƥلوſ

3- 32
5

  

ƲƯ الŬدول:

, 2
53-a k ترةƠصة على الƣتناƯ  f

,2
5 3a k ترةƠايدة على الżتƯ  f

( )f x x x4 32= - + -  :  f  للدالة Ɔƣترات التناƟايد وżترات التƟ دūوŏ  3
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( ) 3 9 1f x x x x3 2= - - +  : f  Ʋƨلت

ŵ الƠترات حيŦ تƨوƯ f  Ʊتżايدة   والƠترات حيŦ تƨوƯ  f  Ʊتناƣصة� Úحد

:ƪالح

R الدالة  Ƨ  fثيرة حدوƟ ŵهƯ ƾتصلة على 

نوūد ŏولاƄƯ Ôتقة الدالة:

     ( ) 3 96f x x x2= - -'

     ( ) 0f x ='   Ɩƌن

    3 0x x6 92 - - =

  3( 1)( 3) 0x x+ - =

  1 , 3x x= - =

f ' Ʊ الŬدول لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن

,3 3^ h,1 3-^ h, 13- -^ hتراتƠال

� �- -� �f ' œشاŹة 

f  الدالة ƥلوſ

3- 31- 3

  

,1 3-^ h ترةƠصة على الƣتناƯ3,   و 3^ h ترةƠوال , 13- -^ h ترةƠال ƲƯ ÚƪƧ ايدة علىżتƯ  f  دول:     الدالةŬال ƲƯ

� f  للدالة Ɔƣترات التناƟايد وżترات التƟ ŵ Úحد � ( )f x x x63 -=  :  f  ŢانƧ اŷœ  4

.Ƣفي مثال (�) الساب  f  ل بيان الدالةÚل (��) يمثƨالش

��
y

x
¥��

¥�¥�¥�¥�

ƯتżايدةƯتناƣصةƯتżايدة

¥��

¥��

� � � � � �

( )f x x x x3 9 13 2
= - - +

	10
 ƪƨش

Ů فترات التزايد وفترات التناقص. ÚƋبيان الدالة يو
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� ( )f x x
x

1

2

=
-

ŷœا Ƨانf  Ţ  الدالة: 
Ɵ ŵترات التżايد وƟترات التناƆƣ للدالة� Úحد

:ƪالح
x 1R! - " , Ŧحي x ƪƨتصلة لƯ ƾهƟ بيةƀية نŵحدو  f  الدالة

( )
( )

( ) ( )f x
x

x x x
1

2 1 1
2

2

=
-

- -' نوūد ƄƯتقة الدالة    

    
( )x
x x x

1
2 2

2

2 2

=
-

- -

  
( )
( )
x
x x

1
2
2=

-

-

     ( )f x 0='   Ɩƌن

  
( )
( )
x
x x

1
2

02-

-
=

     ,x x0 2( = =

f ' Ʊ الŬدول لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن

,2 3^ h,1 2^ h,0 1^ h, 03-^ hتراتƠال

�--�f ' œشاŹة 

f  الدالة ƥلوſ

33- 10 2

رƟة
 Ưع

ƛير

   

,1 2^ h ترةƠ0, وال 1^ h ترةƠال ƲƯ ƪƧ صة علىƣتناƯ2, و 3^ h ترةƠوال , 03-^ h ترةƠال ƲƯ ƪƧ ايدة علىżتƯ  f  دولŬال ƲƯ

( ) 2f x x
x

1

2

=
-

 :  f  للدالة Ɔƣترات التناƟايد وżترات التƟ ŵ Úحد  5

ƍاƄن

f f وبياƄƯ Ʊتقتها ' الƪƨƄ المقابƪ يوŮÚƋ بياƱ الدالة 

x

y

�

�

¥�

¥�

¥�

¥�
¥�

�

�

( )f x x3 32
= -'

( )f x x x33
= -  :ƾا يلƯ ƪمƧŏ

 ƽŏ يناتƀال ŹحوƯ علىŏ Ɩيق f Ư fتżايدة وƯنحنى الدالة ' , الدالة  13- -^ h ترةƠال ƾƟ
,x 16 3! - -^ h بةūوƯ ( )f x'  Ʊŏ

 �������������������������  Ɩيق f f �������������������������  وƯنحنى الدالة ' 1, الدالة  1-^ h ترةƠال ƾƟ
������������������������� Ʊŏ ƽŏ

 �������������������������  Ɩيق f f �������������������������  وƯنحنى الدالة ' 1, الدالة  3^ h ترةƠال ƾƟ

������������������������� Ʊŏ ƽŏ
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3-3

!"#$%&' ()*& #$+,
^} لƨل فقرة مناسبة في الŬدول  h مةǆع ƖƋ Úمŧ ،Ƶدناŏ لƨلى بيان الدالة في الشœ انظر

�Ƶدناŏ

f �=l

A C
�

C
�

C
� C

�
C

� B x

y

فة Úغير معر f l
f �=l

f �=l

f �=l

 

الفترة 
(المŬال)

قيمة صغرى 
مطلقة

قيمة عظمى 
مطلقة

قيمة صغرى 
محلية

قيمة عظمى 
محلية

تزايد في
فترة

تناقص في 
فترة

,a c26 @
,c c31 h6
,c c2 3h6
,c c3 5h6
,c c1 46 @
,c b56 @

نƔريÚة 
5	: اųتباŹ المƄتقة الأولى للقيƮ القصوƻ المحليÚة
, نقطة حرūة� ( )c f c^ h ŢانƧالها وŬƯ صلة علىÚتƯ ةÚ لتŵ  f Ʋƨال

f  ƱŔƟ ¬ x  يƨوƱ لها  c= f تتƜيÚر ƲƯ الموœ Ŝūلى الƀالŜ عند  ' ŷœا Ƨانœ ŢشاŹة المƄتقÚة   1
�c حلية عندƯ مىƔيمة عƣ

f ƱŔƟ ¬ x يƨوƱ لها ƣيمة ƜƇرƯ ƻحلÚية  c= ƲƯ f الƀالœ Ŝلى الموŜū عند  ŷœا تƜيرت œشاŹة '  2
�c عند

�c ية عندÚحلƯ ƻصوƣ يمةƣ لها Ʊوƨلا ي f ƱŔƟ ¬ x c= f عند  ' ŷœا لƮ تتƜيÚر œشاŹة   3

Ʈتتعل Ɲوſ
 اųتباŹ المƄتقة الأولى لتحديد  •

القيƮ القصوƻ المحلية�
 تحديد تقعر Ưنحنى الدالة  •

باſتŴداƭ المƄتقة الثانية ŏو 
�ƾالبيان Ʈſالر

 تحديد نقاƍ الانعطاƝ بدŹاſة  •
المƄتقة الثانية�

 اųتباŹ المƄتقة الثانية لتحديد  •
القيƮ القصوƻ المحلية�

المƠرŵات والمصطلحات
ƣيمة ƣصوƯ ƻحلية •

 ,OCAL %XTREMA  
اųتباŹ المƄتقة الأولى

&IRST $ERIVATIVE 4EST  
• %ND 0OINT نقطة ƏرƟية 
• #ONCAVITY التقعر 
• Ɲالانعطا ƍنقا

0OINTS OF )NFLECTION  
اųتباŹ المƄتقة الثانية •

3ECOND $ERIVATIVE  
4EST  

ǈƯحƔة:
•  Ʈيƣ Ʊŏ ƾتعن f 02'  

x Ʈيƣ ƪƨبة لūوƯ ( )f x'

•  Ʈيƣ Ʊŏ ƾتعن f 01'  
x Ʈيƣ ƪƨالبة لſ ( )f x'

f f بمنحنى الدالة  '' ŹبƎ المƄتقة الأولى 'f والمƄتقة الثانية 

#ONNECTING f'  AND f ''  WITH THE 'RAPH OF f
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الأشƨال التالية توŮƋ بيان دالة  f  وتوŮƋ نظرية (�) مƲ خǆلها.

عƔمى Ưحلية1

f f0 02 1l l

y

xc

عƔمى Ưحلية

f f0 02 1l l

y

xc

B ) ƛير Ưوūوŵة  )f c'A  ( )f c 0='

ƜƇرƯ ƻحلية2

f 02lf 01l

y

xc

ƜƇرƯ ƻحلية

f 02lf 01l

y

xc

B ) ƛير Ưوūوŵة  )f c'A  ( )f c 0='

3 Ʈيƣ دūلا تو
ƻصوƣ

f 01l
f 01l

y

xc

ƻصوƣ Ʈيƣ دūلا تو

f 02lf 02l

y

xc

B ) ƛير Ưوūوŵة  )f c'A  ( )f c 0='

	1
 ƪƨش

ة الأولى لإيŬاد القيم القصوى المحليÚة لدالÚة. Úاختبار المشتق ƢÚنطب ƞكي ƲÚنا نبيƷ
f على كلÚ فترة  ' د œشارة  Úو سالبة. نحدŏ بةūمو f ' والأعداد الحرūة لدالÚة f تŬزŕÚ محور السينات œلى فترات تƨون فيها 

�Ʋو(�) التاليي (�) Ʋة (�) كما في المثاليÚنظري ƢÚم نطبŧ ،على الفترة X لقيمة واحدة f ' بŔيŬاد قيمة 

 ( )f x x x12 53= - -    :  f  ةÚ لتƲƨ الدال

:ƾما يلƯ ĐǈƧ دūوŏ
Úة� النقاƍ الحرūة للدال  A

Úة  Ư  fتżايدة ŏو Ưتناƣصة عليها� الƠترات التƾ تƨوƱ الدال  B
القيƮ القصوƻ المحليÚة�  C

:ƪالح
�ŵثيرة حدوƧ الةŵ  f  a  A

 ¬x R!  : x ƪƧ شتقاق عندǈابلة لƣصلة وÚتƯ  f  `  
( ) 3f x x 122= -'      � f ' Úة  نوūد النقاƍ الحرūة ƟقƎ عند ƠƇŏاƄƯ ŹتقÚة الدال

    ( )f x 0='   :Ɩƌن
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   12x x x3 3 2 20 02 (- = - + =^ ^h h
       ,x x2 2= - =

, ( ) ,f2 2 2 11- - = -^ ^h h   :ƾƷ ةūالحر ƍالنقا  `  

, ( ) ,f2 2 2 21= -^ ^h h      

: f ' Ʊ الŬدول لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن  B

( , )2 3( , )2 2-( , )23- الƠترات-

� � �---� � �f ' œشاŹة 

ƯتżايدةƯتناƣصةƯتżايدة
f ſلوƥ الدالÚة 

33- 2- 2

� 2 , 2)(- 2)   وƯتناƣصة على الƠترة  , )3 ) والƠترة  , )23- - Úة Ưتżايدة على الƠترة  نǈحƲƯ ƒ الŬدول:  الدال  

�x 2= x¬ وƣيمة ƜƇرƯ ƻحليÚة عند  2= - نƀتطيƱŏ Ɩ نǈحƲƯ ƒ الŬدول ŏنƶÚ توūد ƣيمة عƔمى ƯحليÚة عند   C

� ( )f 2 21= -  ƾƷ ةÚالمحلي ƻرƜوالقيمة الص ¬ ( )f 2 11- =  ƾƷ ةÚمى المحليƔالقيمة الع  

:ƾما يلƯ ĐǈƧ دūوŏ � ( ) 3f x x x 43 2= + --    :  f  ةÚالدال Ʋƨلت  1

النقاƍ الحرūة للدالة�  A  

Ư fتżايدة ŏو Ưتناƣصة عليها� الƠترات التƾ تƨوƱ الدالة   B  

القيƮ القصوƻ المحلية�  C  

 ( )f x x x3 1
4

= - + -   :  f  ةÚ لتƲƨ الدال

:ƾما يلƯ ĐǈƧ دūوŐƟ

Úة� النقاƍ الحرūة للدال  A

Úة  Ư  fتżايدة وتلƦ التƾ تƨوƱ عليها Ưتناƣصة� الƠترات التƾ تƨوƱ عليها الدال  B

القيƮ القصوƻ المحليÚة�  C

:ƪالح

ŬƯ  f  aموŵ ƕالتيœ ƲحداƷما Ƨثيرة حدوŵ والأųرƻ حدوŵية نƀبية  A

1R - " `  ŬƯال الدالة  Ʒ  fو ,  

1 1, ,,3 3-^ ^h h الهاŬƯ ƲƯ ƲترتيƠال ƲƯ ƪƧ شتقاق علىǈابلة لƣصلة وÚتƯ f  `  
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( ) ( )

( )
( ) 1

1 1
14 4

f x
x x

x
2 2

2

-
=

-

- -
= -'

  
( )

( )( )
1

1 2 1 2
x

x x
2=

-

- - - +

  
( )

( )( )
1

13
x

x x
2=

-

- +

    ( )xf �='      Ɩƌن

    
1)

3)( 1)
0

(
(
x

x x
2-

+-
=

    ( )( )3 1x x 0+- =

    3 , 1x x -= =

(3 3, ) , 23 f =^ ^h h     ƾƷ ةūالحر ƍالنقا  `  
, ) ,(1 1 1 6f- - - -=^ ^h h      

: f ' Ʊ الŬدول لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن  B

( , )3 3( , )1 3( , )1 1-( , )13- الƠترات-

� � �- - -- - -� � �f œشاŹة '

ƯfتżايدةƯتناƣصةƯتناƣصةƯتżايدة ſلوƥ الدالÚة 

33- 1- 1 3
Ɵة

Úعر
Ư ر

ƛي

  

 , , ,313 3--^ ^h h ƲترتيƠال ƲƯ ƪƧ ايدة علىżتƯ ةÚ نǈحƲƯ ƒ الŬدول ÚƱŏ الدال  

, ,1 1 3,1-^ ^h h ƲترتيƠال ƲƯ ƪƧ صة علىƣتناƯو  

x 3= 1x وƣيمة ƜƇرƯ ƻحليÚة عند  -= توūد ƣيمة عƔمى ƯحليÚة عند   C

f(3) 2=  :ƾƷ ةÚالمحلي ƻرƜوالقيمة الص  ( 1) 6f - = -  :ƾƷ ةÚمى المحليƔالقيمة الع  

( ) :g x x
x g

12=
+

Úة  لتƲƨ الدال  2

:ƾما يلƯ ĐǈƧ دūوŏ  

النقاƍ الحرūة�  A  

الƠترات التƾ تƨوƱ الدالÚة Ư gتżايدة ŏو Ưتناƣصة عليها�  B  

القيƮ القصوƻ المحليÚة�  C  
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#ONCAVITY التقعر 
y

Ɔƣتتنا yl yl تتżايد

ƪƠſŏ لىœ قعرƯ

Ưقعر œلى ŏعلى

x

y x3
=  ،X تزايد قيم Ɩتتزايد م :( ) x ff x 3= يبيƲÚ الشƨل المقابل ŏن الدالÚة 

,0 3^ h ، ,03-^ h Ʋالفترتي Ʋعلى كل م Ʋفي Úزئي المنحنى المعرū Ʋƨول

.ƞتلŴل مƨينعطفان بش

Ʋلى اليميœ اليسار Ʋا بدقة مƷات وتفحصنا Úمعنا النظر في المنحنى والمماسŏ ذاœ

 ,03-^ h سفل المماسات على الفترةŏ Ɩن المنحنى يقŏ ƒحǆن

. ,0 3^ h على المماسات على الفترةŏ Ɩويق

 ,03-^ h على الفترة ƪƠſǄر لÚقعƯ f ن منحنى الدالةœ ننا القولƨيم

. ,0 3^ h على على الفترةǄقعر لƯو


5	: التقعÚر ƞتعري

� I ا لأعلى على ÔرÚقعƯ Ʊوƨي ƶنŔƟ I ترةƟ على ƶاتſماƯ Ɩميū علىŏ نحنى الدالةƯ Ɩƣا وŷœ

� I على ƪƠſا لأ ÔرÚقعƯ Ʊوƨي ƶنŔƟ I ترةƟ على ƶاتſماƯ Ɩميū ƪƠſŏ نحنى الدالةƯ Ɩƣا وŷœو

حان التقعر� ÚƋن التاليان يوǆƨالش
y

xBA )

y

xBA )

	1
 ƪƨش	2
 ƪƨش


 A) نǆحŏ ƒن� B) في الفترة

ūميƖ نقاط المنحنى (ما عدا نقاط التماس)

تقŏ Ɩعلى المماسات.

لŸلƦ نقول المنحنى Ưقعر لأعلى.


 A) نǆحŏ ƒن� B) في الفترة

ūميƖ نقاط المنحنى (ما عدا نقاط التماس)

تقŏ Ɩسفل المماسات.

.ƪƠſقعر لأƯ نقول المنحنى ƦلŸل

x

y

�¥�
¥�

�

01ym
02ym

Ưقعرة لأعلى
ƪƠſقعرة لأƯ

 

اųتباŹ التقعÚر

 I ا لأعلى على ÔرÚقعƯ  f  نحنى الدالةƯ ƱŔƟ  ,( ) 0''f x x Id62  ŢانƧ اŷœ  A

�

� I على ƪƠſا لأ ÔرÚقعƯ  f  نحنى الدالةƯ ƱŔƟ  ,( ) 0''f x x Id61  ŢانƧ اŷœ  B
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0OINT OF )NFLECTION  Ɲنقطة الانعطا

x

y

�¥�
¥�

�

Ưقعرة لأعلى

Ɲنقطة الانعطا

ƪƠſقعرة لأƯ
 

Ɲ:  نقطة الانعطا	6
 ƞتعري

 ¬c صلة عندÚتƯ ةÚ , نقطة انعطاƝ لمنحنى الدالة ŷœ  fا Ƨانŵ f Ţال ( )fc c^ h ى النقطةÚمƀت
وƯنحنى الدالة f يƜيÚر تقعÚرƵ عند ƵŸƷ النقطة ŏ ƲƯعلى œلى ŏ ƪƠſŏو œ ƪƠſŏ ƲƯلى ŏعلى�

) غير موūودة. )f c'' ) ŏو  )f c �='' , نقطة انعطاƝ لبيان الدالة f فŔن  ( )c f c^ h Ţذا كانœ

( ) :3f x x x f2 123 += - ŏوūد Ɵترات التقعÚر ونقطة الانعطاƝ لمنحنى الدالة   

:ƪالح
ŵثيرة حدوƧ الةŵ f a

R ƣ fابلة لǈشتقاق على  `

     ( ) 6 6f x x x2 +='

     ( ) 612f x x +=''

     ( ) 0f x =''    Ɩƌن

     612 2
1x x0(+ = = -

: f '' Ʊ الŬدول لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن

1 ,2 3-a k, 2
13- -a kتراتƠال

� �- -f '' œشاŹة 

ƯقعÚر لأƯƪƠſقعÚر لأعلى
f بياƱ الدالة 

33- 2
1

-

 ,
1
23 --` j ترةƠعلى ال ƪƠſر لأÚقعƯ  f  ةÚ نǈحƲƯ ƒ الŬدول ÚƱŏ:  بياƱ الدال  

,2
1
3-` j ترةƠر لأعلى على الÚقعƯ  f  ةÚ بياƱ الدال

   
2
1 2

2
1 3

2
1 1 2

1
4
1

4
3 1f

3 2

+ - = - + - =- = - - -a a ak k k  :Ɲنقطة الانعطا ŵاŬلإي

f لمنحنى Ɲنقطة انعطا ƾƷ 2
1 , 2

1
- -a k النقطة
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( )f x x x2 13 2= - +     : f لمنحنى الدالة Ɲر ونقطة الانعطاÚترات التقعƟ دūوŏ  3

y

�

¥� �

¥�

x

 ƪƠſǄر لÚقعƯ (�) في مثال  f  ن بيان الدالةŏ ل المقابلƨفي الش ƒحǆن

Ʒ 2ي 
1 , 2

1
- -a k ن النقطةŏ2, و

1 3-a k على على الفترةǄقعر لƯو , 2
13- -a k على الفترة

.Ɲنقطة انعطا

 Ʋالحركة م ƵŸƷ ƞلى وصœ ũا ما تحتاÔمستقيم غالب Úعلى خط ƥ Úسيم يتحرū لدراسة حركة
تها الثانية (العŬلة) في Úƽŏ لحظة  Úتها (السرعة) ومشتق Úومشتق (احةŻالإ) Ɩة الموقÚل دالǆخ

.Ƶعلى مسار

( ) ,s t t t t t2 14 22 5 03 2 $= - + -  ƶعƣوƯ ةÚ ƀū ƥيƮ على ƀƯ ÚƎųتقيƟŏ ƮقÚƾ حيŵ Ŧال Úيتحر
�ƶتƧحر ƞƇ Ʈŧ ƶلتŬوع ƮيƀŬة للÚيƔرعة اللحƀد الūوŏ

:ƪالح

     ( )s t t t t2 14 22 53 2= - + -

     ( ) ( )'v t s t t t� �� ��2= = - +  :ƾƷ ةÚيƔرعة اللحƀال

 ( )( )t t2 1 3 11= - -

     ( ) ( ) ( )' ''a t v t s t= =  :ƾƷ لةŬوالع

 ( )t t12 28 4 3 7= - = -

�Źاƀلى اليœ ƮيƀŬال ƥ Úيتحر ( )s t  Ɔƣا تتناƯوعند ¬Ʋلى اليميœ ƮيƀŬال ƥ Úيتحر ( )s t Úة  عندƯا تتżايد الدال

�ƮيƀŬلة للŬة والعÚيƔرعة اللحƀوال 	ةƟاƀالم
 Ɩƣة للموÚالبياني ƭوſالر Ƶناŵŏ ƪƨƄال ƲÚيبي

�

� �
¥�

t

y

( )s t

��

� t

y

' ( )s t

��

�� t

y

'' ( )s t

( )t t t t

t

s 2 14 22 5

0

3 2

$

= - -+ ( )t t ts 6 28 222= - +' ( )''s t t12 28= -
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,t t3
11 1= = v' تƀاوƽ 0 عند  s=^ h تقة الأولىƄالم Ʊŏ ƒلاح

0

,3
11 3a k,1 3

11a k( , )0 الƠترات1

� �- -� �'v s=  

ſلوƯ  s ƥتżايدة  Ưتناƣصة  Ưتżايدة

ƲيميŹاƀيƲيميƮيƀŬة الƧحر

33
11

1

  

,1 3
11a k ترةƠعلى ال Źاƀلى اليœ ƥ Úويتحر ¬ ,3

11 3a k ةÚنيƯżترة الƠ0, وال 1h6 ƥ الƀŬيœ Ʈلى اليميƲ على الƠترة الƯżنيÚة  Úيتحر

( ) ( ) ( )''a t s t t t12 28 4 3 7= = - = - العŬلة:            

t 3
7

= تƀاوƽ 0 عند 

,3
7 3a k,0 3

7a kتراتƠال

� �- -''a s= œشاŹة 

ƯقعÚر لأƯƪƠſقعÚر لأعلى
s الدالة Ʊبيا

33
7

0

  

t واتŬÚاƷها ناحية  3
7

= ا عند  ÔرƠƇ ƽاوƀة تƔلح ƾƟ Ʊوƨوت ¬ ,0 3
7a k 
العŬلة ſالبة	 ŧŏناء الƠترة الƯżنية  Źاƀلة ناحية اليŬالع ƵاŬÚات

�	Ʀلŷ بة بعدūوƯ لةŬالع
 Ʋاليمي

( ) 5 ;t t t tf 3 03 2 H= - +    :ƶعƣوƯ الةŵ Ŧحي ƾقƟŏ ƮتقيƀƯ Ǝų على ƲÚعيƯ Ʈƀū ƥ Úيتحر

�ƶتƧحر ƞƇ Ʈŧ ¬ƶلتŬوع ƮيƀŬية للƔرعة اللحƀد الūوŏ

3ECOND $ERIVATIVE 4EST FOR ,OCAL %XTREMA اųتباŹ المƄتقة الثانية للقيƮ القصوƻ المحليÚة 

y' عند نقاط حرūة، يمƨننا ŏن نستŴدŏ ƭحيانÔا الاختبار اǁتي لتحديد وūود قيم قصوى  بدلاÔ مƲ النظر œلى œشارة التغيÚر في 
محليÚة.

نƔرية 
6	: اųتباŹ المƄتقة الثانية للقيƮ القصوƻ المحليÚة

x c= )  ¬  f ƱŔƟ تƨوƱ لها ƣيمة عƔمى ƯحليÚة عند   )''f c �1    ¬   f ( )' 0c =  ŢانƧ اŷœ  1

x c= )  ¬  f ƱŔƟ تƨوƱ لها ƣيمة ƜƇرƯ ƻحليÚة عند   )''f c �2    ¬   f ( )' 0c =  ŢانƧ اŷœ  2
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.C على فترة تشمل žولي ƶنفس C فقط عند العدد f ''  Ɲن نعرŏ ا الاختبارŸƷ ب مناÚيتطل

.Ƣللتطبي Ôǆعل الاختبار سهŬا يŸƷو

ŏ 0fو لا يƨون لها وūود. =''  Ţذا كانœ (يفشل) Ůالاختبار لا يصل

( )f x x4 3=' ) ،  مشتقتها الأولى Ʒي�  )f x x4=  �  f الدالة  � Ôǆفمث

( )f x x12 2='' ومشتقتها الثانية 

( )f x 0 (='  x 0= عندما 

( )f 0 0='' ومنها 

ة الأولى للبحŦ عƲ القيم القصوى المحليÚة. Úلى اختبار المشتقœ نعود Ʀذل ťعندما يحد

ة الثانية للدالÚة الموūودة في مثال (�). Úاختبار المشتق ƢÚفي مثال (�) نطب

( )f x x x12 53= - - Úة:  ŏوūد القيƮ القصوƻ المحليÚة للدال

:ƪالح

    ( )f x x3 122= -'

  ( )x3 42= -

  ( )( )x x3 2 2= - +

    ( ) 0f x ='     :Ɩƌن

    ,x x2 2= - = وƯنها   

    ( )f x x�=''

:Ʊŏ دŬن ¬ x 2!= باųتباŹ الأعداŵ الحرūة 

    ( ) 12 ,f 2 12 01- = - -''

( )2 11f - =   ƾƷو  x 2= - ƟيƨوƱ للدالة  ƣ  fيمة عƔمى ƯحليÚة عند 

    ( ) 12 , 12f 2 02=''

(2) 21f = -   ƾƷو  x 2= ƟيƨوƱ للدالة  ƣ  fيمة ƜƇرƯ ƻحليÚة عند 

( )f x x x4 12 23= -    : f  المحلية للدالة ƻالقصو Ʈد القيŬتقة الثانية لتƄالم Źتباųا ƭدŴتſا  4
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3-4

!"#$%&' ()*& #$+,
( ) x xf x 2 12= + -  �  f  ل المقابل بيان الدالةƨالش ƲÚيبي

�Ʋƨمŏ نœ دūوŏ  1

y

x�¥�
¥�

�

�

�

¥�

¥�

�
�
�
�

ا كĐǆ مƲ النقاط الحرūة   Ôد Úمحد ( )f x'  A  

. f وفترات التزايد وفترات التناقص للدالة  

ا كĐǆ مƲ نقاط الانعطاƝ وفترات التقعر. Ôد Úمحد ( )f x''  B  

.ƭالمنحنى المرسو Ɩ1 م 2  قارن نتائŪ الحل في 

ا على سلوƥ نهاية  Ôكيفية رسم منحنى تقريبي لبيان دالة كثيرة حدود معتمد Ƣفيما سب Ţتعلم
الدالة، وفي البنود السابقة تعلمŢ تحديد فترات التزايد وفترات التناقص للدالة وتحديد النقاط 
الحرūة والقيم العظمى ŏو الصغرى، وتمÚ تحديد نقاط الانعطاƝ والفترات التي يƨون فيها 
ا لأعلى ŏو لأسفل. وسنستفيد مƲ كل ƵŸƷ المعلومات لرسم بيان دالة كثيرة  Ôمنحنى الدالة مقعر

ا ŏكثر دقة. Ôالحدود رسم

الŴطوات الƭŻǈ اتباعها Źŵ ƾƟاſة تƜير الدالة Ƨثيرة الحدوŵ وƮſŹ بيانها

3TEPS TO BE &OLLOWED IN $RAWING THE 'RAPH OF A  
0OLYNOMIAL &UNCTION  

. f ال الدالةŬƯ ƲÚعي  1

مŬال دالة كثيرة الحدود Ʒو R ولƨنƶ يقتصر ŏحيانÔا على فترة مR Ʋ خاصة في المسائل   
الحياتية.

. f ال الدالةŬتوحة لمƠالم ŵد النهايات عند الحدوūوŏ  2

� f ة للدالةūالحر ƍالنقا ƲÚعي  3

f وتحديد Ɵترات التżايد وƟترات التناƆƣ للدالة والقيƮ القصوƻ المحلية� ū ƱدولاÔ لدŹاſة œشاŹة ' ÚوƧ  4

f'' وتحديد Ɵترات التقعر لمنحنى الدالة Ʈŧ نقاƍ الانعطاƱœ Ɲ وūدت� ū ƱدولاÔ لدŹاſة œشاŹة  ÚوƧ  5

ا ƋœاƟية� ÔƏد نقاūوŏ  6
تساعد ƵŸƷ النقاط على رسم بيان الدالة بدقة وƷŏم ƵŸƷ النقاط، نقاط التقاƖƏ مŏ Ɩحد   

.Ʋƨمŏ نœ Ʋالمحوري

اƮſŹ بياƱ الدالة  f . استŴدƭ نتائŪ الŴطوات السابقة في الرسم.  7

ŵثيرات الحدوƧ والŵ Ʊبيا ƮſŹ

'RAPH OF 0OLYNOMIAL &UNCTIONS

Ʈتتعل Ɲوſ
•  � f f  و  ' Ʊبيا ƎبŹ
 ųطوات ƮſŹ بياŵ Ʊوال  •

�ŵثيرات الحدوƧ

المƠرŵات والمصطلحات
• ŵثيرات الحدوƧ والŵ Ʊبيا

'RAPH OF 0OLYNOMIAL  
&UNCTIONS  
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) واƮſŹ بيانها� ) : fxf x x3 43 - += اŽŹŵ تƜير الدالة 

:ƪالح

�R ŵ  fالة Ƨثيرة الحدوŬƯ ŵالها 
نوūد النهايات عند الحدوŵ المƠتوحة

( )lim limf x x3

x x 3= = -
" "3 3- -

^ h
( )lim limf x x3

x x 3= =
" "3 3

^ h
f ة للدالةūالحر ƍد النقاūنو

ŵ  fالة Ƨثيرة الحدوƣ ŵابلة لǈشتقاق على ŬƯالها�

3( ) ( ) ( )( )3 3x x x x xf 1 3 1 12 2- -= = = - +'

 ( ) 0f x ='      :Ɩƌن
( )( )3 x x1 1 0- + =

1,x x1= = -

(1) (1) (1) 2 , ( 1) ( 1) ( 1) 4 63 4 3f f3 3= - + = - = - - - + =

�Ʊتاūحر Ʊنقطتا�( , ) , ( , )1 2 1 6 `-

f ū Ʊدول لدŹاſة œشاŹة ' Úوƨن

( , )1 3( , )1 1-( , )13- الƠترات-

� � �---� � �f ' œشاŹة 

ƯتżايدةƯتناƣصةƯتżايدة
f ſلوƥ الدالÚة 

3

3

3-

3-

1- 1

( , )1 1- ) وƯتناƣصة على الƠترة  , )1 3 ) والƠترة  , )13- - الدالة Ưتżايدة على ƲƯ ƪƧ الƠترة 

: f ū Ʊدول لدŹاſة œشاŹة '' Úوƨن

( ) 6x xf =''  

( )xf 0=''  :Ɩƌ0ن ,3^ h, 03-^ hتراتƠال

� �- -f '' œشاŹة 

التقعÚر

33- 0

 6 ,0 0x x= =

( ) 4f 0 =  

0 ,3^ h ترةƠر لأعلى على الÚقعƯو , 03-^ h ترةƠعلى ال ƪƠſر لأÚقعƯ نحنى الدالةƯ
�Ɲنقطة انعطا ( , )0 4
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�
نقاƋœ ƍاƟية 

3210-1-2-3x
2262462-14( )f x

نقطة 
ƋœاƟية

نقطة 
ƋœاƟية

 ƻرƜƇ نقطة
Ưحلية

نقطة 
Ɲانعطا

نقطة عƔمى 
Ưحلية

نقطة 
ƋœاƟية

نقطة 
ƋœاƟية  

: f  الدالة Ʊبيا  

) واƮſŹ بيانها� ) 6 9 4f x x x x3 2= - + - اŽŹŵ تƜير الدالة   1

) واƮſŹ بيانها� ) : fx xf � 3-= اŽŹŵ تƜير الدالة 
:ƪالح

�R ŵ  fالة Ƨثيرة الحدوŬƯ ŵالها 
نوūد النهايات عند الحدوŵ المƠتوحة�

     ( )lim limf x x3

x x 3= =-
" "3 3- -

^ h
     ( )lim limf x x3

x x 3= = --
" "3 3

^ h
نوūد النقاƍ الحرūة حيŵ f Ŧالة ƣابلة لǈشتقاق على ŬƯالها�

     ( ) 3x xf 2-='

     ( ) 0f x ='   :Ɩƌن
     3x x0 02 (- = =

     ( ) ( )f 0 1 0 13= - =

)�نقطة حرūة� , )0 1 `

------f ' œشاŹة 

ƯتناƣصةƯتناƣصة
f ſلوƥ الدالÚة 

3

3

3-

3-

0
  : f ' ū Ʊدول التƜيÚر لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن

0 ,3^ h ترةƠوال , 03-^ h ترةƠصة على الƣتناƯ الدالة

 ''f ū Ʊدول لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن

( )' 6x xf = -'

6 0 0x x(- = =

 , 03-^ h ترةƠر لأعلى على الÚقعƯ نحنى الدالةƯ
0 ,3^ h  ترةƠعلى ال ƪƠſر لأÚقعƯو

- -� �''f œشاŹة 

ƪƠſر لأÚر لأعلىتقعÚتقع
التقعÚر

33- 0

  �Ɲنقطة انعطا ( , )0 1
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نقاƋœ ƍاƟية

2101-2-x
7-0129( )f x   

y

x
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 : f  الدالة Ʊبيا  

) واƮſŹ بيانها� ) 2 : ff x x x3-= اŽŹŵ تƜير الدالة    2

)3 واƮſŹ بيانها� ) : fxf x x4 24 3+ += اŽŹŵ تƜير الدالة 

:ƪالح

�R ŵ  fالة Ƨثيرة الحدوŬƯ ŵالها 
نوūد النهايات عند الحدوŵ المƠتوحة�

    ( ) 3lim limf x x4

x x 3= =
" "3 3- -

^ h
    ( ) 3lim limf x xx x

4 3= =
" "3 3

^ h
f ة للدالةūالحر ƍد النقاūنو

ŵ  fالة Ƨثيرة الحدوƣ ŵابلة لǈشتقاق على ŬƯالها�

    ( ) 12 12x x xf 3 2+='

    ( ) 0f x ='    :Ɩƌن

    12 12x x 03 2+ =

    12 ( 1) ,x x x x0 0 12 (+ = = = -

    (0) 2 , ( 1) 3 4 2 1f f= - = - + =

�Ʊتاūحر Ʊنقطتا� 1, ) , ( , )( 01 2-

f ' ū Ʊدول لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن

� � �� � �---f ' œشاŹة 

ƯتناƣصةƯتżايدةƯتżايدة
f ſلوƥ الدالÚة 

3

3 3

3- 1- 0

 

0 ,3^ h ترةƠ1 وال, 0-^ h ترةƠايدة على الżتƯو , 13- -^ h ترةƠصة على الƣتناƯ الدالة

���






































































































































f '' ū Ʊدول لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن

      ( )'' 36 24x x xf 2 +=

      ( )'' 0f x =    :Ɩƌن
      12 (3 2)x x 0+ =

      , 3
2

x x0= = -

      (0) 2 , 3
2

27
38ff = - =a k

� �- -� �f '' œشاŹة 

تقعÚر لأعلىتقعÚر لأƪƠſتقعÚر لأعلى
التقعÚر

33- 03
2

-

 ,3
2 0-a k ترةƠعلى ال ƪƠſر لأÚقعƯ3   و

2,3 --a k ¬ 0 ,3^ h ƲترتيƠال ƲƯ ƪƧ ر لأعلى علىÚقعƯ نحنى الدالةƯ

�Ɲما نقطتا انعطاƷ , 273
2 38

-a k  ¬  	0 
 2
 Ʊالنقطتا

نقاƋœ ƍاƟية

103
2

-1-2-x

9227
38

118( )f x   

: f الدالة Ʊبيا

y
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¥� ) واƮſŹ بيانها�  ) :f x x x f24 2-= اŽŹŵ تƜير الدالة   3

2 واƮſŹ بيانها� 1( ) : fxf x x4 2+= - + اŽŹŵ تƜير الدالة 

:ƪالح

�R ŵ  fالة Ƨثيرة الحدوŬƯ ŵالها 
نوūد النهايات عند الحدوŵ المƠتوحة�

     ( )lim limf x x4

x x 3= - = -
" "3 3- -

^ h
     ( )lim limf x x4

x x 3= - = -
" "3 3

^ h
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f ة للدالةūالحر ƍد النقاūنو

ŵ  fالة Ƨثيرة الحدوƣ ŵابلة لǈشتقاق على ŬƯالها�
     ( ) 4 4x x xf 3- +='

     ( ) 0f x ='     :Ɩƌن
     4x x4 03- + =

     4 ( )x x 1 02- - =

     4 ( 1)( 1) , ,x x x x x x0 0 1 1(- - + = = = = -

     (0) 1f =

     (1) (1) 2(1) 1 2f 4 2= - + + =

     ( 1) ( ) 2( )f 1 1 1 24 2- = - - + - + =

�نقاƍ حرūة� ,1) , 1, 2) , 1, 2)( ( (� `-

f ' ū Ʊدول  لدŹاſة œشاŹة  Úوƨن

---� � �---� � �f ' œشاŹة 

ſلوƥ الدالÚة ƯتżايدةƯتناƣصةƯتżايدةƯتناƣصة
f

33-

3- 3-

1- 10

 

,1 3^ h ترةƠ1 وال, 0-^ h ترةƠال ƲƯ ƪƧ صة علىƣتناƯ 0 والدالة ,1^ h ترةƠوال , 13- -^ h ترةƠال ƲƯ ƪƧ ايدة علىżتƯ الدالة  `

f ū Ʊدول لدŹاſة œشاŹة '' Úوƨن
    ( )'' 12 4x xf 2 += -

    ( )'' 0f x =     :Ɩƌن

    12 4x 02 + =-

    12
1x 3 02- - =` j

    12
3
1

3
1x x 0- - + =c cm m

    ,
1

x x
3 3
1

= = -

- -� �- -f '' œشاŹة 

ƪƠſر لأÚر لأعلىتقعÚتقعƪƠſر لأÚتقع
التقعÚر

33-
1
33

1
-

 

,
3 3
1 1-c m  ترةƠر لأعلى على الÚقعƯو  ,

3
1

3-
-c m ¬ ,

3
1
3c m ƲترتيƠال ƲƯ ƪƧ على ƪƠſر لأÚقعƯ نحنى الدالةƯ

 
3

,1
9
14c m  ¬  

3
1 , 9

14
-c m :ƾƷ Ɲالانعطا ƍنقا
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نقاƋœ ƍاƟية  •

21
1
303

1-
1-2-x

729
1419

1427-( )f x
 

: f  الدالة Ʊبيا

y
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)8 واƮſŹ بيانها�  ) 7f x x x4 2= - + اŽŹŵ تƜير الدالة:   4

2ELATIONS "ETWEEN THE 'RAPHS OF f '  AND f  f f و  ' العƣǈات بيƲ بياƱ الدالة 

f œن معرفة النقاط الحرūة وœشارة الدالة المشتقة '

. f الدالة ƥتسمحان بمعرفة سلو
y

x�

�

¥�
¥� �

¥�

¥�

	1
 ƪƨش
f l الدالة Ʊبيا

 . f ƥسلو ũرسمها البياني واستنتا Ʋم f يمƲƨ قراŌة بيانات '

. f فمثÔǆ يمثÚل الشƨل (�) المقابل بيان الدالة '

,1 نقطة حرūة  • ( )f 1^ h
•  ( ,1)3- f سالبة على الفترة  œشارة '

•  (1, )3 f موūبة على الفترة  œشارة '

( ,1)3- نستنتŏ Ūن f متناقصة على الفترة 

(1, )3 ومتزايدة على الفترة 

. (1)f ولها قيمة صغرى 

y

x�

�

¥�
¥�

�

�

�

�

�

¥� لŸƷ Ʋƨا لا يسمŮ برسم بيان f بدقة œذ يلزمنا بعض النقاط الإƋافية. 
. f ون بياناتƨن تŏ Ʋƨل المقابل بيانات بعض الدوال التي يمƨل الشÚيمث
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x

الرƮſ البيانƾ للمƄتقة

y

�¥�

( )y f x=l l

' ' ( )y f x=

 	ƾŗراŧœ
  f '  ƲƯ f للدالة ƾالبيان Ʈſالر  

اƇ ƮſŹوŹة تقريبيÚة للرƮſ البيانÚƾ للدالة f التƾ لها الŴواƅ التالية:

0( )f �=  A

�ƪالمقاب ƪƨƄال ƾƟ ŮÚƋوƯ 	 f ةÚ 
ƄƯتقÚة الدال f ' Úة  الرƮſ البيانÚƾ للدال  B

x Úƪƨصلة لÚتƯ ةÚ ŵ fال  C

:ƪالح

x

y

 Ʈſالر Ʋع ŐƄنƯ f الرƮſ البيانƾ للدالة 
�Ʋريųō ƲيƏوشر f l تقةƄللم ƾالبيان

�

 �ƪƇبنقطة الأ ŏنبد A يÚة  ÚƇاŴال Ƣلتحقي

B نŸųŐ بعيƲ الاعتباƯ Źا يوÚƋحƶ الرƮſ البيانÚƾ للمƄتقÚة بالنƀبة œلى الميول� يÚة  ÚƇاŴال Ƣلتحقي

-œ 1لى   ƶيلƯ اÔتقيمƀƯ Ʈſنر ƦلŸل ¬ 1-  ƵŹدƣ Ţابŧ ƪيƯ ƶل f ةÚ x الرƮſ البيانÚƾ للدال 1=  Źاƀلى يœ
�ƪƇبنقطة الأ Úيمر ƶÚنŏ ƲƯ د ÚƧŐالت ƖƯ x 1=  Źاƀي

�2 ƶيلƯ اÔتقيمƀƯ Ʊوƨي Ʊŏ ƾƜينب ƦلŸ2¬ ل ƵŹدƣ Ţابŧ ƪيƯ ƶل f ةÚ x الرƮſ البيانÚƾ للدال 1=  Ʋلى يميœ

 ŜانŬال ƪيقاب ƽŸال Ʈتقيƀالم ¬ƎقƟ ا Ôواحد ÚƲƨتقيمات¬ ولƀالم Ʀتل ƪثƯ ƲƯ Úƾŗلا نها ŵعد ƥناƷ
) ſوƝ يحقƢÚ شرƍ الاتصال� , )1 1- الأيƀر ƲƯ الرƮſ البيانÚƾ عند النقطة 

�Ūالنات Úƾالبيان Ʈſالر Ƶǈعŏ ƪƨƄال ƲÚيبي

x

y

�

�¥�
¥�

¥�¥�¥�

�

�

�

� �

�
�

' ( )f x

' ( )f x
اƇ ƮſŹوŹة تقريبيÚة للرƮſ البيانÚƾ للدالÚة f التƾ لها الŴواÚƅ التالية:   5

( )f � �=  A  

�ƪالمقاب ƪƨƄال ƾƟ Ů ÚƋوƯ f ' الرƮſ البيانÚƾ للدالÚة   B  

� x Úƪƨصلة لÚتƯ ةÚالŵ f  C  
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3-5
ƻالقصو Ʈتطبيقات على القي

!PPLICATIONS ON %XTREME 6ALUE

 !"#$%& '()
 ƶنŏ الرياƋية  لبيƖ الأحŸية  وūد صاحب محل 

� f بالدالة ƶة ربحūŸنم Ʋƨيم

تمثل   X  Ŧحي ، ( )f x x x15 600 502=- + +

سعر الحŸاŌ بالدينار.

®Ůعلى ربŏ Ƣيحق ƽŸال ŌاŸما سعر الح  A

®Ůعلى ربŏ ما قيمة  B

مs Ʋالعمل التعاونيh وūدت ŏكبر قيمة للدالة مƲ خǆل تطبيƢ خواƅ القطƖ المƨافŖ للدالة 
البند يمƨنœ ƦيŬاد القيم نفسها باستŴداƭ خواƅ القيم القصوى التي  التربيعية، وفي ŸƷا 
للدوال  القيم وŏصغرƷا  ŏكبر  الناūحة لإيŬاد  الطريقة  لنا   ƭيقد œن الاشتقاق   Ŧدرستها حي

� Ʀطوات التالية على ذلŴن تساعدنا الŏ Ʋƨويم

د المعلومات التي تحتاœ ũليها لحل المسŐلة. Úلة بعناية، حدŐالمس ŏلة: اقرŐƀالم ƮهƟا  1

ة في المسŐلة.  Úالمهم Ōزاūمات على الأǆع ƖƋو Ôالاƨشŏ لة: ارسمŐƀا للمĐيƋياŹ ا Ôūŷنمو Ʊ ÚوƧ  2
ا يمثÚل الƨميÚة المطلوś الحصول على قيمتها العظمى ŏو قيمتها الصغرى. Ôا واحد ÔرÚمتغي ƖƋ

 Ŧتعطي قيمتها القصوى المعلومات التي نبح Ŧر بحيÚالمتغي ƭداŴم اكتب دالة باستŧ  
عنها.

د قيم المتغيÚر التي تƨون معقولة في المسŐلة. Úال الدالة. وحدŬد مūوŏ  3

د النقاƍ الحرūة ويمœ ƲƨيŬاد النقاƍ الطرƟيÚة� Úحد  4

ة صفريÚة ŏو ŏيƲ لا يƨون لها وūود. Úون المشتقƨت Ʋيŏ دūوŏ  

ة حلƦ بطريقة ŏخرى. Úد صح Úكŏ وŏ م Úة دعŬالنتي Ʋا م Ôقŧوا Ʋƨذا لم تœ :ƾƋالريا ũŷالنمو ƪح  5

ر ما œذا كانŢ النتيŬة  Úقر Úمŧ ،لةŐفي المس ƞلى الموقœ يةƋالريا ƦتŬم نتيūتر :ƪر الح ÚƀƟ  6
معقولة.

®Ʊاŵا العدƯ ¬Ʋƨا يمƯ رƜƇŏ ربعيهماƯ ƕموŬƯموعهما 100 وŬƯ ƱباūوƯ Ʊاŵعد

Ʈتتعل Ɲوſ
 تطبييقات على الهندſة  •

والصناعة�
• �ŵتصاƣتطبيقات على الا

المƠرŵات والمصطلحات
• ƻرƜالص Ʈمى والقيƔالع Ʈالقي

-AX--IN 6ALUES  
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:ƪالح

:ũŸنم

0 100x1 1       Ŧحي          x Ʋيŵحد العدŏ Ʊŏ ƉرƠب  

x100 - `  العدŵ اųǁر Ʒو    

( ) ( )g x x x1002 2= + - ŬƯموƯ ƕربعيهما Ʒو:    

     ( ) ( )( )'g x x x2 2 100 1= + - -

     ( )'g x x x2 200 2= - +

  x4 200= -

 ' � �g x �  Ɩƌن

     x x4 200 0 50&- = =

, ( )g50 50^ h ةūد نقطة حرūتو  `

     ( ) ,x 4 4 0=''g 2

x 50= ) ƣيمة ƜƇرƯ ƻطلقة عند   )g 50   `

x 50= `  العدŵ الأول Ʒو: 

x100 100 50 50- = - = العدŵ الثانƷ ƾو:    

50   ¬   50 `  العدŵاƷ Ʊما 

�Ʋƨا يمƯ برƧŏ ربهماƋ Ūموعهما 14 وناتŬƯ Ʋيŵد عدūوŏ  1

ƇنƇ Ɩندوق   

 ŮيƠƇ بقةƏ ƱاƧŹŏ ƲƯ x نهاƯ ÚƪƧ ƖلƋ ولƏ تطابقةƯ عاتÚربƯ ÚƆطاء بقƛ Ʊندوق بدوƇ ƖنƇ ŵيرا
�	ƪالمقاب ƪƨƄر الƔان
cm وŧنū ƾوانبها œلى ŏعلى  , cm6 16 ŏبعاƷŵا 

 ƶنعƇ Ʋƨندوق يمƇ برƧŏ ƮŬو حƷ اƯو �Ʋƨا يمƯ برƧŏ الصندوق ƮŬح Ʊوƨي Ŧبحي x يمةƣ دūوŏ
بهƵŸ الطريقة®

  :ƪالح

:ũŸنم

( )x1 26 -    
   ( )x6 2- اŹتƠاƕ الصندوق x¬      والبعداƱ اųǁراƷ Ʊما   
6x0 21 1 2x لا يمƱŏ Ʋƨ تżيد على 6¬  
3x0 1 1   ÚƱŏ ƽŏ      
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( ) ( )( )V x x x x2 1 26 6= - - `  حƮŬ الصندوق Ʒو:  

( ) 4V x x x x4 4 963 2= - + بƦƠ الأƣواŽ نحصƪ على:  

( )'V x x x12 88 962= - +   :ƾƷ V ƮŬة الأولى للحÚتقƄالم
( )'V x �=  Ɩƌن      

x x12 88 96 02 +- =       
22x x4 3 24 02 +- =^ h       

     ( )( )x x4 6 3 4 0- - =

     x �  
 x 3
4

=  حÚǈ المعاŵلة التربيعيÚة Ʒما: 
� ƟيتƮ اſتبعاƷŵا � �� � �z  Ʊœ Ŧوحي

( )'V x x24 88= -' المƄتقة الثانية:   

     ,'V 3
4 24 3

4 88 56 56 0# 1- - -= =' a k
x �

4
لŸلƦ يƨوƱ الصندوق Ƨŏبر Ưا يمƲƨ عند  

3
4

4 3
4

44 3
4

96 3
4

V
3 2

= - +` ` ` `j j j j حƧŏ ƮŬبر Ƈندوق: 

  FP27
1600 3=

ر ÚƀƟ

FP3 ليعطƧŏ ƾبر ſعة للصندوق�
4  ŮيƠƇ بقةƏ ƱاƧŹŏ ƲƯ Ɩيقط ƖÚربƯ ƪƧ ƖلƋ ولƏ

FP27
1600 3  ƮŬبر حƧŏ Ʊوƨوي

® ,FP FP8 15  ŮيƠبقة الصƏ ŵبعاŏ ŢانƧ اŷœ للصندوق ƮŬبر حƧŏ اƯ ¬	2
Ư ƾƟثال   2

تصميƮ علبة   

�	ƪالمقاب ƪƨƄال ƾƟ ماƧ
ا تƨوƱ على شſŏ ƪƨطوانة ŵاŗريÚة ƣاŗمة  Ôا واحد Ôلتر Ɩƀت ŢيŻ علبة Ʈتصمي Ʀليœ ŜلƏ

®Ʋƨا يمƯ ƪƣŏ لصنعها ƭدŴتƀالم Ʊمية المعدƧ Ʊوƨا لتƷŵبعاŏ اƯ

:ƪالح

¬Ʋƨا يمƯ ƪƣŏ ةƯدŴتƀالم Ʊمية المعدƧ Ʊوƨت ƾƨل � h r واŹتƠاعها  نƠرƏ Ʊŏ Ɖول نصƣ ƞطر ƣاعدة العلبة Ʒو 
ƮŬالح ƍشر Ƣتحق ƶƀƠن Ţƣالو ƾƟو Ʋƨا يمƯ ƪƣŏ 	ليةƨال
يƱŏ ŜŬ تƨوƱ المƀاحة الƀطحية 

 Ʋالقاعدتي ƾاحتƀƯ ƕموŬƯ � انبيةŬاحة الƀالم �المƀاحة الƀطحية للعلبة 

A rh r2 2 2= +π π  	1
   

FPL1 1000 3=  ƭعلوƯ العلبة ƮŬح Ʊœ Ŧوحي  

V r h � ���2` = =π  
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1000
r

h 2= π  	2
  

ƾƟ h المعاŵلة 
1	 نحصƪ على   Ʋع Ɗوبالتعوي

     A r r r2 1000 22
2#= +π π π

     A r r2 000 2 2= + π

     dr
dA

r r2 000 42= + π-

 dr
dA 0=  Ɩƌن

 r r0 2 000 42` =
-

+ π

 r r4 2 000
2=π

 r4 2 0003` =π

 r 5003
= π

 .r 5 42.

 r �!     Ŧة الوحيدة حيūالقيمة الحر ƾƷ ƵŸƷو

د ƵŸƷ Ʊŏ ƲƯ القيمة تعطƀƯ ƪƣŏ ƾاحة ſطحية نوūد المƄتقة الثانية: ÚƧŐوللت

dr
d A

r
4 000 42

2

3= + π المƄتقة الثانية: 

�A الŬƯ ƪƧ بة علىūوƯ ƾƷو

ƣ ƾƷ rيمة ƜƇرƯ ƻطلقة� 5003
= π ا لأعلى وƣيمة A عند  ÔقعرƯ A نحنى الدالةƯ ƱŔƟ ƦلŸل

r2=h r
1000 500

2= π π= 2 3  ¬ .h 10 84.  

ر: ÚƀƟ

:Ŧا للقطر¬ حيÔاويƀƯ اعهاƠتŹا Ʊوƨلتصنيعها ي ƲƨمƯ ƱعدƯ ƪƣŏ ƭدŴتƀت ƾعلبة اللتر الواحد الت

      5.42 cm , 10.84 cmr h. .

�h اعهاƠتŹطوانة بدلالة اſŏ ƮŬح ( ) 2 ( 36 )V h h� 3= - + h تعطƾ الدالة   3

) للحصول على Ƨŏبر حƮŬ لſǄطوانة� )h FP  ƕاƠتŹد الاūوŏ  A  

®ƮŬا الحŸƷ يمةƣ اƯ  B  
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 � � �Q � � y والنقطة  x ��2 2- =  ƶلتŵعاƯ ƽŸعلى المنحنىال � � �P x y ŏوūد ƣŏصر ƀƯاƟة بيƲ النقطة 

:ƪالح

    16 16y x y x2 2 2 2&- = = +

 ,P Q  Ʋالنقطتي Ʋة بيƟاƀد المūنو

    PQ x x y y2 2
Q P Q P= +- -^ ^h h

  x y6 02 2
= +- -^ ^h h

( )S x x y6 02 2
= - + -^ ^h h  :ƾƷ ةƟاƀالة المŵ Ʊŏ ƉرƠن

 136 36 6xx x y x x12 122 2 2 2- + + - + + += =

 52x x2 122= - +

    2
1

4 12 2 12S � �x x x x 522 2
1

= - - +
-

' ^ ^h h
  

x x
x

2 12
2 5

522
=

- +

-

  ( ) 0 2 6 0 3S x x x& &= - = ='

x x2 12 52 02 - + =  ƖƋبو ƭالمقا ŹاƠƇŏ دūنو
6 26x x 02 - + =  

( ) 1 2646 2 # #T = - -    :żالممي   
3 04 68 , 68 06 1 1= - = --  

ƭللمقا ŹاƠƇŏ دūلا يو  `

ū Ʊدول التƜيÚر  Úوƨن

x
( )S x'  - - � �

S x^ h

33- 3

 

 x 3= ƾƷ �P عند  Q  Ʋالنقطتي Ʋة بيƟاƀƯ صرƣŏ  `
( ) ( ) ( )12 52S 23 3 32= - +    

  34=

34 وحدة Əول�  ƾƷ ةƟاƀƯ صرƣŏ

  ( , )B 3 0 y والنقطة  x=  ƶلتŵعاƯ ƽŸعلى المنحنى ال ( , )A x y ŏوūد ƣŏصر ƀƯاƟة بيƲ النقطة   4
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 x ميةƧ ةŵحدƯ نيةƯŻ ترةƟ لǈų يةŗهرباƨوات الŵات الأƧشر ƻحدœ Ūتنت

ƲƯ الƏǈŴات الƨهرباŗية��
 ( ) 20

400
x xxC = - + يعطى Ưعدل ƧلƠة œنتاƣ ƪƧ ũطعة 
بالديناŹ	 بالعƣǈة 

ŏوūد Ƨمية عدŵ القطƖ المنتŬة ǈųل الƠترة لتحقيƧ ƪƣŏ ƢلƠة Ưمƨنة�  1
�Źيناŵ 100 ƚة بمبلŬنتƯ طعةƣ ƪƧ ƕتبا  2

� x يةƯة بمعلوƧرƄال ŮبŹ Ʋر عÚعب  A  

®ƶيمتƣ اƯو ¬ŮبŹ برƧŏ Ƣتحق ƾالت x يمةƣ دūوŏ  B  

:ƪالح
�ŜūوƯ ŮحيƇ ŵعد x ` x عدŵ القطƖ المنتŬة  يمثƪÚ المتƜير 

�ƻرƜƇ يمةƣ ƾتعط ƾالت x ,0) لحƀاƣ śيمة  )3 ندŽŹ تƜير الدالة c على الƠترة   1

    '( ) 1
400 400 ( 20)( 20)

x
x x

x
x

x xC 2 2

2

2= - =
-

=
- +

	ŜūوƯ ŮحيƇ ŵعد x
  20 0 , 0x x2 a22+

20x لهما نžƠ الإشاŹة -  ¬ 'C `

ūدول التƜير
x 3

'f œشاŹة   - - � �

f ƥلوſ

200

ū ƲƯدول التƜير نƀتنتœ Ʊŏ Ūنتاƣ 20 ũطعة يحقƧ ƪƣŏ ƢلƠة Ưمƨنة�

- ƧلƠة الƨمية المباعة = ſعر ƯبيƖ الƨمية   Ůالرب  A  2
100x ſعر الƨمية المباعة:     

20
400

. 20 400x x x xx
2- + = - +` j ƧلƠة الƨمية المباعة:     

:Ůالرب  
     ( ) 100 ( 20 400)x x x xP 2= - - +

  100 20 400x x x2= - + -

  400120x x2= - + -

�ƻصوƣ يمةƣ Ƣتحق ƾالت x ,0) ونوūد ƣيمة  )3 x التƾ تحقƧŏ Ƣبر ŹبŮ ندŽŹ تƜيÚر الدالة P على الƠترة  لحƀاƣ śيمة   B  

     ( ) 2 120P' x x= - +

 ( ) 0P' x =  Ɩƌن
  2 120 0x- + =

  60x =    
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: P ير الدالةƜت

x 0 3

'P œشاŹة  �� - -

P  ƥلوſ

60

x التƾ تحقƣ Ƣيمة عƔمى للدالة Ư Ʊŏ ƽŏ 60 ƾƷ Pبيƣ 60 Ɩطعة يحقƧŏ Ƣبر ŹبŮ للƄرƧة� ū ƲƯدول التƜير نƀتنتƣ Ʊŏ Ūيمة 

:Ůيمة للربƣ برƧŏ

     ( 0) (60) 120(60) 400P 6 2= - + -

  4 000 7200+= -

  003 2=

�Źيناŵ 3 200 Ůيمة للربƣ برƧŏ  


باǁلاƝ	 ƲƯ المƨثƠات الƨهرباŗية�  x تصنœ Ɩحدƻ الƄرƧات يوƯيĐا   5
( ) 2

25
x x xC = - + يعطى Ưعدل ƧلƠة œنتاƣ ƪƧ ũطعة بالعƣǈة:   

ŏوūد Ƨمية عدŵ المƨثƠات المنتŬة يوƯيĐا لتحقيƧ ƪƣŏ ƢلƠة Ưمƨنة�  A  

تباŏ ƪƧ ƕلƣ ƞطعة بƀعر ŵ 10نانير�  B  

�ŮبŹ برƧŏ Ƣة لتحقيŬات المنتƠثƨمية المƧ دūوŏ    

���






































































































































ƀƯتطيǈت ŵاŏ ƪųشƨال: يبيƲÚ الشƨل مستطيÔǆ داخل مثلŦ قائم الزاوية متطابƢ الضلعيƏ ،Ʋول وترƵ وحدتي Əول�

��X للنقطة 0 بدلالة Úƽالصاد Úيŧالإحدا Ʋر عÚعب  1

"

0(X�
��)

!
X x

y
�

�¥� �

 . AB6 = Źœشاŵ: اكتب معادلة   

. X مساحة المستطيل بدلالة Ʋر عÚعب  2

ما ŏكبر مساحة يŐخƷŸا المستطيل® وما ŏبعادƵ حينها®  3

:ƪالح

( , ) , ( , )A B1 � � 1 AB � لدينا  يŬب œيŬاد معادلة   1

y x 1= - +  � AB `AB1  معادلة  - = ميل   

( , )P x x AB1 `- + ��ȧالنقطة 0 موūودة على   

مساحة المستطيل � الطول � العرض  2

x x2 2p# = = الطول   
x

y

�

�

�¥�
¥�

¥�

¥�

¥�

¥�

¥�

¥�

¥�

�

 y x 1p = - + = العرض   

( )x x x x2 1 2 22- + = - + = Ȧ  مساحة المستطيل   

( )f x x x2 22= - +    � f لة الحاسبة البيانية الدالةǁنرسم على ا  3

.x � �= ) لها قيمة قصوى تساوƽ �.� عندما  )f x نŬد بيانيĐا ŏن   

ŏ  Ȧقصى مساحة يŐخƷŸا المستطيل Ʒي �.� وحدة مربعة.  

قياسات المستطيل�   

. units2 0 5 1# = الطول�           

. . XQLWV0 5 1 0 5- + = العرض�      

ŐƀƯلة ƋœاƟية
، قطƖ مربعان متطابقان  cm cm2� ��# لتصميم صندوق لƶ غطاØŏ ،ŌخŸت قطعة مƲ الورق المقوى على شƨل مستطيل ŏبعادƷا 
 Ōزاūالأ ÚيƏ انƨبالإم Ůصبŏ Ŧهة الأخرى بحيŬال Ʋن متطابقان مǆمستطي Ɩوقط ،X CM كل منهما ƖلƋ ولƏ ركانهاŏ Ʋم

�� Q[

�� Q[

[

[

[
[ [

[ [
[

 .Ōغطا ƶت لǆمستطي ƽŻن متوا Úوƨة لتŻالبار

اكتب صيغة تعبÚر عƲ (X)6 حŬم الصندوق.  A

ا بيانيĐا يمثÚل 6 في ذلƦ المŬال. Ôرسم ÛƭدŴلة واستŐال 6 للمسŬد مūوŏ  B

استŴدƭ الطريقة البيانيÚة لإيŬاد ŏكبر حŬم ممƲƨ للصندوق وقيمة X التي   C

تعطي ذلƦ الحŬم.

م النتائŪ التي حصلŢ عليها تحليليĐا. Úدع  D
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ŴƯطƎ تنƔيمƾ للوحدة الثالثة

تطبيقات على 
الاشتقاق

 ƻالقصو Ʈالقي
 	ƻرƜمى�الصƔالع


للدوال

تżايد 
 Ɔƣوتنا
الدوال

ŹبƎ المƄتقة 
 f الأولى '

 f والمƄتقة الثانية ''
f بمنحنى الدالة  

بياƱ الدوال 
Ƨثيرات 
ŵالحدو

تطبيقات على 
ƻالقصو Ʈالقي

ƣيمة 
 ƻصوƣ
Ưطلقة

ƣيمة عƔمى

التقعر

 Ʊبيا ƎبŹ
f  
 f '

ųطوات 
 Ʊبيا ƮſŹ

ŵوال Ƨثيرات 
ŵالحدو

 ƍنقا
Ɲالانعطا

ƻرƜƇ يمةƣ

ƣيمة 
 ƻصوƣ
Ưحلية

نƔرية 
القيمة 

المتوſطة

اųتباŹ المƄتقة 
الأولى

اųتباŹ المƄتقة 
الثانية

تطبيقات 
على الهندſة 

والصناعة

تطبيقات على 
ŵتصاƣالا

الدالة 
المطرŵة

نقطة حرūة
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ƆŴلƯ
) تسمى�  • )f c Dc فŔن  d œذا كانf Ţ دالة مŬالها $، 

 ( ) ( )f fc xH  
 x D6 ! f ¥ قيمة عظمى مطلقة للدالة  f  على $ عندما�    

( ) ( )f fc xG  
 x D6 ! f ¥ قيمة صغرى مطلقة للدالة f على $ عندما�    


 A; فŔن f تƨون لها قيمة عظمى مطلقة وقيمة صغرى مطلقة على ƵŸƷ الفترة.  • B= ة متصلة على فترة مغلقةÚ œذا كانf Ţ دال

) تƨون�  • )f c  ، c ƽفترة مفتوحة تحو $ ، f  نقطة داخلية للدالة , ( )c f c^ h Ʋƨلت

f (c) f (x)H    Dx6 ! قيمة عظمى محليÚة عند C عندما�    A  

f (c) f (x)G    Dx6 ! قيمة صغرى محليÚة عند C عندما�    B  

f غير موūودة.  • (c)l ŏ 0fو  (c) =l , تسمى نقطة حرūة عندما ( )c f c^ h  f  ةÚ النقطة الداخليÚة للدال

, نقطة حرūة.  • ( )c cf^ h ÚنŔف x c= Úة  f  قيمة قصوى (عظمى ŏو صغرى) محليÚة عند  œذا كانŢ للدال

œذا كانf  Ţ  دالة�  •

;A 
 B= صلة على الفترةÚمت ¥  

(A 
 B) شتقاق على الفترةǆقابلة ل ¥  

f (c) b a
f(b) f (a)

= -
-

l  Ŧبحي ,c a b! ^ h د على الأقلūيو ƶÚنŔف  

فة على الفترة ( . نقول œن�  • Úة معرÚ لتf Ʋƨ دال

,, Ix x f(x ) f (x ) x x( 61 1 !1 21 2 1 2 f  دالÚة متزايدة على ( œذا كان�     1

,, Ix x f(x ) f (x ) x x( 61 2 !1 21 2 1 2 f  دالÚة متناقصة على ( œذا كان�     2

Úة مطÚردة على ƵŸƷ الفترة.  • Úها دال ا متناقصة على فترة، يقال عنها œن Ôو دائمŏ ا متزايدة على فترة Ôون دائمƨة التي تÚ الدال

•  .(A 
 B) شتقاق علىǆة قابلة لÚ لتf Ʋƨ دال

.(A 
 B) تتزايد على f ÚنŔف ،(A 
 B) لى الفترةœ تنتمي X Úعند كل f ( ) 0x 2'  Ţذا كان ¥  

.(A 
 B) تتناقص على f ÚنŔف ،(A 
 B) لى الفترةœ تنتمي X Úعند كل f ( ) 0x 1'  Ţذا كانœ ¥  

.(A 
 B) ابتة علىŧ f الدالة ÚنŔف ،(A 
 B) لى الفترةœ تنتمي X Úعند كل f ( ) 0x ='  Ţذا كانœ ¥  

, نقطة حرūة.  • ( )c cf^ h Ţالها وكانŬصلة على مÚة متÚ لتf Ʋƨ  دال

.C ون لها قيمة عظمى محلية عندƨي  f  نŔف x c= f تتغيÚر مƲ الموūب œلى السالب عند  ة ' Úشارة المشتقœ Ţذا كانœ  ¥  

.C ية عندÚون لها قيمة صغرى محلƨي f نŔف x c= f مƲ السالب œلى الموūب عند  ' ¥  œذا تغيرت œشارة   
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•  .C ية عندÚ x فŔن f لا يƨون لها قيمة قصوى محل c= f عند  '  œذا لم تتغيÚر œشارة 

تعري�ƞ التقعÚر  •

ا لأعلى على ( . Ôر Úون مقعƨي ƶنŔعلى فترة ( ف ƶمماسات Ɩميū علىŏ منحنى الدالة Ɩذا وقœ  

ا لأسفل على ( . Ôر Úون مقعƨي ƶنŔعلى فترة ( ف ƶمماسات Ɩميū سفلŏ منحنى الدالة Ɩذا وقœو  

اختبار التقعÚر�  •

ا لأعلى على ( . ÔرÚمقع  f  ن منحنى الدالةŔ0  ف ,f (x) x Id62''  Ţذا كانœ  A  

ا لأسفل على ( . ÔرÚمقع  f  ن منحنى الدالةŔ0  ف ,f (x) x Id61''  Ţذا كانœ  B  

•   �Ɲنقطة الانعطا 

 ƵŸƷ عند Ƶر Úر تقعÚيغي f ومنحنى الدالة ،C صلة عندÚة متÚدال f Ţذا كانœ  f لمنحنى الدالة Ɲنقطة انعطا  , ( )c f c^ h ى النقطة Úتسم
النقطة مŏ Ʋعلى œلى ŏسفل ŏو مŏ Ʋسفل œلى ŏعلى.

•  .x c= ) ، فŔن f تƨون لها قيمة عظمى محليÚة عند  )f c �1''  ، ( )cf �='  Ţذا كانœ

•  .x c= ) ، فŔن f تƨون لها قيمة صغرى محليÚة عند  )f c �2''  ، ( )cf �='  Ţذا كانœ
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ƄƯروƕ الوحدة: Ưا Ə ƪƌƟŏ ƾƷريقة لإيŬاŵ وƓيƠة®

�ƪوق العمſ ƾƟ ƍراŴو الانƷ ديدū Úة تحدÚعيƯاŬات الŵهاƄات والŻاūعلى الإ ƱلوƇالحا ƶūيوا ũرŴبعد الت :ƕروƄة المƯقدƯ  1

�ƪŗاſالو ƲƯ العديد ƭداŴتſتنوعة واƯ حاولاتƯطوات وų بعدة ƭل القياǈų ƲƯ ƪعم ƅرƟ Ʋع Ŧو البحƷ :Ɲالهد  2

�Ţة الإنترنƨشب - śوſحا :ƭŻاللوا  3

:Ƣلة حول التطبيŘſŏ  4

®ƮتهƠيƓو ŵاŬيœ ƾƟ اƷوƯدŴتſا ƾيلة التſالو Ʋع ŹاƀƠتſǈل ƲيƠƓالمو ƲƯ يةŗواƄعينة ع ŹتاŴتſ ƞيƧ  A  

مها ƾƟ اſتماŹة� ÚƔتها® نƠƄتƧا ƾات التŹياŴا الƯ  B  

:	ŵشاŹœ
  

•  �ƝŹاء والمعاƣدƇل الأǈų ƲƯ

ǈų ƲƯل الإعǈنات ƾƟ الصحƞ والمǈŬت�  •

•  �ƞŗاƓالو ƾالبƏو ƪوق العمſ Ʋبي Ǝالرب ƾƟ تصةŴالات المƧل الوǈų ƲƯ

•  �Ţة الإنترنƨعبر شب Ŧل البحǈų ƲƯ


اƧŷرƷا ���	�  • ƻرųŏ يلةſو ŵو اعتماŏ تصةŴة المƧرƄال ƲƯ ةƠيƓو Ŝباشرة لطلƯ ƭل التقدǈų ƲƯ

�Ƣبſ ا ÚمƯ Źياų ƪƨوية لŘالم Ŝƀالن ŵ Úحد  C  

نÔا ūدولاÔ بالنŜƀ المŘوية ÚوƨƯ اعتمدتها ƾة التÚيŗواƄل العينة العǈų ƲƯ عليها Ţحصل ƾالت Ŝƀالن ŵ Úيحد ÔǈصƠƯ ا Ôتقرير ŜتƧالتقرير:  ا  5

عƪƧ Ʋ وſيلة تÚƮ اſتŴداƯها لإيŬاŵ وƓيƠة�

Ʋ تقريرƥ بعƊ الاƣتراحات والنصاŮŗ والاſتنتاūات التƾ نتŢŬ عƲ تلƦ الدŹاſة� ÚمƋ :Źالقرا  

ŹŵوŽ الوحدة

الاŹتباƍ والانحداŹاųتباŹات الƠروƉ الإحصاŗيةالتقدير

4-14-24-3

الوحدة
الرابعة

الإحصاء

3TATISTICS
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الوحدة
الرابعة

ƾƟ الوſاƪŗ الإعƯǈية المرŗية والمƀموعة 
 Ʋع ťية تتحدŗحصاœ Ūŗنتا Ʀتوبة تطالعƨوالم
توƣعات ŏحداƯ ťعينة تتناول انتŴابات نيابية 
ŏو ŗŹاſية ŏو Ưبيعات ŏو ƯباŹياتt وƧŏثر Ưا 
 Őطų ƂƯاƷ ƖƯ عينةƯ ويةŘƯ بةƀو نƷ ƦƠƣتوƀي
Ưحدŵ والŒƀال المهƷ Ʈو: Ƨيƞ يتƮ التقدير 
 ŽوŹŵ رƟتو ®ŐطŴال ƂƯاƷ Ŝƀيحت ƞيƧو
Ɲ على  Úللتعر śǈالط ƭاƯŏ ةƇرƟ الوحدة ƵŸƷ
التقدير وƷاƂƯ الŴطŐ والƠروƉ الإحصاŗية 

وƧيƠية احتƀابها�

 ƍتباŹالا  ƭهوƠƯ على   śǈالط  Ɲيتعر Ƨما 
 Ʊوſبير ƍتباŹا ƪƯعاƯ بواƀويحت Źوالانحدا
 Ūŗا نتاŒويتنب Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ تبواƨي Ʈŧ

Ưعينة�

ƦاتƯعلوƯ لىœ ƞƋŏ


المعاƝŹ الƀابقة المƨتƀبة	  Ʊǁا Ţنŏ Ʋيŏ

تعلمƯ Ţقاييž النżعة المرżƧية: المتوƎſ الحƀابƾ - الوſيƎ - المنوال�  •

•  �ƾŗالإحصا ƖتمŬالم Ţتعلم

تعلمŢ العينة العƄواŗية وŏنواعها واſتŴداƯاتها�  •

®Ʈتتعل Ɲوſ اŷاƯ

Ɲ المعلمة والإحصاءة�  • Úيعُر

œيŬاŵ التقدير بنقطة�  •

œيŬاŵ التقدير بƠترة ŧقة�  •

اſتƄƨاƝ الƠروƉ الإحصاŗية�  •

Ɲ الاųتباŹات الإحصاŗية ويŬريها�  • Úيعُر

•  �Ŝſالمنا Źالقرا ŷاŴات

•  �Źوالانحدا ƍتباŹالا Ɲيتعر

•  �Ʊوſبير ƍتباŹا ƪƯعاƯُ دūيو

•  �Őويتنب Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ Ŝتƨي

المصطلحات الأſاſية

 ƂƯاƷ - ةūالقيمة الحر - ƾالطبيع ƖيŻة الثقة - التوūŹŵ - ترة الثقةƠترة الثقة - التقدير بƟ - المعلمة - الإحصاءة - التقدير - التقدير بنقطة
 Źالانحدا - Źالقرا - ƪالبدي ƉرƠال - ƭالعد ƉرƟ - ƾŗالإحصا Žية - المقياŗالإحصا ƉروƠال - t ƖيŻالتو ƅواų - ƽŹالمعيا ŐطŴال - ŐطŴال

�Œالتنب - Ʊوſبير ƍتباŹا ƪƯعاƯُ - ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ ƅواų - ƾطŴال ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ - ƍتباŹالا - ƽŹاƄالانت ƎطŴالم -
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4-1

 !"#$%&' ()*& #$+,
متوسط عدد الرحǆت الŬويÚة المغادرة يوميĐا خǆل 

شهر يونيو مŏ Ʋحد المطارات Ʒو �� رحلة.

ط عدد  Úنة لتقدير متوسÚالعي ƵŸƷ ƭداŴاست Ʋƨل يمƷ
µ خǆل ŏشهر السنة® لماذا® الرحǆت 

وما Ʒي ŏفضل وسيلة للتقدير لنقترś مƲ الحقيقة®

سبƢ لنا في الصƞ الحادƽ عشر تعريƞ المŬتمƖ الإحصائي والعينة العشوائية والأسباś التي 
تŒدœ ƽلى ŏخŸ العينات لدراسة المŬتمƖ بدلاÔ مƲ الحصر الشامل، وذلƦ لتقدير المتوسط 

.σ  ƶل ƽالمعيار Ɲو الانحراŏ µ  ƖتمŬ(الوسط) الحسابي للم

 ،ƖتمŬمعالم الم Ʋم σ  ƖتمŬللم ƽالمعيار Ɲوالانحرا µ ƖتمŬويعتبر الوسط الحسابي للم
وعادة ما تƨون ƵŸƷ المعالم مŬهولة.

ولتقدير ƵŸƷ المعالم نلœ ŐŬلى سحب عينة عشوائية منŧ ،ƶم نحسب المتوسط الحسابي للعينة 
.ƖتمŬيعتمد على قيم العينة ولا يعتمد على معالم الم ƽŸ3 وال ƽالمعيار Ɲو الانحراŏ x

 ƾابƀالح ƎſالمتوƧ ƖتمŬالم ƖيŻتو ƞو يصŏ ƖتمŬالم ƞيص Ţابŧ ƾƷ :	0ARAMETER
المعلمة 
�σ  ƽŹالمعيا Ɲو الانحراŏ µ

 x  ƾابƀالح ƎſالمتوƧ العينة ƲƯ ƶيمتƣ Ʋتتعي Ʊتراƣو اƷ :	3TATISTIC &UNCTION
الإحصاءة 
� S ƽŹالمعيا Ɲو الانحراŏ

العينة وتعƣ žƨيمة   Ʈيƣ حصاءة تعتمد علىœ وƷ :	0ARAMETER %STIMATE
تقدير المعلمة 
�ƶيعŻوتو ÚƪƨƧ ƖتمŬريبة لمعلمة المƣ

 ƖتمŬاد قيم تقديرية لبعض معالم مŬيœ تساعدان على ƲريقتيƏ Ɲتتعر Ɲا الدرس سوŸƷ في
�Ʋمعي

Əريقة ŏولى: التقدير بنقطة.  •

Əريقة ŧانية: التقدير بفترة الثقة.  •

التقدير

%STIMATION

Ʈتتعل Ɲوſ

التقدير بنقطة� •
التقدير بƠترة الثقة� •
• �ŐطŴال ƂƯاƷ

المƠرŵات والمصطلحات:

• 0ARAMETER المعلمة 
الإحصاءة •

3TATISTIC &UNCTION  
تقدير المعلمة •

0ARAMETER %STIMATE  
• %STIMATION تقدير 
تقدير بنقطة •

0OINT %STIMATE  
تقدير بƠترة الثقة •

#ONFIDENCE )NTERVAL  
%STIMATION  

ūŹŵة الثقة 
ƀƯتوƻ الثقة	 •
	,EVEL OF #ONFIDENCE
  
$EGREE OF #ONFIDENCE  


ƀƯتوƻ المعنوية	 • ŐطŴبة الƀن
0ERCENTAGE OF ERROR  
	3IGNIFICANCE ,EVEL
  

القيمة الحرūة •
#RITICAL 6ALUE  

• ŐطŴال ƂƯاƷ
-ARGIN OF %RROR  

ūŹŵات الحرية •
$EGREE OF &REEDOM  

تƧŸر:
الاƣتراƷ Ʊو ƣيمة تربƠƯ Ǝرŵات 

Ưعينة وتنتƯ Ūنها�
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تƧŸر:
المتوƎſ الحƀابƾ لعينة =

ŬƯموƣ ƕيƮ البيانات
عدŵ البيانات

x n

x
i

n

1
R

=
=
i

الانحراƝ المعياƽŹ لعينة:

( )

s n

x x
i

n 2

1
Σ

=

-
=

i

تƧŸر:
ƖتمŬللم ƾابƀالح Ǝſالمتو

N
xµ Σ

=
i

:ƖتمŬللم ƽŹالمعيا Ɲالانحرا

( )
N
x x 2

σ Σ
=

-i

0OINT %STIMATE التقدير بنقطة 

�ƖتمŬالم ƮعالƯ ƲƯ هولةŬƯ علمةƯ لتقدير ƭدŴتƀالعينة ت ƲƯ وبةƀحƯ يمة وحيدةƣ ƾƷ التقدير بنقطة

الحسابي  للمتوسط  بنقطة  x يستŴدƭ كتقدير  العشوائية  للعينة  الحسابي  المتوسط   Ôǆفمث
 ƽالمعيار Ɲنحراǆكتقدير بنقطة ل ƭدŴللعينة 3 يست ƽالمعيار Ɲالانحرا ƦلŸوك ،µ ƖتمŬللم

.σ  ƖتمŬللم

#ONFIDENCE )NTERVAL %STIMATION التقدير بƠترة الثقة 

 ،σ  ƽالمعيار Ɲوالانحرا µ علمنا مما سبŏ Ƣن لƨل مŬتمƖ معالم منها المتوسط الحسابي 
 ƖتمŬن التقدير بنقطة لإحدى معالم المŏ المعالم. وعلمنا Ʀاد التقدير بنقطة لتلŬيœ ودرسنا كيفية
ا.  Ôون كبيرƨفي التقدير بنقطة ي ŐطŴن احتمال الŔف ƦلŸالعينة، ول Ʋو قيمة وحيدة محسوبة مƷ

وبناŌ عليƶ فŔنƶ مƲ الأفضل œيŬاد فترة معينة يتوقŏ Ɩن تقƖ معلمة المŬتمƖ داخلها بنسبة معينة 
ŏو باحتمال معيœ .Ʋن مثل ƵŸƷ الفترة تسمى فترة الثقة.

#ONFIDENCE )NTERVAL Ɵترة الثقة 

ŏنها Ɵترة عƄواŗية	 تحوœ ƽحدƯ ƻعالƮ المŬتمƖ بنƀبة Ưعينة  ƽŏ
 ƱياŗواƄع ƱيراƜتƯ اƷاƟرƏ ترةƟ ƾƷ
تƀمى ūŹŵة الثقة 
ƀƯتوƻ الثقة	� 

التقدير بƠترة الثقة

�ƲÚعيƯ و احتمالŏ عينةƯ بةƀلها بنųاŵ ƖتمŬعلمة المƯ Ɩتق Ʊŏ Ɩƣعينة يتوƯ ترةƟ ŵاŬيœ وƷ

ūŹŵة الثقة 
ƀƯتوƻ الثقة	 
$EGREE OF #ONFIDENCE 	,EVEL OF #ONFIDENCE
  

ŏ 1ن تƨون فترة الثقة تحوƽ القيمة الحقيقية  α-^ h و احتمالƷ و مستوى الثقةŏ ة الثقةūن درœ
لمعلمة المŬتمƖ قيد الدراسة، وعادة يعبÚر عنها كنسبة مŘوية.

ŏما α فهي نسبة الŴطŐ في التقدير وتسمى ƀƯتوƻ المعنوية ŏو مستوى الدلالة.

� Ôǆفمث

•  ��� ƽŏ .1 0 95α- = 0. حينها تƨون درūة الثقة  05α =  Ţذا كانœ

•  %10α = œذا كان مستوى الثقة ��� فŔن مستوى المعنوية 

•  %1α = ا œذا كان مستوى الثقة ��� فŔن مستوى المعنوية  Ôيضŏ

ا لأنƶ يŒمƲ التواŻن  Ôو الأكثر انتشارƷ ��� ة، يعتبر مستوى الثقةŧǆيارات الثŴال ƵŸƷ Ʋوم
الأنسب بيƲ الدقة الموƋحة مƲ خǆل Əول فترة الثقة والدقة الموƋحة مƲ خǆل مستوى الثقة.
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.ORMAL $ISTRIBUTION  ƾالطبيع ƖيŻالتو
تعرفنا فيما سبƢ على بيان منحنى التوŻيƖ الطبيعي، وعلمنا مƲ خواƅ التوŻيƖ الطبيعي ما يلي�

•  

x " 3- x " 3x µ=

= المنوال.  = الوسيط  المتوسط الحسابي 
•   Ƶل حول محورŧمتما (رسū) ل ناقوسƨون بيان المنحنى على شƨي 

. x µ=^ h
-3 (لا يقطƖ المحور الأفقي).  • يمتد المنحنى مƏ Ʋرفيœ ƶلى 3 وœلى 
المساحة تحŢ المنحنى تساوƽ الواحد الصحيŮ (وحدة مساحة).  •

Ʋلى منطقتيœ المنحنى Ţيقسم المساحة تح x µ= المستقيم الرŏسي   

	1
 ƪƨش   متماŧلتيƲ مساحة كل منهما تساوƽ نصƞ (وحدة مساحة) كما في الشƨل (�).  

:ƽŹالمعيا ƾالطبيع ƖيŻنحنى التوƯ
( )f Z

Z-4 -3 -2 -1 1 2 3 4Z �=

 Ɲ0 والانحراµ = œذا كان المتوسط الحسابي للتوŻيƖ الطبيعي 

.ƽŹالمعيا ƾالطبيع ƖيŻالطبيعي بالتو ƖيŻ1 يسمى التوσ =  ƽالمعيار

.ƽالطبيعي المعيار ƖيŻل بيان منحنى التوÚيمث ƭل المرسوƨالش

ا موūبة Ôقيم : ŸخŐل للمنحنى. تŧو محور التماƷ Z 0= المستقيم 
ا سالبة وتنقص ūهة اليسار. Ôقيم : ŸخŐبينما ت Ʋهة اليميū وتزداد

	2
 ƪƨش  
#RITICAL 6ALUE  Z

2
a القيمة الحرūة 

2
α
2
α ƾſŏŹ ÚحدƾſŏŹ Úحد

ƾſŏالر Źالمحو

2
α

Z
2

- a Z
2
a Z

2
1 - α

2
1 - α

�Z =

( )f Z  .ƽالطبيعي المعيار ƖيŻمنحنى التو ƲÚيبي ƭل (�) المرسوƨالش
•   ƽالطبيعي المعيار ƖيŻمنحنى التو Ţن مساحة المنطقة تحŏ نعلم 

تساوƽ الواحد (وحدة مساحة) والمحور الرŏسي يقسم المنطقة 
 ƽمساحة كل منهما تساو Ʋمتطابقي Ʋالمنحنىالى قسمي Ţتح
2 وحدة مساحة. ومŬموƕ مساحتي الŬزئيƲ باللون الأحمر 

1

 ƶ2 وعلي
α  ƽمنهما تساو Ōزū ون مساحة كلƨوت α ƽا تساو Ôمع

تƨون مساحة كل مƲ الŬزئيƲ باللون الأخضر على ūانبي المحور 
	3
 ƪƨش  2

1 - α  ƽŏ 2
1  ¥ 2

α الرŏسي 

•   Ʋع Ʋالأيم Ɲذيل الطر Ʋ2 م
α Z يفصل المنطقة التي مساحتها 

2
a Ŧحي Z

2
- a وبالرمز Z

2
a بالرمز Ʋسييŏالر Ʋالحدي Ʋر عÚنعب 

 Ʋالأيسر ع Ɲذيل الطر Ʋ2 م
α Z يفصل المنطقة التي مساحتها 

2
- a بينما ،Z �= 2 مƲ المستقيم 

1- α المنطقة التي مساحتها 
.Z �= 2 مƲ المستقيم 

1- α المنطقة التي مساحتها 

,Z Z Z Z
2 2 2 2

1 1= - = -α α α α- - ǈƯحƔة: 

2
α

2
α

Z
2

- a Z
2
a Z

2
1 - α

�Z =

2
1 - α

	4
 ƪƨش

 :ƽŹالمعيا ƾالطبيع ƖيŻدول التوū ƲƯ ةūالقيمة الحر ŵاŬيœ
المساحة  المنحنى نحسب   Ţللمساحة تح المناƓرة   Z

2
a قيمة  لإيŬاد 

,ŧ 0م  Z
2
α6 Z ويميƲ الصفر ƽŏ في الفترة @

2
a 2 التي تقƖ على يسار 

1- α

 Ŧفي نهاية الوحدة صفحة ��� حي Ƣدول المرفŬعنها في ال ƞشƨن
العمود الأول قيم : ابتداÔŌ مƲ �.� وحتى �.� وŏكثر.والصƞ الأول يمثل الأūزاŌ مƲ المŘة لقيم :، ومنƶ يمƲƨ تحديد قيمة 

.: É Ùوالعمود ل ƞقيمتي الص ƖمŬب Ʀوذل Z
2
a
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�ƽŹالمعيا ƾالطبيع ƖيŻدول التوū ƭداŴتſقة �95 باŧ ƻتوƀرة لمƓالمنا Z
2
α ŏوūد القيمة الحرūة 

:ƪالح

ƀƯ  aتوƻ الثقة Ʒو �95

�.���.���.���.���.���.���.���.���.���.��:

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.�

�.�

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.����

�.�

�.�

�.�

( )Z  ƽŹالمعيا ƾالطبيع ƖيŻدول التوū

ƀƯتوƻ الثقة: �95

0�4750�475

Z

      


Z	 ƠƇحة 194 ƽŹالمعيا ƾالطبيع ƖيŻدول التوū ŸųŐن

ƖƏا على التقاƷدŬنƟ 0�4750 Ʋدول عŬال ƾƟ Ŧنبح
0�06  ¬  1�9 :Ŝعلى الترتي Ʋيŵللعد ƽŵالعمو�ƾقƟالأ

:ƾƷ ةūالقيمة الحر ƾوبالتال

 

 

�ƽŹالمعيا ƾالطبيع ƖيŻدول التوū ƭداŴتſقة �97 باŧ ƻتوƀرة لمƓة    المناūد القيمة الحرūوŏ  1

-ARGIN OF %RROR  ŐطŴال ƂƯاƷ

0OINT %STIMATION %RROR : الŴطŐ بالتقدير بنقطة  Ôلا Úوŏ

.ƖتمŬللم µ x كتقدير بنقطة للمتوسط الحسابي  علمنا فيما سبŏ Ƣنƶ يمƲƨ استŴداƭ المتوسط الحسابي للعينة 

.ƖتمŬللم µ x غير مساوية لقيمة المتوسط الحسابي  ومƲ المتوقŏ Ɩن تƨون قيمة المتوسط الحسابي للعينة 

،ƖتمŬللم  ƽŹالمعيا  Ɲالانحرا  σ  Ŧحي  
n

σ  ƽوتساو  ƽŹالمعيا  ŐطŴبال  Ʋابقتيƀال  Ʋالقيمتي  Ʋبي للƠرق  المطلقة  القيمة  تسمى 
n عدƣ ŵيƮ العينة (ŏو حŬم العينة).

)NTERVAL %STIMATION %RROR ŧانيÔا: الŴطŐ بالتقدير بƠترة 

واǁن نتعرض للŴطŐ بالتقدير بفترة فعندما نستŴدƭ عينة لتقدير المتوسط الحسابي µ لمŬتمƖ، يƨون الŴطŐ في التقدير Ʒو 
.ƖتمŬللم µ ، والمتوسط الحسابي  x القيمة المطلقة للفرق بيƲ المتوسط الحسابي للعينة 

E ŐطŴال ƂƯاƷ

ا Ôيحūثر ترƧمى الأƔالقيمة الع ¬E  Éب  ƶليœ żƯير ¬ŐطŴال ƂƯاƷ Ʊوƨي ¬ƖتمŬلم µ  ƾابƀالح Ǝſنة لتقدير المتوÚبيانات عي ƭداŴتſعند ا
�ƖتمŬللم µ  ƾابƀالح Ǝſنة والمتوÚللعي x  ƾابƀالح Ǝſالمتو Ʋرق بيƠلل 	 
عند ūŹŵة ŧقة 

.
n

σ  ƽالمعيار ŐطŴوال Z
2
α ا ƷامƂ الŴطŐ الأكبر في التقدير، ويمœ ƲƨيŬادƵ بŐخŸ ناتƋ Ūرś القيمة الحرūة  Ôيضŏ يسمى

.(1 α-       عند درūة ŧقة (
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وحتى يƨون الŴطŐ في التقدير ŏقل ما يمƲƨ يŬب ŏن تتحقƢ المتباينة�

x E1µ-

x E1µ - ŏ ƽŏن� 

E x E1 1µ- -

x E x E1 1µ- +

,x E x E- +^ h وعليƶ تƨون فترة الثقة Ʒي�  

 ƾŗالإحصا ƖتمŬللم ª ƾابƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƠالتقدير ب
#ONFIDENCE )NTERVAL %STIMATION FOR THE -EAN 6ALUE ª OF 3TATISTICAL 0OPULATION  

ƭعلوƯ ƖتمŬ2 للمσ  Ʋالتباي ƱاƧ اŷœ : Ôلا Úوŏ

 n 30# ŏ nو  302 2σ معلوƭ وحŬم العينة  ƶتباين Ŧحي , 2µ σ^ h بيعيƏ ƖتمŬم Ʋم N مهاŬت عينة عشوائية حŸخŏ ذاœ
Ʒ µو� فŔن تقدير فترة الثقة  للمتوسط الحسابي 

1 α-^ h قةŧ ةūعند در  ,x E x E- +^ h  

.ŐطŴال ƂامƷ %  ،المتوسط الحسابي للعينة x  Ŧحي

Ə xرƟ ƾƟترة الثقة. E-  
 x E+ وتسمى القيمتان 

1.96Z
2
=α ǈƯحƔة: عند œيŬاƟ ŵترة الثقة ſنƨتƾƠ بدūŹة الثقة �95 والتƾ تناƓرƷا القيمة الحرūة 

�	ƽŹالمعيا ƾالطبيع ƖيŻدول التوū ƲƯ
   

µ  ƾابƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƟ ŵاŬطوات المتبعة لإيŴال

.n 30# ŏ nو   302 2σ معلومة و  Ţذا كانœ

Z المناƓرة لدرūة ŧقة ��� وƷي ��.�
2
α نوūد القيمة الحرūة   1

.ƖتمŬللم ƽالمعيار Ɲي الانحراƷ σ  Ŧحي ،E Z
n2

:
σ

= α  ŐطŴال ƂامƷ دūنو  2

. ,x E x E- +^ h د فترة الثقةūنو  3

تƀƠير Ɵترة الثقة

 Ʋن ��� مŏ Ɩننا نتوقŔل عينة فƨحدود فترة الثقة ل śوحسا (N) مŬتلفة متساوية في الحŴعند اختيار عينات عشوائية م
.(µ) ƖتمŬالقيمة الحقيقية للمتوسط الحسابي للم ƽتحو ƵŸƷ فترات الثقة

x وفترة الثقة فŔننا نتوقŏ Ɩن �� فترة  فمثÔǆ عند اختيار ��� عينة عشوائية ذات الحŬم نفسƶ (N) وفي كل مرة نحسب 
µ الحقيقية و� فترات لا تحويها.  ƽتحو
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 ťالإنا ƖتمŬلم ƽŹالمعيا Ɲوالانحرا n 40=  ťعينة الإنا ƮŬح ƱاƧ اŷŔƟ Ʋلديه Ɗعدل النبƯ حول ťالإنا ƲƯ ة لعينةſاŹŵ Ţريūŏ
� باſتŴداƀƯ ƭتوŧ ƻقة �95 .x 76 3= 12. والمتوƎſ الحƀابƾ للعينة  5σ =

�ŐطŴال ƂƯاƷ دūوŏ  1

 �µ  ƾŗالإحصا ƖتمŬللم ƾابƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƟ دūوŏ  2

ر Ɵترة الثقة� ÚƀƟ  3
:ƪالح

ƀƯ  aتوƻ الثقة �95   1

1.96Z
2
=α `  القيمة الحرūة:     

E Z
n2

` :
σ

= α Ư σعلوƯة    Ʊŏ ƒحǈن  

, . , .n x40 12 5 76 3a σ= = =  

1.96
40
12.5

3.87379

E

E

#

.

=   :ŐطŴال ƂƯاƷ  

3.8738 .  ŐطŴال ƂƯاƷ  `  

,x E x E- +^ h   :ƾƷ ترة الثقةƟ  2
 . . , . .76 3 3 8738 76 3 3 8738= - +^ h
 . , .72 4262 80 1738= ^ h
نتوƟ 95 Ʊŏ ƖÚƣترة الثقة لƪƨ عينة ŔƟننا  n وحƀاś حدوƟ ŵترة  40=^ h  ƶƀƠن ƮŬات الحŷ يةŗواƄ100 عينة ع Źتياųعند ا  3

�µ  ƖتمŬللم ƾابƀالح Ǝſالقيمة الحقيقية للمتو ƽتحو

 .3 6σ =  ťالإنا ƖتمŬلم ƽŹالمعيا Ɲمها 25 والانحراŬح ťالإنا ƲƯ ƻرųŏ ة على عينةſاŹالد Ţريūŏ اŷœ 	2
ƲƯ المثال   2
.x 18 4= والمتوƎſ الحƀابƾ للعينة 

باſتŴداƀƯ ƭتوŧ ƻقة �95  

�ŐطŴال ƂƯاƷ دūوŏ  1  

�µ  ƾŗالإحصا ƖتمŬللم ƾابƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƟ دūوŏ  2  

ر Ɵترة الثقة� ÚƀƟ  3  

n 302 2σ للمŬتمƛ Ɩير Ưعلوƭ وحƮŬ العينة   Ʋالتباي ƱاƧ اŷœ :اÔانيŧ

µ  ƾابƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƟ ŵاŬطوات المتبعة لإيŴال

Z المناƓرة لدرūة ŧقة ��� وƷي ��.�
2
α نوūد القيمة الحرūة   1

Ʒ Sي الانحراƝ المعيارƽ للعينة.  Ŧحي ، E Z
n

S

2
:= α  ŐطŴال ƂامƷ دūنو  2

. ,x E x E- +^ h د فترة الثقةūنو  3
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عينة عƄواŗية حŬمها ŷŔƟ ¬36ا ƧاƱ المتوƎſ الحƀابƾ للعينة 60 وتباينها 16¬ باſتŴداƀƯ ƭتوŧ ƻقة �95:

�ŐطŴال ƂƯاƷ دūوŏ  1

�µ  ƾŗالإحصا ƖتمŬللم ƾابƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƟ دūوŏ  2

ر Ɵترة الثقة� ÚƀƟ  3
:ƪالح

 x 60=  :ƾابƀالح Ǝſالمتو 
 n 36= حƮŬ العينة: 
 S 4=  :ƽŹالمعيا Ɲالانحرا ¬ S 162 =  :Ʋالتباي

ƀƯ  aتوƻ الثقة �95  1
1.96Z

2
` =α       

n 302   ¬  ƭعلوƯ يرƛ 2 aσ  

       E Z
n
S

2
:= α

   
36
4

1.96 #=

   1.3066=

1.3067 .  ŐطŴال ƂƯاƷ  `  

,x E x E- +^ h  :ƾƷ ترة الثقةƟ  2
 . , .60 1 3067 60 1 3067- += ^ h
 . , .58 6933 61 3067= ^ h
نتوƟ 95 Ʊŏ ƖÚƣترة الثقة لƪƨ عينة ŔƟننا  n وحƀاś حدوƟ ŵترة  36=^ h  ƶƀƠن ƮŬات الحŷ يةŗواƄ100 عينة ع Źتياųعند ا  3

�µ  ƖتمŬللم ƾابƀالح Ǝſالقيمة الحقيقية للمتو ƽتحو

 ƭداŴتſبا ¬S 9=  ƽŹها المعياƟوانحرا ¬x 50=  ƾابƀطها الحſتوƯو n 81= Ÿųŏت عينة عƄواŗية ŬƯ ƲƯتمƏ Ɩبيعƾ حŬمها   3
ƀƯتوŧ ƻقة ��95

�ŐطŴال ƂƯاƷ دūوŏ  1  

�µ  ƾŗالإحصا ƖتمŬللم ƾابƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƟ دūوŏ  2  

ر Ɵترة الثقة� ÚƀƟ  3  

n 30G 2σ للمŬتمƛ Ɩير Ưعلوƭ وحƮŬ العينة   Ʋالتباي ƱاƧ اŷœ :اÔالثŧ

n فŔن توŻيƖ العينة لا يŒول  30G 2σ غير معلوƭ وحŬم العينة   ƶبيعي تباينƏ ƖتمŬم Ʋم N مهاŬت عينة عشوائية حŸخŏ ذاœ
n ويƨون  30G œلى التوŻيƖ الطبيعي وفي ƵŸƷ الحالة يلزمنا استŴداƭ توŻيō Ɩخر Ʒو توŻيT Ɩ للعينات الصƜيرة التي حŬمها 

. ,x E x E- +^ h وƷ µ 1 للمتوسط الحسابي  α-^ h تقدير فترة الثقة

.ŐطŴال ƂامƷ %  ،المتوسط الحسابي للعينة x  Ŧحي
���






































































































































0ROPERTIES OF t  $ISTRIBUTION  t  ƖيŻالتو ƅواų

-3 مū Ʋهة اليسار  3 مū Ʋهة اليميƲ وœلى  ا، ويمتد œلى  Ôصفر ƽيساو ƽŸالحسابي وال ƶل حول متوسطŧمتما ƖيŻتو  1

xx 0=

( )f x

 .ƲهتيŬالصفر في ال Ʋا مÔويزداد قرب

انحرافƶ المعيارŏ ƽكبر مƲ الواحد.  2

(1 يعتمد ŸƷا التوŻيƖ على درūات الحرية والتي تساوƽ (حŬم العينة -  3
. n 1-^ h ƽŏ

 ƖيŻالتو Ʋا م ÔƋفاŴكثر انŏ ƶن قمتŏ Úلاœ الطبيعي ƖيŻالتو ƶيشب T ƖيŻالتو  4
الطبيعي.

.Ůلى الواحد الصحيœ ƽالمعيار ƶانحراف śالطبيعي ويقتر ƖيŻالتو Ʋم ƖيŻا التوŸƷ śات الحرية اقترūادت درŻ كلما  5

xx 0=

( )f x

1 2-
α

2
α

t
2
α

 t  ƖيŻدول توū ƲƯ ةūالقيمة الحر ŵاŬيœ

لإيŬاد القيمة الحرūة مū Ʋدول توŻيT Ɩ حيŦ يبيƲÚ العمود الأول قيم درūات 
  ƶ2 ومن

α n وتبدŏ مœ � Ʋلى �� وŏكثر والصƞ الأول يمثÚل قيم  1-^ h الحرية
t . لاحŏ ƒن�

2
α يمƲƨ تحديد 

t t
2 2
=α α1-  

n 30#^  ¬ƭعلوƯ يرƛ 2σ 
ƾƟ حالة  ƾŗالإحصا ƖتمŬللم µ  ƾابƀالح Ǝſللمتو ŐطŴال ƂƯاƷ

-ARGIN OF %RROR FOR -EAN 6ALUE OF 3TATISTICAL 0OPULATION WHERE 2σ  IS NOT KNOWN AND n 30#

E t
S
n2

:= α حيS Ŧ الانحراƝ المعياƽŹ للعينة    

 n 30#^  ¬ƭعلوƯ يرƛ 2σ 
ƾƟ حالة  ƾŗالإحصا ƖتمŬللم  µ  ƾابƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƟ

#ONFIDENCE )NTERVAL FOR -EAN 6ALUE OF 3TATISTICAL 0OPULATION WHERE 2σ  IS NOT KNOWN AND 
AND n 30#

,x E x E- +^ h

:n 30# ƛ 2σير ƯعلوƯة¬   ŢانƧ اŷœ µ  śاƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƟ ŵاŬطوات المتبعة لإيŴال

. n 1-^ h ات الحريةūد درūنو  1

.T ƖيŻدول توū Ʋقة ��� مŧ ةūرة لدرƓالمنا t
2
α نوūد القيمة الحرūة   2

E t
n

S
2
:= α  ŐطŴال ƂامƷ دūنو  3

. ,x E x E- +^ h د فترة الثقةūنو  4
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10 ƽاوƀي 	S
ŷŔƟ ¬nا ƧاƱ الانحراƝ المعياƽŹ للعينة  25= Ÿųŏت عينة عƄواŗية ŬƯ ƲƯتمƏ Ɩبيعƾ حŬمها 

:ŵاŬقة �95 لإيŧ ƻتوƀƯ ƭدŴتſ15¬ ا ƽاوƀي ( )x  ƾابƀطها الحſتوƯو

�ŐطŴال ƂƯاƷ  1

�µ  ƾŗالإحصا ƖتمŬللم ƾابƀالح Ǝſترة الثقة للمتوƟ  2

:ƪالح

n 30#  ¬ ƭعلوƯ يرƛ 2 aσ  1

�t ƖيŻتو ƭدŴتƀن  `  

n 25a =      

n 1 25 1 24- = - = `  ūŹŵات الحرية:   �

%1 95α- = ƀƯ  aتوƻ الثقة:    

      . .1 0 95 0 050(` α α- = =

      2 0.025` =
α

2�064 ŵرة للعدƓناƯ t t
2
=a 0.025 ū ƲƯدول توŻيt Ɩ تƨوƣ Ʊيمة   

tE
n
S

2
:= α    ŐطŴال ƂƯاƷ  

  
25
10

2.064 #=

.4 128 =  ŐطŴال ƂƯاƷ  `  

,x E x E- +^ h Ɵترة الثقة:   2

 . , .15 4 128 15 4 128= - +^ h
 . , .10 872 19 128= ^ h

�ƾبيعƏ ƖتمŬƯ ƲƯ تŸųŏ العينة Ʊŏ ا Ôعلم µ  ƾŗالإحصا ƖتمŬللم ƾابƀالح Ǝſقة �95 للمتوŧ ترةƟ دūوŏ  4

. , . ,x S n8 4 0 3 13= = = ŷœا ƧاƱ لدينا   

���






































































































































4-2
اųتباŹات الƠروƉ الإحصاŗية

3TATISTICAL (YPOTHESES 4ESTING

!"#$%&' ()*& #$+,
. J200 ل على العلبة ŏن الوŻن الصافي  ÚŬالمعلبات مس Ʋا مÔا معين Ôنوع Ɩمصن Ūينت

فŔذا تمŏ ÚخŸ عينة حŬمها ��� علبة وتمÚ حساś المتوسط الحسابي لأوŻان ƵŸƷ العينة 
®ƽارŬت Ƃبغ ƭيقو ƶنŐب Ɩا المصنŸƷ م علىƨالح Ʋƨفهل يم ، . J197 3  ƶنŏ دūفو

ما Ʒي حيثيات ŸƷا الحƨم®

نحƲ نعلم ŏنƶ في كثير مƲ الأحيان وفي مواقƞ معينة نحتاœ ũلى اتŴاذ قرار بناŌ على معلومات 
محددة وحيثيات معقولة لها مبررƷا، لŸلƦ دعŢ الضرورة œلى دراسة ما يسمى بالفرض 

الإحصائي واختبارات الفروض الإحصائية.

3TATISTIC (YPOTHESIS  ƾŗالإحصا ƉرƠال :ƞتعري

 µ  ƾابƀالح Ǝſالمتو ƪثƯ ƖتمŬالم ƮعالƯ ƲƯ علمةƯ عقولة حولƯ على حيثيات ƾبنƯ ƲÚعيƯ عاءŵو اƷ
�σ  ƽŹالمعيا Ɲو الانحراŏ

ƾŗالإحصا Žالمقيا :ƞتعري

Ʒو ƣيمة وحيدة Ưحƀوبة ƲƯ العينة تحŢ شروƯ ƍعينة�

تعريƞ: اųتباŹات الƠروƉ الإحصاŗية 
اųتباŹ المعنوية	

�ƖتمŬالم ƮعالƯ ƲƯ علمةƯ ا حولƯ عاءŵا Źتباųية لاŹعياƯ ريقةƏ ƾƷ

ǈƯحƔة: سنƨتفي في ŸƷا الموƋوƕ بدراسة معلمة واحدة مƲ معالم المŬتمƖ وƷي المتوسط 
.µ الحسابي 

رƷا في ŸƷا  Úل الطرق التي سنطوǆخ Ʋا مƷاختبار Ʋƨالفروض التي يم Ʋبعض الأمثلة ع Ʀليœ
الدرس. على سبيل المثال�

¡   Ôǆدون عمŬي ƲفيÚƓمعظم المو Úنŏ في مقال لها ƞحدى الصحœ عي Úة الأعمال: تدŹاŵœ ƾƟ
.ƞيƓوكالات التو ƢريƏ Ʋع

¡   Ţبالغ معافى ليس ƽŏ سمū ة حرارةūط درÚمتوس Úنŏ Úعي باحثون في الطب Úيد :Ŝالط ƾƟ
. �37 &

Ʈتتعل Ɲوſ

القيمة الحرūة� •
ƀƯتوƻ المعنوية� •
ūŹŵة المعنوية� •
• �ƉروƠال
• �ƉروƠال Źتباųا
• �ƭالعد ƉرƟ
• �ƪالبدي ƉرƠال

المƠرŵات والمصطلحات:

• ƾŗالإحصا ƉرƠال
3TATISTIC (YPOTHESIS  

• ƾŗالإحصا Žالمقيا
3TATISTICAL 3CALE  

اųتباŹات الƠروƉ الإحصاŗية •
 3TATISTICAL  

(YPOTHESES 4ESTING
• ƭالعد ƉرƟ

.ULL (YPOTHESIS  
• ƪالبدي ƉرƠال

!LTERNATIVE (YPOTHESIS
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عي œدارة الطيران المدني في الƨويŏ Ţن متوسط وŻن المسافر (مƖ حقائبƶ) يتعدÚى الوŻن   ¡ Úتد : Úƾالمدن Ʊة الطيراƯǈſ ƾƟ
NJ84 المسموŭ منŸ عشريƲ سنة والبالغ 

.ULL AND !LTERNATIVE (YPOTHESIS  ƪالبدي ƉرƠوال ƭالعد ƉرƟ

µ) تساوƽ قيمة مزعومة.  • � يفيد بŐنÚ قيمة معلمة المŬتمƖ (مثل المتوسÚط الحسابي  H0^ h ƭفرض العد

.H0 ل œلى خǆصة برفض ŏو عدƭ رفض  Úونتوص Ůصحي ƶÚنŐنفترض ب ƽŏ مباشرة ƭتبر فرض العدŴن  

•  . H0^ h ƭفرض العد Ʋا ما عÔنوع ƞتلŴن للمعلمة قيمة تŐيفيد ب � H1^ h الفرض البديل

ŏ 1و !  • ŏ 2و   �Żالرمو ƵŸƷ حدŏ للفرض البديل ƽل الرمزƨيضم الش

: . , : .H H98 6 98 6!µ µ=0 1  � Ôǆوستقتصر دراستنا على الحالة (!). فمث  

الŴطوات المتبعة لإūراء اųتباŹ الƠروƉ الإحصاŗية:

.(H1 والفرض البديل H0  ƭصياغة الفروض الإحصائية (فرض العد  1

σ للمŬتمƖ (معلوƭŏ ƭ غير معلوƭ) وتحديد حŬم العينة (N) ومŧ Ʋم œيŬاد المقياس   ƽالمعيار Ɲالانحرا Ʋم Ƣالتحق  2
ا بالŬدول التالي)� Ôمسترشد) ،(T وŏ :) ختبارǆالإحصائي ل

( )σ  ƽŹالمعيا Ɲالانحرا	t وŏ Z
 ƾŗالإحصا Žالمقيا	n
حƮŬ العينة 

ƭعلوƯZ

n

x
σ

µ
=

-

لا يƄترƍ حƯ ƮŬعيƲ للعينة

ƭعلوƯ يرƛ

Z

n
S
x µ

=
-

n 302

t

n
S
x µ

=
-

n 30#
 

 t
2
α Z مū Ʋدول التوŻيƖ الطبيعي المعيارŏ ƽو القيمة الŬدولية 

2
a تحديد مستوى المعنوية α وحساś القيمة الŬدولية   3

مū Ʋدول T ذƽ درūات حرية.

Ů بالشƨل. ÚƋو موƷ كما ,t t
2 2

- α α^ h وŏ ,Z Z
2 2

- α α^ h تحديد منطقة القبول�  4

اتŴاذ القرار الإحصائي (قبول فرض العدƭ) ŏو (رفض فرض العدƭ وقبول الفرض البديل).  5

ǈƯحƔة: ستقتصر دراستنا على مستوى ŧقة ���.

Ưنطقة القبول

ƊƟŹ نطقةƯ
H0

Ưنطقة ƣبول
H0

ƊƟŹ نطقةƯ
H0

1 - α

Z
2

- α Z
2
α

Ưنطقة القبول

ƊƟŹ نطقةƯ
H0

Ưنطقة ƣبول
H0

ƊƟŹ نطقةƯ
H0

1 - α

t
2
αt

2
- α
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ƭعلوƯ ƖتمŬلم σ  ƽŹالمعيا Ɲالانحرا ƱاƧ اŷœ

تżعƮ شرƧة Ư ƱŏتوŹ ƎſواتƯ ŜوƠƓيها يƀاوŵ 4 000 ƽيناƧ Źويتŷœ �ƾا Ÿųŏت عينة Ư 25 ƲƯوÔƠƓا¬ ووūد Ư ƱŏتوŹ ƎſواتŜ العينة
125σ = ا	  ÔŹيناŵ
 ƖتمŬللم ƽŹالمعيا Ɲالانحرا Ʊŏ Ţا علمŷŔƟ اĐويتيƧ ا ÔŹيناŵ 3 950 وƷ

وƧ ŮÚƋيƠية ūœراء الاųتباŹ الإحصاƾŗ بمƀتوŧ ƻقة �95

:ƪالح

ƉروƠة الƛياƇ  1

:H 4 000!µ1  ƪقابƯ  :H 4 000µ =0  


ƯعلوƯة	 125 aσ =  2
xZ
n

Zσ
µ

=
-  ƾŗالإحصا Žالمقيا ƭدŴتƀن  `  

,n x25 3 950a = =     

ƀƯتوƻ الثقة: �95

0�4750�475

x

2 0.025=
α

2 0.025=
α

1.96Z
2
=αZ �=1.96Z

2
- =-α

 Z
n

x
σ

µ
=

-  

25
125

3 950 4 000
2Z`

-
-= =   

ƀƯ  aتوƻ الثقة �95  3

      . 2 0.0250 05 $` =α α
=

      1.96Z
2

` =α

( . , . )1 96 1 96-  ƾƷ نطقة القبولƯ  4

( . , . )2 1 96 1 96a g- -    :ƾŗالإحصا Źالقرا ŷاŴات  5

4 000!µ  ƪالبدي ƉرƠال ƪ4 ونقب 000µ =  ƭالعد ƉرƟ ƊƟنر :Źالقرا  `  

بيÚنŢ الدŹاſة Ʊŏ المتوƎſ الحƀابƾ لقوة تحمƯ ƥǈſŏ ƪعدنية Ʒو   1

NJ150σ =  ƽŹعياƯ Ɲانحرا ƖƯ  NJ1800µ =  

ويƧŒد الأųصاŗيوƾƟ Ʊ المصنƖ المنتŪ لهƵŸ الاƱŏ ƥǈſ بƨƯŔانهŻ Ʈياŵة  
ا Ôƨلſ 40 ƲƯ عينة Źتباųا ÚƮت Ʀلŷ ا على ÔيدƧŐوت ¬ƥǈſالأ ƵŸƷ ƪوة تحمƣ

NJ1840  ƽاوƀي ƥǈſالأ ƵŸƷ ƪوة تحمƣ ƎſتوƯ Ʊŏ ƲÚتبيƟ  

® .0 05α = ƪƷ يمƣ Ʋƨبول ƯثŸƷ ƪا الƠرƉ بمƀتوƯ ƻعنوية   
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n 302  ¬ƭعلوƯ يرƛ ƖتمŬلم σ  ƽŹالمعيا Ɲالانحرا ƱاƧ اŷœ

, . , .n x S80 37 2 1 79= = =  ŢانƧ اŷœ

.0 05α = 37µ عند ƀƯتوƯ ƻعنوية  =  ƱŐب ƉرƠتبر الųا

:ƪالح

, . , .n x S80 37 2 1 79= = =  

:ƉروƠة الƛياƇ  1

:H 37!µ1  ƪقابƯ  :H 37µ =0  

n 302 ƛ aσير ƯعلوƯة ¬   2

:Z  ƾŗالإحصا Žالمقيا ƭدŴتƀن  `  

      Z

n
S
x µ

=
-

      
80
1.79

37.2 37
0.999Z

-
= =

. 2 0.0250 05 $a =α α
=  :α تحديد ƀƯتوƻ المعنوية   3

  1.96Z` =0.025

( . , . )1 96 1 96-  ƾƷ نطقة القبولƯ  4

. ( . , . )0 999 1 96 1 96a ! -  :ƾŗالإحصا Źالقرا ŷاŴات  5

37µ =  ƭالعد ƉرƟ بقبول Źالقرا  `  

 

بالƀاعات لعينة Ư 100 ƲƯصباƧ ŭهرباƯ ƾŗصنعة ŏ ƾƟحد  ƯتوƎſ العمر   2
�S 120=  ƽŹعياƯ Ɲبانحرا x 1570= � Ɩالمصان

 Ů1600 للمصابيµ = يقول ƇاحŜ المصنƯ ÚƱœ ƖتوƎſ العمر بالƀاعات��  
�Ɩالمصن ƾƟ المصنعة

 Źتياų1600 وبا!µ  ƉرƠال ƪقابƯ 1600µ =  ƉرƠحة الƇ تبرųا  
.0 05α = ƀƯتوƯ ƻعنوية 
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n 30#  ¬ƭعلوƯ يرƛ ƖتمŬلم σ  ƽŹالمعيا Ɲالانحرا ƱاƧ اŷœ

 

ƭعلى الطعا ƽهرƄاق الƠالإن ƎſتوƯ Ʊŏ يةŗحصاœ اتſاŹŵ ةƧدير شرƯ يعتقد
ا ƧويتيĐا� ÔŹيناŵ 290 ƽاوƀعينة يƯ دينةƯ لŻناƯ ƾƟ

ا	  ÔŹيناŵ
 ƾابƀطها الحſتوƯ Ʊŏ ƲÚتبي ŷŔƟا Ÿųŏت عينة عƄواŗية Ư 10 ƲƯناŻل 
�S 32= ا	  ÔŹيناŵ
 ƽŹها المعياƟوانحرا x 283=

®ƶƋترƟا اƯ يدƧŐالعينة لت ƵŸƷ على ŵالاعتما Ʋƨيم ƪهƟ
اſتŴدƀƯ ƭتوŧ ƻقة �95 
علمÔا بƱŐ المŬتمƖ يتبƖ توŻيعÔا ƏبيعيĐا	�

:ƪالح

, ,n x S10 283 32= = =

ƉروƠة الƛياƇ  1

:H 290!µ1  ƪقابƯ  :H 290µ =0  

n 10=    
   10 301 ƛ σير ƯعلوƯة ¬     2

:
xt
n
S tµ

=
-  ƾŗالإحصا Žالمقيا ƭدŴتƀن  `  

  
10
32

283 290
t

-
=

  0.6917t .-

n 1 10 1 9- = - = ūŹŵ   nات الحرية:  10a =  3

0.1 95α- = ƀƯتوƻ الثقة �95   

. 2 0.0250 05 $ =α α
=  

 .t 2 262` =0.025  t  ƖيŻدول توū ƲƯ 

( . , . )2 262 2 262-     ƾƷ نطقة القبولƯ  4

. ( . , . )0 6917 2 262 2 262a !- -    :ƾŗالإحصا Źالقرا ŷاŴات  5
290µ =  ƭالعد ƉرƟ بقبول Źالقرا  `  

 

 ƲÚاتها وتبيŷ على المدينة ƻرųŏ يةŗحصاœ ةſاŹŵ Ţريūŏ اŷœ ¬	3
ƾƟ المثال   3
x, لعينة Ư 10 ƲƯناŻل ƖƯ اſتŴداūŹŵ ƭة  S296 5= =  Ʊŏ لهاǈų ƲƯ

الثقة نƀƠها�

�Ʀابتūœ Ů ÚƋلا® و ƭŏ ا ÔحيحƇ ةƧرƄالمدير عند ال ƉتراƟيبقى ا ƪهƟ  
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4-3

!"#$%&' ()*& #$+,
ا� كيƞ تحسب العǆقة بيƲ الطول والوŻن® Ôيوم ŢلŌل تساƷ

ما الƽŸ يربط بيƲ التدخيƲ والإصابة بمرض السرƏان®

ا بيƲ وŻن سيارة واستهǆكها للوقود® Ôد رابطŬن ƞكي

كيƞ يتغيÚر سعر الƷŸب مƖ تغير قيمة الدولار الأمريƨي®

وما Ʒي ŏفضل وسيلة للتقدير لنقترś مƲ الحقيقة®

#ORRELATION  ƍتباŹالا : Ôلا Úوŏ

مƲ دراستنا السابقة تمÚ عرض بعض المقاييž الإحصائية مثل مقاييž النزعة المركزية (المتوسط 
.(ƽالمعيار Ɲالانحرا ¥ Ʋالمدى ¥ التباي) Ţالتشت žالحسابي ¥ الوسيط ¥ المنوال) ومقايي

نǆحŏ ƒن ƵŸƷ المقاييž كانŢ تصƞ شƨل البيانات التي تمū Úمعها مƓ ƲاƷرة œحصائية 
يقابلنا في حياتنا  بينما  العينة.   Ʋم ƶالحصول علي Ʋƨيم ƽŸمتغير واحد وال Ʋم ƽŏ واحدة
العملية مواقƞ كثيرة تتضمƲ متغيريƲ (ƓاƷرتيƲ) ŏو ŏكثر ويƨون تساőلنا� Ʒل Ʒناƥ عǆقة 
 ƲيŸƷ حدŏ بقيمة Œالتنب Ʋƨيم ƞا كي Ôيضŏقة® وǆالع ƵŸƷ لƨو شƷ المتغيرات® وما ƵŸƷ Ʋبي
 Ʋقة بيǆرورة دراسة العƋ ا ما يرى الباحثون Ôخر® وكثيرǁذا علم قيمة المتغير اœ Ʋالمتغيري

متغيريƲ (ƓاƷرتيƲ) كما يتضŮ مƲ الأمثلة التالية�

الطول والوŻن.  ¡

التدخيƲ والإصابة بمرض السرƏان.  ¡

وŻن سيارة واستهǆكها للوقود.  ¡

الإنفاق والدخل.  ¡

سعر السلعة والƨمية المعروƋة منها.  ¡

¡  .ƭغط الدƋالعمر و

والأمثلة في ŸƷا المŬال كثيرة ومتعددة ولدراسة العǆقة بيƵŸƷ Ʋ الظواƷر ندرس ما يسمى 
الارتباط.

ƞتعري

�ƲيريƜتƯ Ʋة بيƣǈو العƷ ƍتباŹالا

Źوالانحدا ƍتباŹالا

#ORRELATION AND 2EGRESSION

Ʈتتعل Ɲوſ

• �ƶنواعŏو ƍتباŹالا ƭهوƠƯ
• �ŹاƄالانت ƎطŴƯ ƮſŹ
• �ƾطŴال ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ ŵاŬيœ
• �ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ ƅواų
• �Ʊوſبير ƍتباŹا ƪƯعاƯُ ŵاŬيœ
• �Źالانحدا ƭهوƠƯ
• �Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ ŵاŬيœ
• �ƲيريƜحد المتŏ يمةƣ Œتنب
•  Ǝų لةŵعاƯ ƭداŴتſالتقدير با 

�Źالانحدا
• �Œالتنب
• �ŐطŴال ŹقداƯ ŵاŬيœ

المƠرŵات والمصطلحات:

• #ORRELATION  ƍتباŹالا
• ƽŵرƏ ƍتباŹا

0OSITIVE #ORRELATION  
• ƾƀƨع ƍتباŹا

.EGATIVE #ORRELATION  
• ƾطŴال ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ

,INEAR #ORRELATION  
#OEFFICIENT  

• 2EGRESSION  Źالانحدا
• Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ

 2EGRESSION ,INE  
%QUATION  

• 0REDICTION  Œالتنب
• ŐطŴال ŹقداƯ

%RROR 6ALUE  
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تƧŸر:
 ƪتمثي Ʒو   ŹاƄالانت  ƎطŴƯ
بيانƾ لعدƲƯ ŵ الأŻواũ المرتبة 
 ƞƇلو  ƭدŴتƀي  ( , )x y

�ƲيريƜالمت Ʋة بيƣǈالع

سنرمز للمتغير الأول بالرمز h�X�s وƷو المتغير الƽŸ يتم تحديدƵ مƲ قبل الباحŦ القائم بالدراسة 
.hƪتقƀير المƜبالمتs ويسمى

ونرمز للمتغير الثاني بالرمز h Y s وŸƷا المتغير غير مستقل بŸاتƶ لأن نتيŬتƶ مرتبطة بالمتغير 
.hƖير التابƜبالمتs يسمى ƦلŸالمستقل ول

ƍتباŹالا ƕنواŏ

	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ ƍتباŹا  1

 žƠن ƾƟ ƶيتبع 	y
 Ɩير التابƜالمت ƱŔƟ 	x
 ƪتقƀير المƜير المتƜا تŷœ Ŧبحي x 
 y ƲيريƜتƯ Ʋة بيƣǈو عƷ
�ƵاŬالات

	Ŝالſ
 ƾƀƨع ƍتباŹا  2

 ƾƟ ƶيتبع 	y
 Ɩالتاب 
x	 ƱŔƟ المتƜير  ƪتقƀير المƜير المتƜا تŷœ Ŧبحي x 
 y  ƲيريƜتƯ Ʋة بيƣǈو عƷ
�ŵاƌالم ƵاŬالات

ƍتباŹالا ƕنواŏ ŮÚƋتو ƾالت ŹاƄططات الانتŴƯ Ɗبع

y

x

y

x

عƣǈة ųطيÚة

	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ ƍتباŹا

عƣǈة ųطيÚة

	Ŝالſ
 ƾƀƨع ƍتباŹا

y

x

y

x

لا توūد عƣǈةعƣǈة ƛير ųطيÚة
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البيانات التالية تبيƲÚ العƣǈة بيƲ عمر الƆŴƄ وعدſ ŵاعات التمرينات الرياƋية التƾ يقوƭ بها:

	x
العمر  16 22 28 34 40 46 52

	y
عدſ ŵاعات التمرينات  8 7 5 2 3 1 2
1 1

�ŹاƄالانت ƎطŴƯ ƮſŹا  A

ŵ نوƕ العƣǈة� Úحد  B

:ƪالح
y

�

�

�

�

�

�

�

�� �� �� �� �� �� ��

�

x

    A

العƣǈة ųطيÚة عƀƨية�  B

ŵ نوƕ العƣǈة التƾ تعبر عنها: Úللبيانات التالية وحد ŹاƄالانت ƎطŴƯ ƮſŹا  1

 x 2 6 5 2 7 3 4 7 5
y 2 3 1 4 1 5 3 4 5

,INEAR #ORRELATION #OEFFICIENT  ƾطŴال ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ

تعلم ŏن الاستنتاūات المبنيÚة على المعاينات البصريÚة لمŴطط الانتشار Ʒي نسبيÚة بامتياŻ، لŸا فنحƲ بحاūة œلى قياسات ŏكثر 
.(R) ي ÚطŴعامل الارتباط ال Øم ƭدŴوعية بالتالي نستƋدقة ومو

ƞتعري

r1 1# #-  Ŧية¬   حيÚمƧ بيانات ƱǈÚيمث ƲريÚيƜتƯ Ʋة بيƣǈة الع Úلقو ƽŵعد ŽقياƯ Ʋة عŹو عباƷ 	r
 ƾÚطŴال ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ
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( )r  ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ ƅواų

-1 -0�7 -0�5 0 0�5 0�7 1  

, ,r r1 1 1 1# # !- -6 @  1

�ƭتا 	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ ون الارتباطƨي r 1=  Ţذا كانœ  2

�ƭتا 	Ŝالſ
 ƾƀƨون الارتباط عƨي r 1= -  Ţذا كانœ  3

r ينعدƭ الارتباط. 0=  Ţذا كانœ  4

�ƽوƣ 	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ ون الارتباطƨي . ,r 0 7 1! h6  Ţذا كانœ  5

�ƎſتوƯ 	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ ون الارتباطƨي . , .r 0 5 0 7! h6  Ţذا كانœ  6

� ƞعيƋ 	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ ون الارتباطƨي , .r 0 0 5! ^ h Ţذا كانœ  7

�ƞعيƋ 	Ŝالſ
 ƾƀƨون الارتباط عƨي . ,r 0 5 0! -^ h Ţذا كانœ  8

�ƎſتوƯ 	Ŝالſ
 ƾƀƨون الارتباط عƨي . , .r 0 5 0 7! - - h6  Ţذا كانœ  9

�ƽوƣ 	Ŝالſ
 ƾƀƨون الارتباط عƨي . ,r 0 7 1! - - h6  Ţذا كانœ  10

0EARSON #ORRELATION #OEFFICIENT r:  :r  Ʊوſبير ƍتباŹا ƪƯعاƯُ

r n
x x y y

S Sx y:
=

- -R^ ^h h

 ......
( )
n
x x

S
2-R

= =x  (X للمتغير ƽالمعيار Ɲالانحرا) �Ŧحي

......
( )
n
y y

S
2

y
-R

= =  (Y للمتغير ƽالمعيار Ɲالانحرا)

( ) ( )

( )( )
r

x x y y

x x y y
2 2Σ Σ

Σ
=

- -

- -

�ƍتباŹوة الاƣو ƶنوع ŵ Úللبيانات التالية وحد ƾطŴال ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ Ŝƀاح

x 1 2 3 4 5
y 3 5 7 9 11

:ƪالح

:ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ

( ) ( )

( )( )
r

x x y y

x x y y
2 2Σ Σ

Σ
=

- -

- -

3 , 7y
y

x nn
x ΣΣ

= = = =
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x y x x- y y- ( )x x 2- ( )y y 2- ( )( )y yx x- -

1 3 2- 4- 4 16 8

2 5 1- 2- 1 4 2

3 7 0 0 0 0 0

4 9 1 2 1 4 2

5 11 2 4 4 16 8

ƕموŬالم 15xΣ = 35y =R 10( )x x 2 =Σ - 0( )y y 42 =Σ - 0( )( )y yx x 2=Σ - -

10
20

1
40

r`
#

= =

�ƭتا 	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ :ƍتباŹالا ƕنو

x 1 2 3 4 5
y 1 1- 4- 6- 5-  :ƍتباŹوة الاƣو ƶنوع ŵ Úللبيانات التالية وحد ƾطŴال ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ Ŝƀاح  2

Ʊوſبير ƍتباŹا ƪƯلمعا ƻرųŏ ةƜيƇ

(( ) ( ) )

( )

) (

( )( )

y y
r

n x x n

n xy x y
2 22 2Σ Σ Σ Σ

Σ Σ Σ
=

- -

-  

�ƶوتƣو ƶنوع ƲÚوبي Ʋالتاليي ƲيريƜللمت ƾطŴال ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ Ŝƀاح

x 1 2 3 4 5 6

y 4 7 8 3 5 5

:ƪالح

     n 6=

x y x y x2 y2

1 4 4 1 16
2 7 14 4 49
3 8 24 9 64
4 3 12 16 9
5 5 25 25 25
6 5 30 36 25

ƕموŬالم 21x =Σ y 32=Σ 109xy =Σ 91x2 =Σ 1y 882 =Σ
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(( ) ( ) )

( )

) (

( )( )

y y
r

n x x n

n xy x y
2 22 2Σ Σ Σ Σ

Σ Σ Σ
=

- -

-

    
6 91 (21) (32)

6 109

6 1

21 32
r

882 2# #

# #-
=

- -

    
105 10
18

r
4#

=
-

    0.172r . -   ƞعيƋ 	Ŝالſ
 ƾƀƨع ƍتباŹا

x 1 2 3 4 5 6
y 98 99 75 40 100 150  :ƶوتƣو ƶنوع ƲÚللبيانات التالية وبي ƾطŴال ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ Ŝƀاح  3

2EGRESSION  Źا: الانحداÔانيŧ

سوƝ نتعلÚم وصƞ العǆقة بيƲ متغيÚريƲ بŔيŬاد معادلة الŴط المستقيم الممثÚل لهƵŸ العǆقة.

.Źالانحدا Ǝų لةŵبمعا ƶى معادلت Úوتسم ،Źالانحدا ƎŴط المستقيم بŴا الŸƷ ى Úيسم

ƞتعري

�ƲيريƜتƯ Ʋة بيƣǈالع ƞƇو وƷ Źالانحدا

ƞتعري

Ưعاŵلة Ǝų الانحداƷ :Źي المعادلة الŴطية التي يمƲƨ مƲ خǆلها التنبŒ بقيم ŏحد المتغيريœ Ʋذا علمŢ قيمة المتغير اǁخر.

y حيb1 Ŧ ترمز œلى ميل ŸƷا المستقيم، b x b= +1 0 سبƢ لنا دراسة معادلة الŴط المستقيم على الصورة� 

b0 ترمز œلى Əول الŬزŌ المقطوƕ مƲ محور الصادات.

في الإحصاŌ توūد Əرق متعددة لإيŬاد معادلة خط انحدار مستقيم والتي تساعدنا في التنبŒ بقيمة ŏحد المتغيريƲ ومنها 
الطريقة التالية�

ƞتعري

�Ʈتقيƀالم ƪيƯ لىœ żƯتر b1 b0 ترœ żƯلى Əول الżŬء المقطوƯ ƲƯ ƕحوŹ الصاŵات¬      Ŧحي ¬ b b xy = + 10
V

(
,

( ) )
( ) ( )( )

bb y b x
n
n xy y

x x
x

2 2Σ Σ
Σ Σ Σ

= - =
-

-
10 1     :Ŧحي

 ,x
y

n
x

ny
R R

= =  :Ŧحي
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وŸƷا ما يسمى بطريقة المربعات الصƜرƻ التي تتلŴص خطواتها فيما يلي�

b1 قيمة Ʋتعيي  1

b0 تعييƲ قيمة   2

y b b x= +0 1
U نƨتب معادلة خط الانحدار�   3

 X قيمة Ţذا علمœ Y بقيمة Œالتنب  4

Œفي التنب ŐطŴتحديد مقدار ال  5

   Źلة الانحداŵعاƯ Ƣتحق ƾدولية - القيمة التŬالقيمة ال  =  ŐطŴال ŹقداƯ  
 y y-x x
U  =  ŐطŴال ŹقداƯ  

x 1 3 5 7 9
y 2 5 9 10 14

 : ,x y  Ʈالبيانات التالية لقي ƭداŴتſبا

ŏوūد:

�Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ  A

x 10= y عندƯا  ƣيمة   B

x 5= ƯقداŹ الŴطŐ عندƯا   C

:ƪالح

x y x y x2

1 2 2 1

3 5 15 9

5 9 45 25

7 10 70 49

9 14 126 81

ƕموŬالم 25x =Σ y 40=Σ 25yx 8=Σ x 1652 =Σ

   A

    , 5
25 5 , 5n x n

x y n
y

5 40 8= =
Σ Σ

= = = = =

    
( 5 165 25 25

5 258 25 40
1.4

( ) )
( ) ( )( )

b
n x x
n xy x y

52 2 # #
# #

= -
-

=Σ Σ
Σ Σ Σ

=
-

-
1  

    8 1.4 5 .b y b x 5 0 75#= - == - 10

 0.75 1.45y b b x x= += +0 1
U  :ƾƷ Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ  `  

:ƱŔƟ x 10= عندƯا   B

. . .y 0 75 1 45 10 15 25#= + =
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y 9= ƲƯ الŬدول   C

0.75 1.45 5 8y #= + =U ƲƯ المعاŵلة:    
9 8 1y y = - =-5 5

U   :ŐطŴال ŹقداƯ  �  

x 4 5 8 9 10 12

y 2 4 5 8 6 11
  :ƾدول التالŬال ƲƯ  4

ŏوūد:  

�Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ  A  

x 10= ƣيمة y عندƯا   B  

x 10= ƯقداŹ الŴطŐ عندƯا   C  

�Ʊواŧ ťǈŧ 0. لمدة 5s  ƪƧ رةƨال ƵŸƷ طعتهاƣ ƾالت 	بالمتر
50P¬ وتÚƮ تŬƀيƪ المƀاƟات   ƕاƠتŹا ƲƯ رةƧ Ţقطſ

�� [

 :ƾدول التالŬال ŮƋما يوƧ Ūŗالنتا ŢتŐƟ

	x
 Ţƣالو 0 0�5 1 1�5 2 2�5 3
	y
المƀاƟة  0 1�2 4�9 11 19�5 30�5 44

�Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ دūوŏ  A

x 4= ƣ Źيمة المƀاƟة y عندƯا  Úدƣ  B

.x 2 5= s ŏوūد ƯقداŹ الŴطƾƟ Ő المƀاƟة عندƯا   C

:ƪالح

x y x y x2

0 0 0 0
0�5 1�2 0�6 0�25
1 4�9 4�9 1

1�5 11 16�5 2�25
2 19�5 39 4

2�5 30�5 76�25 6�25
3 44 132 9

ƕموŬالم 5.x 10=Σ .y 111 1=Σ 2 .yx 69 25=Σ .x 22 752 =Σ

   A

     , 7
10.5

7
111.1

1.5 , 15.87y
y

n x n
x

n� = =
Σ Σ

= = = = =

     
( 7 5 ( 5

7 269.25 5 718.2
( ) )
( )

)22.7 10.
10. 111.1

49
( )( )

b
n x x
n xy x y

2 2 2#

# #
=

-

-
=Σ Σ

Σ Σ Σ
=

-

-
1

     14.66b .1
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b y b x0 1= -

14.6615.87 1.5#= -  

6.12= -  
..y b b x x6 12 14 660 1 = - += +U  :ƾƷ Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ

.666.12 14y xa = - +U  :Œالتنب  B

:ƾƷ 4x = `  المƀاƟة y عندƯا   

.66 4 52.526.12 14y #= - + =4 mU  

2.5 sx = ƯقداŹ الŴطŐ عند   C

.666.12 14y x= - +U ƲƯ المعاŵلة:   
.66 . .6.12 14y 2 5 30 53#= - + =2.5

U  :Ʊŏ دŬن  
2.5 sx = ƲƯ الŬدول عند   

30.5 sy =  :Ʊŏ دŬن  
y y-x x
U    :ŐطŴال ŹقداƯ  `  

       30.5 30.53= -

       0. 30=

ƾŗينماſ ƮيلƟ ũنتاœ ةƠلƨو تƷ x يرƜالمت ¬ƾدول التالŬال ƾƟ  5

�ƮيلƠا الŸƷ ŵوŵرƯ وƷ y رÚيƜوالمت 	اتŹالدولا Ʋييǈبم
  

	x
التƨلƠة  62 90 50 35 200 100 95

	y
 ŵوŵالمر 65 64 48 57 601 146 47  

 �Źالانحدا Ǝų لةŵعاƯ دūوŏ  A  

�Źولاŵ ƱليوƯ 55 ƶتƠلƨت ŢƜبل ƮيلƟ ŵوŵرƯ Ź Úدƣ  B  

�Źولاŵ ƱليوƯ 90 ƶتƠلƨت ŢƜبل ƮيلƠل ŐطŴال ŹقداƯ دūوŏ  C  
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ا لأƷميÚة المياƵ بالنسبة œلى صحة الإنسان وحياتƶ، قررت مŒسسة تعنى بŸلƦ، القياƭ بحملة تهدœ Ɲلى التŐكد مŏ Ʋن كل  Ôنظر
 .śالشر Ƶميا Ʋا مĐ2 يومي 000 PO Ƶمتوسط قدر Ʀص يستهلŴش

في دراسة سابقة لعينة مƲ ��� شŴص، لاحظŢ المŒسسة ŏنÚ المتوسط 
.S 900= PO ƽمعيار Ɲانحرا Ɩ1850 م mlx =  �ƥǆستهǆالحسابي ل

القياƭ بحملتها،  لعينة مƲ ��� شŴص، وبعد  وفي دراسة ūديدة 
 Ɲانحرا Ɩ1900 م mlx =  �ƥǆستهǆن المتوسط الحسابي لŏ Ţلاحظ

.S 300= PO ƽمعيار
اعتقدت المŒسسة ŏنÚ حملتها قد نŬحŢ بما ŏنÚ المتوسط الحسابي 
 2 000 PO وƷدفها وƷ Ʋا م Ôكثير ś50 وقد اقتر PO دادŻقد ا ƥǆستهǆل

يوميĐا للشŴص الواحد.

.ŭاشر ®Ƣسسة على حŒل المƷ

:ƪالح
�Ɩحصائية مœ ل اختباراتǆخ Ʋية الشركة مƋتبر فرŴلي Ôدولاū ƞيوس ƖƋو

H: ، ومستوى الثقة ��.� 2 0001 !µ H: مقابل  2 000µ =0

الدŹاſة الŬديدةالدŹاſة الƀابقة

,المعايير ,x S n1850 900 100= = =, ,x S n1 900 300 100= = =

1.96Zالقيمة الŬدولية
2

=α1.96Z
2

=α

ƾŗالإحصا Źتباųيمة الاƣ
100

900
1850 2000

1.66

n

x
Z S=

-
=

-
= -

µ

100
300

1900 2000
.333Z =

-
= -

)الƠترة . , . )1 96 1 96-( . , . )1 96 1 96-

Źالقرا

( . , . ). 1 96 1 961 66a !- -

: mlH 2 000µ =0 قبول 

( . , . ). 1 96 1 963 33a g- -

�Éب Ÿوالأخ H0 رفض 
: mlH 2 000!µ1

:ũتنتاſالا

لم تƲƨ الحملة Ƌرورية، والحصول على قيمة متوسطة ŏكبر لا يعني الاقتراś مƲ الهدƝ المنشود.
ŐƀƯلة ƋœاƟية

قامŢ مŒسسة ŏخرى بحملة على عينة مƲ ��� شŴص تهدœ Ɲلى التŐكد مŏ ƲنÚ المتوسط الحسابي لاستهƥǆ كل شŴص 
2 يوميĐا. فŐتŢ النتائŪ على الشƨل التالي� 000µ = ml śالشر Ƶلميا

. برŏيƷ ،Ʀل كانŢ حملة ƵŸƷ المŒسسة ناūحة® ml , mlx S2100 800= =

���






































































































































ŴƯطƎ تنƔيمƾ للوحدة الرابعة

بنقطة

ŹراƣŒالتنب

بƠترة الثقة
ƍتباŹالا

ūŹŵة الثقة

القيمة الحرūة

ŐطŴال ƂƯاƷ

ƾالطبيع ƖيŻالتو

T ƖيŻالتو
 ƉروƠات الŹتباųا

الإحصاŗية

ƾŗحصاœ Źتباųا
 ƎطŴالم
ƽŹاƄالانت

ƍتباŹالا ƕنواŏ

Źالانحدا

 ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ
r ƾطŴال

 Ǝų لةŵعاƯ
Źالانحدا

 ƪƯعاƯُ ƅواų
r ƍتباŹالا

 ƊƟŹ وŏ بولƣ
ƭالعد ƉرƟ

التقدير
 ƍتباŹالا
Źوالانحدا

الإحصاء

اųتباŹات 

الƠروƉ الإحصاŗية

ƆŴلƯ

•  .σ  ƽالمعيار Ɲو الانحراŏ µ المعلمة Ʒي ŧابŢ يصƞ المŬتمŏ Ɩو يصƞ توŻيƖ المŬتمƖ كالمتوسط الحسابي 

ŏ xو الانحراƝ المعيارƽ لها 3.  • الإحصاŌة Ʒو اقتران تتعيƲÚ قيمتƶ مƲ العينة كالمتوسط الحسابي 

•  .ƶيعŻل وتوƨك ƖتمŬقيمة قريبة لمعلمة الم žƨة تعتمد على قيم العينة وتعŌحصاœ وƷ تقدير المعلمة�

•  .ƖتمŬمعالم الم Ʋهولة مŬلتقدير معلمة م ƭدŴالعينة تست Ʋي قيمة وحيدة محسوبة مƷ التقدير بنقطة

 فترة الثقة Ʒي فترة ƏرفاƷا متغيران عشوائيان (ŏ ƽŏنها فترة عشوائية) تحوœ ƽحدى معالم المŬتمƖ بنسبة معينة تسمى   •
درūة الثقة (مستوى الثقة).

•  .Ʋو احتمال معيŏ داخلها بنسبة معينة ƖتمŬمعلمة الم Ɩن تقŏ Ɩاد فترة معينة يتوقŬيœ وƷ التقدير بفترة الثقة�

Ʒ αي نسبة الŴطŐ في التقدير وتسمى مستوى المعنوية ŏو مستوى الدلالة.  •

Ʒ 1ي درūة الثقة (مستوى الثقة).  • α-^ h
•  .ƽالطبيعي المعيار ƖيŻدول التوū Ʋة مūرŴة المستūي القيمة الحرƷ Z

2
a

Ʒ xو المتوسط الحسابي للعينة.  •
���






































































































































Ʒ 3و الانحراƝ المعيارƽ للعينة.��•

•  .T ƖيŻدول التوū Ʋة مūرŴة المستūي القيمة الحرƷ t
2
α

σ معلوƭ والتوŻيƖ الطبيعي.  •  ƽالمعيار Ɲفي حالة الانحرا E
n

Z
2
:=

σ
α  ŐطŴال ƂامƷ

•  . ,x E x E- +^ h ي�Ʒ فترة الثقة

•  µ  الفرض الإحصائي� Ʒو ادعاŌ معيƲ مبني على حيثيات معقولة حول معلمة مƲ معالم المŬتمƖ مثل المتوسط الحسابي 
.σ  ƽالمعيار Ɲو الانحراŏ

المقياس الإحصائي Ʒو قيمة وحيدة محسوبة مƲ العينة تحŢ شروط معينة.  •

•  .ƖتمŬمعالم الم Ʋما حول معلمة م Ōريقة معيارية لاختبار ادعاƏ يƷ (اختبار المعنوية) اختبارات الفروض الإحصائية

•  .Ʋمتغيري Ʋقة بيǆو العƷ الارتباط


 X بحيœ Ŧذا تغير المتغير المستقل (X) فŔن المتغير التابƖ (Y) يتبعƶ في   • Y Ʋمتغيري Ʋقة بيǆو عƷ ب)�ū(مو ƽردƏ ارتباط 
.ƵاŬالات žنف


 X بحيœ Ŧذا تغير المتغير المستقل (X) فŔن المتغير التابƖ (Y) يتبعƶ في   • Y Ʋمتغيري Ʋقة بيǆو عƷ سي (سالب)�ƨارتباط ع 
الاتŬاƵ المضاد.

•  1 1r# #-  Ŧن بيانات كمية حيǆيمث Ʋمتغيري Ʋقة بيǆة الع Úلقو ƽمقياس عدد Ʋو عبارة عƷ (r) طيŴعامل الارتباط الØم

	r
 ƍتباŹالا ƪƯعاƯُ ƅواų

�ƭتا 	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ  ون الارتباطƨي r 1=  Ţذا كانœ  1

�ƭتا 	Ŝالſ
 ƾƀƨون الارتباط  عƨي r 1= -  Ţذا كانœ  2

r ينعدƭ الارتباط. 0=  Ţذا كانœ  3

�ƽوƣ 	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ  ون الارتباطƨي . ,r 0 7 1! h6  Ţذا كانœ  4

�ƎſتوƯ 	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ  ون الارتباطƨي . , .r 0 5 0 7! h6  Ţذا كانœ  5

�ƞعيƋ 	ŜūوƯ
 ƽŵرƏ  ون الارتباطƨي , .r 0 0 5! ^ h Ţذا كانœ  6

�ƞعيƋ 	Ŝالſ
 ƾƀƨون الارتباط  عƨي . ,r 0 5 0! -^ h Ţذا كانœ  7

�ƎſتوƯ 	Ŝالſ
 ƾƀƨون الارتباط  عƨي . , .r 0 5 0 7! - - h6  Ţذا كانœ  8

�ƽوƣ 	Ŝالſ
 ƾƀƨون الارتباط  عƨي . ,r 0 7 1! - - h6  Ţذا كانœ  9

•  
( ) ( )

( )( )
r

x x y y

x x y y
2 2=

- -

- -

Σ Σ
Σ  ŏو 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
r

n x x n y y

n xy x y
2 2 2 2=

- -

-

Σ Σ Σ Σ
Σ Σ Σ

•  .Ʋمتغيري Ʋقة بيǆالع ƞو وصƷ الانحدار
معادلة خط الانحدار� Ʒي المعادلة الŴطية التي يمƲƨ مƲ خǆلها التنبŒ بقيمة ŏحد المتغيريœ Ʋذا علمŢ قيمة المتغير اǁخر.  •

y b b x= +0 1
U  Ŧحي 

( ) ( )
( )

b
n x x

n x x( )( )y y
2 2Σ Σ

Σ Σ Σ
=

-

-
1  

x n
x

=
/ ŏ nyو 

y
=
/

 Ŧحي b y b x= -0 1  

•  y y-x x
U  ��  القيمة الŬدولية ¥ القيمة مƲ معادلة الانحدار   ŐطŴمقدار ال
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2
aZZ

2
a-

( )Z  ƽŹالمعيا ƾالطبيع ƖيŻدول التوū
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3�09 Ʋع Z يمةƣ يدżا تƯ0�4999 عند ƭدŴتſة: اƔحǈƯ
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t
2
α القيمة الحرūة 

2
α

t
2
αt

2
α

1 2-
α

t ƖيŻدول التوū

2
α

درūات الحرية
(N ¥ �)

�.��� �.�� �.��� �.�� �.�� �.��

�
�
�
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!,'%"2! الŬبر 
( )( )x y x y x y2 2- = + -

( )( )x y x y x yxy3 3 2 2= ++ + -

( )( )x y x y x yxy3 3 2 2- = - + +

( ) 2x y x yxy2 2 2= ++ +

( )x y x yxy22 2 2- = - +

( ) 3 3x y x yxyx y3 3 2 2 3+ = ++ +

( ) 3 3x y x yxyx y3 3 2 2 3=- - + -

0 , 2
4

xa bx c x a
b b ac2

2!
+ + = =

- -

a �> �

:x a x a= = ŏ xو  a= -

:x a a x a1 11-

:x a x a2 2 ŏ xو  a1-

'%/-%429 الهندſة 

4RIANGLE  #IRCLE   3ECTOR OF #IRCLE

A bh2
1

=   A r2π=   A r2
1 2θ=

sinab2
1 θ=  C r2π=   ( in radians)s rθ θ=

A

B

H
R

R

R

S
θ

θ

3PHERE   #YLINDER  #ONE

V r�
� 3π=   r hV 2π=   1

3 rV h2π=

4A r2π=      A r hr 2 2π= +

R

R

H

R

H
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42)'/./-%429 علƮ المثلثات 

csc sin
1

=θ θ    s c
1

e cos=θ θ

sin
tan cos=θ θ

θ    c sinot
cos

=θ θ
θ

c n
1

ot ta=θ θ    1cossin2 2 =θ θ+

1 n sta ec2 2=θ θ+    1 cscot c2 2=θ θ+

sin ( ) sin=θ θ- -    s ( ) cosco =θ θ-

n ( ) nta ta= -θ θ-    sin cos2 =θ θπ
-` j

cos sin2 =
π θ θ-` j    n cota t2 =

π θ θ-` j
sin sin

a
Asin

b
B

c
C

= =  
"

#

C

C

B

!

2 cosa b c bc A2 2 2= + -

2 cosb a acc B2 2 2= + -

2 cosc a abb C2 2 2= + -

sin ( ) sin cos cos sinx y x y x y+ = +

sin ( ) sin cos cos sinx y x y x y=- -

( ) cos s sinx y x y x yincos cos+ = -

( ) cos s sinx y x y x yincos cos= +-

tan( ) 1 tan tan
tan tan

x y x y
x y

+ = -
+

tan( ) 1 tan tan
tan tan

x y x y
x y

=- +
-

sin 2 sin cos2 xx x=

cos cos sincos xsinx x xx 2 1 1 22 2 2 2 2= - = - = -

tan
1 tan

tan
x

x

x
2

2
2=

-

n
1

x
x

si
cos 2
2

2 =
-   2

1 cos
x

x
cos

22 =
+
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3TATISTICS الإحصاء 

;Z Z Z Z
2 2

1
2 2

1= - = -- -a a a a (القيمة الحرūة) 

n

σ   (ƖتمŬللم ƽالمعيار ŐطŴال)

ZE
n2

:
σ

= a (ƷامƂ الŴطŐ ¥ توŻيƏ Ɩبيعي)  

,x x EE- +^ h فترة الثقة للمتوسط الحسابي

tt
2 2

=a a1-   (T ƖيŻالتو)

tE
n

S
2
:= a  (ƭغير معاو σ  ƽالمعيار Ɲالانحرا T ƖيŻتو ¥ ŐطŴال ƂامƷ)

Z

n

x
=
-
σ

µ (المقياس الإحصائي ¥ توŻيƏ Ɩبيعي) 

Z

n

S
x

=
- µ  (ƭغير معلو σ  ƽالمعيار Ɲبيعي ¥ الانحراƏ ƖيŻالمقياس الإحصائي ¥ تو)

t

n
S

x
=
- µ  (ƭغير معاو σ  ƽالمعيار Ɲالانحرا ¥ T ƖيŻالمقياس الاحصائي ¥ تو)

r
x x x y

x x y y

n x x n y y

n xy x y
2 2 2 2 2 2=

- -

- -
=

- -

-

^ ^
^ ^

^ ^ ^ ^
^ ^ ^

h h
h h

h h h h
h h h

/ /
/

/ / / /
/ / / عامل ارتباط بيرسون)  Øم)

b x by 1= + 0
U (معادلة خط الانحدار) 

, b bb
n x x

n xy x y
y x2 2 0=

-

-
= - 11 ^ ^

^ ^ ^
h h
h h h
/ /
/ / /

 , yx n
x

n
y

==
/ /  Ŧحي

y y- =xx
X  ŐطŴمقدار ال
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