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 روص زيمملا حرشلاب عتمتستو ةداملاب كرتشتل
QRـلا زمر ىلع طغضا وأ

 لنيافلاو ريصقلا يف قوفت
ةقباس تارابتخا جذامن عم

 ىوقأ اهحرشي سورد
تيوكلا يملعم

يساردلا كفده ققح

 ةحورشم ةقباس تارابتخا جذامن
كتارابتخلا كزهجت لماكلاب

حرشت ةريصق ةطسبم تاهويديف
ةوطخب ةوطخ ءيش لك كل

لاع ةـــصنم عم قوفتلا ملاع فشتكا

 كنوبواجي نيملعملا ةبخن
تقو عرسأب

 ىوقأ عم لصاوت ؟تمهف ام
حرش ىلع لصحاو نيملعملا

كلاؤسل

 تاهويديفلاو ةلماشلا ةركذملا عم كتسارد ىوتسم عفراو كلاب حير
لاع ةصنم يف كبردت يللا تارابتخلااو اهحرشت يللا

س
ج



 جهنملل رييغت يأ دوجو لاح يف .ةلماك ةداملا يطغت ةركذملا هذه
.ررقملا نم دكأتللQRـلا ريوصت كنكمي هنم ءزج قيلعت وأ

تارييغتلاو قلعملا

هذه نم دكأت لمكت لا لبق
ةمهملا طباورلا

 ةسارك لح
نيرامتلا

 نيرامتلا
ةيعوضوملا
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لاصتلااوتاياهنلا

تاياهنلا

 ناكملإاب ناك اذإ ،دارطابc نم برتقت𝑥 نأ لوقن ,اًيقيقحاًددع c ,ةريغتم ةيمك𝑥 نكتل1فيرعت
𝑥| ةيمكلا لعج − 𝑐|بجوم يقيقح ددع يأ نم رغصأ

𝑐 نكيل2فيرعت , 𝐿نييقيقح نيددع، 𝑓ددعلل صقان راوجوأ راوج يف ةفرعم ةيقيقح ةلاد c بتكن:  
lim
!→#

𝑓(𝑥) = 𝐿برتقت امدنعهنأ ينعتو  𝑥نم𝑐دارطاب، 𝑥 ≠ 𝑐ميق هنإف 𝑓 𝑥
𝐿  نم دارطاب برتقت

1lim ةيرظن
!→#

𝑓 𝑥 = 𝐿 ⟺ lim
!→#!

𝑓(𝑥) = 𝐿 = lim
!→#"

𝑓(𝑥)

نظرية (1)

يفرض أن L , c عددين حقيقيين

يكون للدالة  f نهاية عندما تقترب x من c إذا وفقط إذا كانت النهاية من جهة اليمين تساوي النهاية من جهة اليسار

( ) ( ) ( )lim lim limf x L f x L f x
x c x c x c

,= = =
" " "+ -

ويعبر عن ذلك: 

y

1

1

2

2

3

3

4

5

4 x

تدريب (1) 

: 0 , 4f R"6 @ الشكل المقابل يمثلّ بيان الدالة: 

أكمل ما يلي:

3  ( )f xlim
x 1

f
"

2 ( )f xlim
1x

f
" -

1 ( )f xlim
1x

f
" +

6  ( )f xlim
2x

f
"

5 ( )f xlim
2x

f
" -

4 ( )f xlim
2x

f
" +

9  ( )f xlim
x 3

f
"

8 ( )f xlim
x 3

f
" -

7 ( )f xlim
3x

f
" +

11  ( )f xlim
4x

f
" -

10  ( )f xlim
0x

f
" +

. f  الشكل المقابل، يمثلّ بيان الدالة

y

1

1-1-2

2

2

3

3 4

4

x

أوجد إن أمكن: 

1  ( )lim f x
x 0"

 2  ( )lim f x
x 1"

3  ( )lim f x
x 2"

 4  ( )lim f x
x 2"-

الحل:

1  ( )lim f x 0
0x

=
"

2  ( ) , ( ) ( ) ( )f flim lim lim limf x f x x x1 2
1 1 1 1x x x x

(a != =
" " " "- + - +

( )lim f x
1x

`
"

غير موجودة

3  ( )lim f x 2
2x

=
"

4  ( )lim f x 4
2x

=
"-

15

Q lim
!→$

𝑓(𝑥)

Q lim
!→%

𝑓(𝑥)

Q lim
!→&

𝑓(𝑥)

Q lim
!→'&

𝑓(𝑥)

:نكمأنإدجوأ𝑓(𝑥)ةلادلانايبلثميلباقملالكشلا

Q lim
!→&

𝑓(𝑥)

y

1

1-1

2

2 3 4 x

 . f  يمثلّ الشكل المقابل بيان الدالة  1

أوجد إن أمكن:

a  ( )lim f x
x 1"-

b  ( )lim f x
x 0"

c  ( )lim f x
x 2"

d  ( )lim f x
x 3"

Calculation of Limits حساب النهايات 

يمكننا حساب النهايات لبعض الدوال باستخدام النظريات التالية:

شكل (2)

y

c

k

x

( )f x k= نظرية (2)

) وكانا k , c عددان حقيقيان فإن: )f x k= إذا كانت f دالة: 

( ) k klim limf x
x c x c

= =
" "

شكل (3)

y

c

c

x

( )f x x= نظرية (3)

) وكان c عددًا حقيقيًّا فإن: )f x x= إذا كانت f دالة: 

( ) xlim limf x c
x c x c

= =
" "

نظرية (4)

) فإن: ) , ( )f x L xlim lim g M
x c x c

= =
" "

إذا كانت k, c, M, L أعدادًا حقيقية، 

( ) ( ) ( ) ( )g L Mlim lim limf x g x f x x
c c cx x x =+ = + +
" " "
^ h قاعدة الجمع:  a

( ) ( ) ( ) ( ) Mglim lim lim Lf x g x f x x
x c x c x c

- - = -=
" " "
^ h قاعدة الطرح:  b

( ) ( ) ( ) ( ) L Mlim lim limf x g x f x g x
x c x c x c

: : :==
" " "
^ h قاعدة الضرب:  c

( ) ( )k f x f x k Llim limk
x c x c

: : := =
" "
^ h قاعدة الضرب في ثابت:  d

( )
( )

( )

( )
,lim lim

lim
g x
f x

g x

f x

M
L

M 0
x c

x c

x c != =
"

"

" قاعدة القسمة:   e

16

Q lim
!→'%

𝑓 𝑥

Q lim
!→$

𝑓(𝑥)

Q lim
!→(

𝑓(𝑥)

𝑓تناكاذإ2 ةيرظن 𝑥 = 𝑘ناكوةلاد𝑐,𝑘نإفنييقيقحنيددع:lim
!→#

𝑓 𝑥 = lim
!→#

𝑘 = 𝑘

𝑓تناكاذإ3 ةيرظن 𝑥 = 𝑥ناكوةلاد𝑐نإفاًيقيقحاًددع:lim
!→#

𝑓 𝑥 = lim
!→#

𝑥 = 𝑐

4 ةيرظن

• 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑓 𝑥 ± 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑔 𝑥

• 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑓 𝑥 ×𝑔 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑓 𝑥 ×𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑔 𝑥

• 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑘. 𝑔 𝑥 = 𝑘. 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑔 𝑥

• 𝑙𝑖𝑚
!→#

) !
* !

=
+,-
#→%

) !

+,-
#→%

* !
∶ 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑔 𝑥 ≠ 0

𝑙𝑖𝑚:تناكاذإ
!→#

𝑓 𝑥وةدوجوم𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑔 𝑥نإفةدوجوم:

55
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lim:ضرفب
!→%

𝑓 𝑥 = −2 ,lim
!→%

𝑔 𝑥 = :دجوأ5

Q lim
!→%

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥

Q lim
!→%

&) !
* !

Q lim
!→%

* ! ./
) ! .* !

𝒍𝒊𝒎:ضرفب
𝒙→𝟐

𝒇 𝒙 = 𝟕 ,𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟐

𝒈 𝒙 = :دجوأ𝟑−

Q lim
!→&

𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥) =

Q lim
!→&

𝑓 𝑥 ⋅ 𝑔(𝑥) =

Q lim
!→&

3) ! ⋅* !
) ! .* !

5 ةيرظن

𝑓تناكاذإ 𝑥دودحةريثكةلاد،cنإفاًيقيقحاًددع:lim
!→#

𝑓 𝑥 =𝑓(𝑐)

𝑓تناكاذإ 𝑥 ,𝑔 𝑥دودحيتريثك،cنإفاًيقيقحاًددع:lim
!→#

𝑓(𝑥)
𝑔 𝑥

=
𝑓(𝑐)
𝑔 𝑐

, 𝑔(𝑐) ≠ 0

Q lim
!→'%

𝑥/ − 2𝑥( + 5

Q 𝑙𝑖𝑚
!→&

!&.&!./
!.&

: دجوأ

Q lim
!→(

𝑥&(2 − 𝑥)

Q lim
!→%

𝑥( + 3𝑥& − 2𝑥 − 17

Q lim
!→&

!&.5!.6
!.&

6
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:ةدحاوةهجنمتاياهنلاباسح

Qنكمأنإدجوأ:lim
!→%

𝑓(𝑥)𝑓 𝑥 =

3𝑥 + 2 ∶ 𝑥 < 1

5 ∶ 𝑥 = 1

5
!

∶ 𝑥 > 1

Q𝑓 𝑥 = L𝑥
& − 3 ∶ 𝑥 < 2
𝑥 − 1 ∶ 𝑥 > 2

:نكمأنإدجوأ lim
!→&

𝑓(𝑥)

Q𝑔 𝑥 = L𝑥
& − 2 ∶ 𝑥 ≤ 0
1 − 2𝑥 ∶ 𝑥 > 0

𝑙𝑖𝑚:نكمأنإدجوأ
!→$

𝑔(𝑥)

Q𝑔 𝑥 = N
𝑥( + 𝑥 ∶ 𝑥 > 1

!
!&.%

∶ 𝑥 ≤ 1
:نكمأنإدجوأ، lim

!→%
𝑔(𝑥)

7
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Qةلادلانكتل:𝑓 𝑥 = 𝑥 − 3 + 2𝑥

ةقلطملا ةميقلا زمر مادختسا نود𝑓(𝑥) بتكا§

lim دجوأ§
!→(!

𝑓(𝑥) ، lim
!→("

𝑓 𝑥

𝑥 امدنع ةياهن𝑓 ةلادلل له§ → ؟3

Qةلادلانكتل:𝑓 𝑥 = 𝑥& − 𝑥 + 2

ةقلطملا ةميقلا زمر مادختسا نود𝑓(𝑥) بتكا§

lim دجوأ§
!→'&!

𝑓(𝑥) ، lim
!→'&"

𝑓 𝑥

𝑥 امدنع ةياهن𝑓 ةلادلل له§ → ؟2−

:ةقلطم ةميق ىلعيوتحت لاودتاياهن

ةقلطملاةميقلافيرعتةداعإ:ةعجارم

Q |𝑥	– 8| 	=	

Q |2𝑥 + 6| 	=	

L 𝑥 − 8 ∶ 𝑥 ≥ 8
−𝑥 + 8 ∶ 𝑥 < 8

L 2𝑥 + 6 ∶ 𝑥 ≥ −3
−2𝑥 − 6 ∶ 𝑥 < −3

Q |𝑥	| 	=	 L 𝑥 ∶ 𝑥 ≥ 0
−𝑥 ∶ 𝑥 < 0

8
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Q lim
!→'%

𝑥& − 3𝑥 − 1 5

Q lim
!→&

' 𝑥 − 3

:دجوأ

Q lim
!→/

𝑥 + 𝑥 /

Q lim
!→'%

' !''/!.5
!'&

Q 𝑙𝑖𝑚
!→5

𝑥& − 5

Q lim
!→(

(!&'&
!'&

𝑙𝑖𝑚ضرفب :6 ةيرظن
!→#

𝑓 𝑥ةدوجوم،𝒏اًبجوماًحيحصاًددع

𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑓 𝑥 7 = 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑓 𝑥
7

𝑙𝑖𝑚
!→#

( 𝑥 = ( 𝑐

𝑙𝑖𝑚
!→#

( 𝑓 𝑥 = ( 𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑓 𝑥

𝑐نوكينأطرتشييجوزددع𝑛ةلاحيف > 0

𝑙𝑖𝑚 نوكي نأ طرتشي يجوز ددع𝑛ةلاح يف
!→#

𝑓 𝑥 > 0

Q lim
!→/

' 𝑥

Q 𝑙𝑖𝑚
!→&5

𝑥

Q lim
!→'&

' 𝑥

:دجوأ

Q lim
!→$

' 𝑥 :ةطيسبةيرذجلاود

9
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ماقملايفيرفصلالماعلاءاغلإ

:ةيناثلاةجردلانمدودحلاتاريثكليلحت:ةعجارم

Q 𝑥& + 𝑥 − 2

Q 𝑥& + 3𝑥 + 2

Q 𝑥& − 𝑥

Q 𝑥& − 4

Q 𝑥& + 7𝑥

= (𝑥 − 1)(𝑥 + 2)

= (𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

= 𝑥 𝑥 − 1

= 𝑥 𝑥 + 7

= (𝑥 − 2)(𝑥 + 2)

Q 𝑥& − 25 = (𝑥 − 5)(𝑥 + 5)

Q 𝑥& − 1 = (𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

Q 𝑡& − 3𝑡 + 2 = (𝑡 − 2)(𝑡 − 1)

𝒂 + 𝒃 𝟐= 𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃 + 𝒃𝟐
𝒂 − 𝒃 𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝟐𝒂𝒃 + 𝒃𝟐

𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄

𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = (𝒂 − 𝒃)(𝒂 + 𝒃)

Q 𝑥 + 3 &

= 𝑥 & + 2 𝑥 3 + 3 &

Q 𝑥 − 5 &

= 𝑥 & − 2 𝑥 5 + 5 &

= 𝑥& + 6𝑥 + 9

= 𝑥& − 10𝑥 + 25

Q 𝑙𝑖𝑚
!→%

!&.! '&
!&'!

:دجوأ

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'&

!&.(!.&
!&'/

.12:نيرامتلاةساركنم 𝑙𝑖𝑚
8→&

8&'(8.&
8&'/

10
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Q lim
!→'9

!./ &':
!&.9!

:دجوأ

.11:نيرامتلاةساركنم 𝑙𝑖𝑚
!→$

/.! &'%6
!

:ةثلاثلاةجردلانمدودحلاتاريثكليلحت:ةعجارم

𝒂𝟑 − 𝒃𝟑 = (𝒂 − 𝒃)(𝒂𝟐 + 𝒂𝒃 + 𝒃𝟐)

𝒂𝟑 + 𝒃𝟑 = (𝒂 + 𝒃)(𝒂𝟐 − 𝒂𝒃 + 𝒃𝟐)

Q 𝑥( − 8 = 𝑥( − 2( = (𝑥 − 2)(𝑥& + 2𝑥 + 2&) = (𝑥 − 2)(𝑥& + 2𝑥 + 4)

Q 𝑥( + 8 = 𝑥( + 2( = (𝑥 + 2)(𝑥& − 2𝑥 + 2&) = (𝑥 + 2)(𝑥& − 2𝑥 + 4)

Q lim
!→$

&.! ''3
!

:دجوأ

:نيرامتلاةساركنم

13. 𝑙𝑖𝑚
!→$

(.! ''&9
!

11
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:ةقلطملاةميقلالئاسم

Q 𝑙𝑖𝑚
!→%

|!'%|
!&'%

:دجوأ

Q 𝑙𝑖𝑚
!→5

!.& '9
!&'&5

يعيبرتلارذجلاقفارمببرضلا:ةعجارم

Q 3 − 𝑥 3 + 𝑥 = 3 & − 𝑥 & = 9 − 𝑥

Q 𝑥 − 1 𝑥 + 1 = 𝑥 & − 1 & = 𝑥 − 1

Q 2𝑥 − 3 − 1 2𝑥 − 3 + 1 = 2𝑥 − 3
&
− 1 & = 2𝑥 − 3 − 1 = 2𝑥 − 4

12
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:يعيبرتلارذجلالئاسم
Q 𝑙𝑖𝑚

!→:
!':
(' ! :دجوأ

Q 𝑙𝑖𝑚
!→&

&!'( '%
!'&

Q 𝑙𝑖𝑚
!→&

!&.5 '(
!&'&!

13
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:يبيعكتلارذجلالئاسم

Q 𝑙𝑖𝑚
!→%

!'%
' ! '%

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'%

' !'.%
' !.%

:دجوأ

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'&

!&'/
' !.&

(1)

𝒂𝟑:ركذت − 𝒃𝟑 = (𝒂 − 𝒃)(𝒂𝟐 + 𝒂𝒃 + 𝒃𝟐)

𝒂𝟑 + 𝒃𝟑 = (𝒂 + 𝒃)(𝒂𝟐 − 𝒂𝒃 + 𝒃𝟐)

14
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:ةيبيكرتلاةمسقلالئاسم

Q 𝑙𝑖𝑚
!→(

!''&!&'/!.(
!'(

:دجوأ

Q 𝑙𝑖𝑚
!→&

'!).!'.!.&&
!'&

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'&

!).(&
!.&

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'%

!'.6!&.&!'(
!.%

15
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ةيعوضوملانيرامتلا-تاياهنلا

1. lim
!→("

𝑓 𝑥 = −2 ) هاندأ ينايبلا مسرلا يف )

11

المجموعة B تمارين موضوعيةّ

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (5-1)، ظللّ 

(1) 
-
( )lim f x 2

3x
=-

"
a (في الرسم البياني أدناه)   b

1

3

5

1 3 5
-1

-1-2

y

x

 

(2) lim y
y y

2
5 6

5
2

2y +

+ +
=

"
 a  b

(3) lim x x
x x
3 16
5 08
4 2

3 2

0x -

+
=

"
 a  b

(4) 
- x
x xlim 2
2

0x

-
= -

"
 a  b

(5) 
+

lim x x2 2 3
1x

; ;- + =
"
^ h  a  b

في التمارين (14-6)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

-4 3

4

-3

y

x

( )y xf=  . f  الشكل المقابل هو بيان دالة  (6)

العبارة الصحيحة في ما يلي هي:

a  
-
( )lim f x 4

0x
=

"
 b  

-
( )lim f x 3

0x
= -

"

c  
+
( )lim f x 4

x 0
=

"
 d  ( )lim f x 3

0x
= -

"

2. lim
=→&

=&.5=.6
=.&

= 5

3. lim
!→$

5!'.3!&

(!*'%6!&
= 0

4. lim
!→$"

!&'!
!

= −2

5. lim
!→%!

2𝑥 − 𝑥 + 2 = 3

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإو ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ       للظ

ba

ba

ba

ba

ba

ab

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

𝑓 ةلاد نايب وه لباقملا لكشلا6.
:يه يلي ام يف ةحيحصلا ةرابعلا

11

المجموعة B تمارين موضوعيةّ

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (5-1)، ظللّ 

(1) 
-
( )lim f x 2

3x
=-

"
a (في الرسم البياني أدناه)   b

1

3

5

1 3 5
-1

-1-2

y

x

 

(2) lim y
y y

2
5 6

5
2

2y +

+ +
=

"
 a  b

(3) lim x x
x x
3 16
5 08
4 2

3 2

0x -

+
=

"
 a  b

(4) 
- x
x xlim 2
2

0x

-
= -

"
 a  b

(5) 
+

lim x x2 2 3
1x

; ;- + =
"
^ h  a  b

في التمارين (14-6)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

-4 3

4

-3

y

x

( )y xf=  . f  الشكل المقابل هو بيان دالة  (6)

العبارة الصحيحة في ما يلي هي:

a  
-
( )lim f x 4

0x
=

"
 b  

-
( )lim f x 3

0x
= -

"

c  
+
( )lim f x 4

x 0
=

"
 d  ( )lim f x 3

0x
= -

"

lim
!→$"

𝑓(𝑥) = 4 lim
!→$"

𝑓 𝑥 = −3

lim
!→$!

𝑓(𝑥) = 4 lim
!→$

𝑓 𝑥 = −3

−99−1717

7. lim
!→'&

𝑥( + 3𝑥& − 2𝑥 − 17 =

1ةدوجوم ريغ
2

01

8. lim
!→%

!'%
!&'%

=

a b

c d

ba c d

c dba

16
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−
1
4

1
4−

1
2

11. lim
!→&!

!'&
!&'/

=

1
2

−
1
4

1
4

1
2

12. lim
!→$

+
&!#'

+
&

!
=

−
1
2

−44−12

13. lim
!→'3

!.3
' ! .&

=

12

−9−30

14. lim
!→'(

&!'.:!&.:!
!.(

=

9

0
1
2

1

10. lim
!→%

!'%
!'%

=

−1 c dba

c dba

ba c d

c dba

c dba

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت

1
3

1
2

0

9. 𝑙𝑖𝑚
!→&

!&'(!.&
&!&'5!.&

=

1 ba c d

17
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∞± ىلع لمتشت تاياهن

𝑥امدنعةددحمتاياهن:لاًوأ → ±∞
lim
!→>

𝑓(𝑥) = 𝐿

lim
!→'>

𝑓(𝑥) = 𝐿

لاصتلااوتاياهنلا

∞,𝑎ةرتفلاىلعةفرعم𝑓ةلادلا

𝑎,∞−ةرتفلاىلعةفرعمfةلادلا

lim
!→'>

5
!,
= lim

!→.>
5
!,
= lim

!→'>
&$
!'
= lim

!→.>
&$
!'
=

lim:7 ةيرظن
!→.>

1
𝑥
= 0

lim
!→.>

𝑘
𝑥7 = 0 , 𝑘 ∈ ℝ , 𝑛 ∈ ℤ.

lim
!→'>

1
𝑥
= 0

lim
!→'>

𝑘
𝑥7 = 0 :8 ةيرظن

𝒙امدنع)∞±(ةددحمريغتاياهن:اًيناث → 𝒄

:9 ةيرظن

lim
!→#

𝑓(𝑥) = ∞ , lim
!→#

𝑓(𝑥) = −∞

lim
!→#!

𝑓(𝑥) = +∞ , lim
!→#"

𝑓(𝑥) = +∞ ⟺ lim
!→#

𝑓 𝑥 = +∞

lim
!→#!

𝑓(𝑥) = −∞ , lim
!→#"

𝑓 𝑥 = −∞ ⟺ lim
!→#

𝑓 𝑥 = −∞

:تاظحلام

lim ناك اذإ1.
!→#

𝑓 𝑥 = lim   نإف اًيقيقح اًددعb ناكو∞±
!→#

𝑓 𝑥 + 𝑏 = ±∞

lim ناك اذإ2.
!→#

𝑓 𝑥 =  ناكو∞±

§bنإف اًبجوم اًيقيقح اًددع:      lim
!→#

𝑏.𝑓 𝑥 = ±∞

§bنإف اًبلاس اًيقيقح اًددع:        lim
!→#

𝑏.𝑓 𝑥 = ∓∞

lim ناك اذإ3.
!→#

𝑓 𝑥 = ∞ ، lim
!→#

𝑔 𝑥 = :نإف∞

lim
!→#

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = ∞ , lim
!→#

𝑓 𝑥 .𝑔 𝑥 = ∞

lim ناك اذإ4.
!→#

𝑓 𝑥 = −∞ ، lim
!→#

𝑔 𝑥 = :نإف∞−

lim
!→#

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = −∞ , lim
!→#

𝑓 𝑥 . 𝑔 𝑥 = +∞

lim ناك اذإ5.
!→#

𝑓 𝑥 = −∞ ، lim
!→#

𝑔 𝑥 = :نإف∞

lim
!→#

𝑓 𝑥 . 𝑔 𝑥 = −∞

18
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:10 ةيرظن

lim
!→#

1
𝑥 − 𝑐 7 = ∞

lim
!→#!

1
𝑥 − 𝑐 7 = ∞ lim

!→#"
1

𝑥 − 𝑐 7 = −∞

𝑐 ∈ ℝ , 𝑛 ∈ ℤ.

𝑛يدرف ددع

𝑛يجوز ددع

Q lim
!→(

%
!'( & = Q lim

!→/!
%

!'/
= Q lim

!→ /"
%

!'/
=

:يلي امم لاًك نكمأ نإدجوأ :بردت

Q lim
!→%

%
!'% * = Q lim

!→&!
%

!'& ' = Q lim
!→ &"

%
!'& ' =

Q lim
!→&!

'6
!'& ' =

Q lim
!→'5

'3
!.5 * =

Q lim
!→&

9
!'& & =

Q lim
!→&"

'%$
!'& ) =

Q lim
!→'5

%
!.5 - = Q lim

!→'5!
%

!.5 . = Q lim
!→'5"

%
!.5 . =

Qنكمأنإدجوأlim
!→&

%
|!'&|

:

19
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Qنكمأنإدجوأlim
!→'%

(
|!.%|

:

:نيرامتلاةساركنم

7. lim
!→'&

'9
!.&

20
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ةيعوضوملانيرامتلا،∞±ىلعلمتشتتاياهن

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ    و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ      للظ ab

1. lim
!→'/"

%
!./ . = −∞

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

2. lim
!→>

&!'%
! '(

= 2

3. lim
!→'>

! '(
!.(

= −1

4. lim
!→>

%'!
&!&'5!'(

= −∞

5. lim
!→'>

!
&!'(

= %
&

6. lim
!→>

!
! .%

=

1
2∞10

ba

ba

ba

ba

ba

ba c d

7. lim
!→>

!
!.(

=

01−∞∞

8. lim
!→'>

&
!
+ 1 5!&'%

!&
=

−∞150

9. lim
!→>

' !.(
&!

=

−∞∞−
1
2

1
2

10. lim
!→&"

(
!'&

5
=

−∞∞20

11. lim
!→/!

&
!'/ ' =

0−∞2∞

c dba

ba c d

ba c d

ba c d

c dba

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت

21
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 ةنيعم ريغ غيص

§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

5𝑥& =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

−3𝑥3 =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→'>

!*

(
=

§ 𝑙𝑖𝑚
!→'>

−4𝑥6 =

لاصتلااوتاياهنلا

§ 𝑙𝑖𝑚
!→±>

𝑥6 =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→±>

𝑥3 =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

𝑥( =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

𝑥 =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→'>

𝑥( =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→'>

𝑥 =

𝒍𝒊𝒎
𝒙→±>

𝒙𝒏 ∶ 𝒏 ∈ ℤ.

𝒍𝒊𝒎
𝒙→±>

𝒂𝒙𝒏 ∶ 𝒏 ∈ ℤ. , 𝒂 ∈ ℝ − 𝟎

§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

2𝑥( =§ 𝑙𝑖𝑚
!→'>

2𝑥( =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

−𝑥5 =§ 𝑙𝑖𝑚
!→'>

−𝑥5 =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

−4𝑥 =§ 𝑙𝑖𝑚
!→'>

−4𝑥 =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

5𝑥9 =§ 𝑙𝑖𝑚
!→'>

5𝑥9 =

§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

2𝑥& − 3𝑥 + 1§ 𝑙𝑖𝑚
!→>

−3𝑥& + 2𝑥 − 4

⇒ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→±>

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→±>

𝒂𝒏𝒙𝒏𝒇 𝒙 = 𝒂𝒏𝒙𝒏 + 𝒂𝒏'𝟏 𝒙𝒏'𝟏 +⋯+ 𝒂𝟐𝒙𝟐 + 𝒂𝟏𝒙 + 𝒂𝟎 ∶ 𝒂𝒏 ∈ ℝ∗

:نيرامتلاةساركنم

1) 𝑙𝑖𝑚
!→>

3𝑥& − 5𝑥 + 4 2) 𝑙𝑖𝑚
!→>

−4𝑥& + 𝑥 − 1

3) 𝑙𝑖𝑚
!→'>

2𝑥( − 3𝑥 + 7 4) 𝑙𝑖𝑚
!→'>

−4𝑥( + 2𝑥 + 5

Qنم لاك نكمأ نإدجوأ :
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:11 ةيرظن

نستطيع تعميم ذلك من خلال النظرية التالية:

نظرية (11)

إذا كانت كل من f  ,  g دالة حدودية حيث:

( ) ...f x a x a x a1n
n

n
1n= + + +-
-

0

)  فإن: ) ...g x b x b x b1m
m

m
1m= + + +-
-

0

a
( )
( )

:lim g x
f x

b
a n m
m

n

x = =
"3

b
( )
( )

:lim g x
f x n m0x 1=

"3

x " 3- ملاحظة: تبقى النظرية صحيحة عندما 

استخدم النظرية السابقة في حساب كل من:
a  lim x

x
2 5
4 3
3

3

x +

-
"3

b  lim x x
x x
3
2 1

4

2

x -

+ -
" 3-

c  lim x
x
7 2

1
4

4

x -

-
" 3-

الحل:
a  lim limx

x
x
x

2 5
4 3

2 5
3 4

3

3

3

3

x x+

-
=

+

- +
" "3 3

= درجة حدودية المقام) n (درجة حدودية البسط  m 3= = نظرية: 

2
3

=
-

b  lim x x
x x
3
2 1 04

2

x -

+ -
=

" 3-
, (درجة حدودية البسط أصغر من درجة حدودية المقام) ,n m n m2 4 1= = نظرية: 

c  lim x
x
7 2

1
2
1

4

4

x -

-
= -

" 3-
= درجة حدودية المقام) n (درجة  حدودية البسط  m 4= = نظرية: 

استخدم النظرية السابقة في حساب كل من:  2

a  lim x x
x x
6 1
3 5 1
2

2

x - +

- + +
" 3+

b  lim x x
x

4 2 3
2 1
3x - +

+
" 3-

lim x
ax bx
2 5

3 3
2

x +
+ +

=
"3

إذا كانت

a  ,  b فأوجد قيمة كل من الثابتين

الحل:

,lim x
ax bx
2 5

3 3 3 0
2

xa !
+
+ +

=
"3
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نستطيع تعميم ذلك من خلال النظرية التالية:

نظرية (11)

إذا كانت كل من f  ,  g دالة حدودية حيث:

( ) ...f x a x a x a1n
n

n
1n= + + +-
-

0

)  فإن: ) ...g x b x b x b1m
m

m
1m= + + +-
-

0

a
( )
( )

:lim g x
f x

b
a n m
m

n

x = =
"3

b
( )
( )

:lim g x
f x n m0x 1=

"3

x " 3- ملاحظة: تبقى النظرية صحيحة عندما 

استخدم النظرية السابقة في حساب كل من:
a  lim x

x
2 5
4 3
3

3

x +

-
"3

b  lim x x
x x
3
2 1

4

2

x -

+ -
" 3-

c  lim x
x
7 2

1
4

4

x -

-
" 3-

الحل:
a  lim limx

x
x
x

2 5
4 3

2 5
3 4

3

3

3

3

x x+

-
=

+

- +
" "3 3

= درجة حدودية المقام) n (درجة حدودية البسط  m 3= = نظرية: 

2
3

=
-

b  lim x x
x x
3
2 1 04

2

x -

+ -
=

" 3-
, (درجة حدودية البسط أصغر من درجة حدودية المقام) ,n m n m2 4 1= = نظرية: 

c  lim x
x
7 2

1
2
1

4

4

x -

-
= -

" 3-
= درجة حدودية المقام) n (درجة  حدودية البسط  m 4= = نظرية: 

استخدم النظرية السابقة في حساب كل من:  2

a  lim x x
x x
6 1
3 5 1
2

2

x - +

- + +
" 3+

b  lim x x
x

4 2 3
2 1
3x - +

+
" 3-

lim x
ax bx
2 5

3 3
2

x +
+ +

=
"3

إذا كانت

a  ,  b فأوجد قيمة كل من الثابتين

الحل:

,lim x
ax bx
2 5

3 3 3 0
2

xa !
+
+ +

=
"3
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𝑓نملكتناكاذإ ,𝑔ثيحةيدودحةلاد:

:يلاتلاب

Q 𝑙𝑖𝑚
!→>

/'(!'

&!'.5

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'>

&!&.!'%
(!*'!

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'>

!*'%
9'&!*

Q 𝑙𝑖𝑚
!→>

'(!&.5!.%
6!&'!.%

:دجوأ

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'>

&!.%
/!''&!.(

Q 𝑙𝑖𝑚
!→>

/!&'5!.9
'&!&.(! '%

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'>

&!'.9! '%
'5!'.!.&

نستطيع تعميم ذلك من خلال النظرية التالية:

نظرية (11)

إذا كانت كل من f  ,  g دالة حدودية حيث:

( ) ...f x a x a x a1n
n

n
1n= + + +-
-

0

)  فإن: ) ...g x b x b x b1m
m

m
1m= + + +-
-

0

a
( )
( )

:lim g x
f x

b
a n m
m

n

x = =
"3

b
( )
( )

:lim g x
f x n m0x 1=

"3

x " 3- ملاحظة: تبقى النظرية صحيحة عندما 

استخدم النظرية السابقة في حساب كل من:
a  lim x

x
2 5
4 3
3

3

x +

-
"3

b  lim x x
x x
3
2 1

4

2

x -

+ -
" 3-

c  lim x
x
7 2

1
4

4

x -

-
" 3-

الحل:
a  lim limx

x
x
x

2 5
4 3

2 5
3 4

3

3

3

3

x x+

-
=

+

- +
" "3 3

= درجة حدودية المقام) n (درجة حدودية البسط  m 3= = نظرية: 

2
3

=
-

b  lim x x
x x
3
2 1 04

2

x -

+ -
=

" 3-
, (درجة حدودية البسط أصغر من درجة حدودية المقام) ,n m n m2 4 1= = نظرية: 

c  lim x
x
7 2

1
2
1

4

4

x -

-
= -

" 3-
= درجة حدودية المقام) n (درجة  حدودية البسط  m 4= = نظرية: 

استخدم النظرية السابقة في حساب كل من:  2

a  lim x x
x x
6 1
3 5 1
2

2

x - +

- + +
" 3+

b  lim x x
x

4 2 3
2 1
3x - +

+
" 3-

lim x
ax bx
2 5

3 3
2

x +
+ +

=
"3

إذا كانت

a  ,  b فأوجد قيمة كل من الثابتين

الحل:

,lim x
ax bx
2 5

3 3 3 0
2

xa !
+
+ +

=
"3

39

Q 𝑙𝑖𝑚
!→>

!&'(!.5
&!'.!'%

Q 𝑙𝑖𝑚
!→'>

&
!&'&!.(

Qتناكاذإ:𝑙𝑖𝑚
!→>

C!&.D!.(
&!.5

= 𝑎,𝑏نملكةميقدجوأف3

Qتناكاذإ:𝑙𝑖𝑚
!→>

!'&
C!&.D! '(

= 𝑎,𝑏نملكةميقدجوأف1−
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Qدجوأ:𝑙𝑖𝑚
!→>

!'&
!&.&!'/

:نيرامتلا ةسارك نم

lim :تناك اذإ11.
!→>

C!'.D!&./
(!&'&!.%

= 𝑎,𝑏 ميق دجوأف1−

𝑙𝑖𝑚 :تناك اذإ12.
!→'>

&!&.&!'5
C!'.D!&.(

= 𝑎,𝑏 ميق دجوأف1−
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Qدجوأ:𝑙𝑖𝑚
!→'>

(!'5
!&':

Qدجوأ:𝑙𝑖𝑚
!→>

&!&'!
!.%
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ةيعوضوملا نيرامتلا-ةنيعم ريغ غيص
ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ    و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ      للظ ab

1. lim
!→>

3𝑥& + 7𝑥 − 8 = ∞

2. lim
!→'>

−𝑥( − 2𝑥 + 1 = −∞

3. lim
!→'>

−𝑥& + 𝑥 − 3 = −∞

4. lim
!→>

'&!./
(!&'5!.%

= 0

5. lim
!→'>

/!'.9!&'%
&!''/

= 2

6. lim
!→'>

(!'9
/!&'3!.5

= (
&

ba

ba

ba

ba

ba

ba

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ
7. lim

!→>
!''&!.5
&!*.!&'&

=

−∞0
1
2

∞

8. lim
!→'>

(!'5
!&.%

=

−33−∞∞

9. lim
!→>

'5!.(
:!&'&!./

=

−
5
9

5
9

−
5
3

5
3

10. lim
!→'>

'&!.%
/!&'!.(

=

11
2−

1
2

−1

c dba

ba c d

ba c d

ba c d

:يه             ميق نإف lim
!→>

-!&.7!./
!&'&!./

= −2 ناك اذإ :

𝑚 = 0 , 𝑛 = 2𝑚 = 0 , 𝑛 = −2 𝑚 = 1 , 𝑛 = 1𝑚 = 1 , 𝑛 = −1

𝑚, 𝑛

𝑚 = 0 , 𝑛 = 2𝑚 = 0 , 𝑛 = −2 𝑚 = 0 , 𝑛 = −4𝑚 = 0 , 𝑛 = 4

:يه             ميق نإف lim
!→'>

/!&'&!.(
-!&.7!'/

= 1 ناك اذإ :𝑚, 𝑛

.11 

.12 

a b c d

a b c d

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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 ةيثلثملا لاودلا ضعب تاياهن

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

𝑠𝑖𝑛 5𝑥 = Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

𝑐𝑜𝑠 7𝑥 = Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

𝑡𝑎𝑛 9𝑥 =

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

E,7 5!
(!

= Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

:!
E,7 /!

=

:دجوأ

لاصتلااوتاياهنلا

𝑠𝑖𝑛&𝑥 + 𝑐𝑜𝑠&𝑥 = 1

tan 𝑥 =
sin 𝑥
cos 𝑥 , cot 𝑥 =

1
tan 𝑥 =

cos 𝑥
sin 𝑥 ,

1
sin 𝑥 = csc 𝑥 ,

1
cos 𝑥 = sec 𝑥

:ركذت

ظفحلل نيناوق

𝑎 ≠ 0 , 𝑏 ≠ 0

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒙 = 𝟎 , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒄𝒐𝒔 𝒙 = 𝟏   ,  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏 𝒙 = 𝟎

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒙
𝒙

= 𝟏 , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙
𝒃𝒙

=
𝒂
𝒃

, 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒃𝒙
𝒔𝒊𝒏 𝒂𝒙

=
𝒃
𝒂

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

!'(
#GE !

4. lim
!→$

!&

%.HIJ !

5. 𝑙𝑖𝑚
!→$

%'8C7 !
E,7 !'#GE !

:نيرامتلا ةسارك نم
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Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

E,7& !
&!

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

E,7 !
&!&'!

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

E,7 &!
(! #GE !

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

!&

%'#GE !

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

! E,7 !
#GE !'%

:دجوأ

:نيرامتلاةساركنم

2. lim
!→$

%'HIJ &!
JKL &!
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Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

5 8C7 ! '( E,7 !
/!

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

( 8C7 !.!&#GE !
5!

: دجوأ

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

#GE ! 8C7 ! '&! #GE !
(!Q 𝑙𝑖𝑚

!→$
! E,7 ! '!&

(!&

Q 𝑙𝑖𝑚
!→$

8C7 &!.(! #GE /!
5!Q 𝑙𝑖𝑚

!→$
5!. E,7 !

!
=

:دجوأ
Q 𝑙𝑖𝑚

!→$
E,7 !
& 8C7 !

:ةجيتن
𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏 𝒙
𝒙

= 𝟏 , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒕𝒂𝒏 𝒂𝒙
𝒃𝒙

=
𝒂
𝒃

𝑎 ≠ 0 , 𝑏 ≠ 0

29



U U L A . C O M
ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©

2023-2024

ةيعوضوملانيرامتلا-ةيثلثملالاودلاضعبتاياهن

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ   للظ ab

3. lim
!→$

%'JKL !
HIJ& !

= 0

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

4. lim
!→$

%.JKL &!
& HIJ &!

= %
&

6. lim
!→$

MNL &!
JKL !

=

∞0−22

ba

ba

c dba

9. lim
!→$

/!&.5 JKL& !
(!&

=

∞093 c dba

Q:ةيفاضإةيعوضومنيرامت lim
!→$

JKL !
JKL /!

=

01
1
4−

1
4

Q lim
!→$

HIJ 9!
HIJ !

=

017−7

Q lim
!→$

MNL 6!
MNL (!

=

2−210

Q lim
!→$

sin 4𝑥 =

011
4−

1
4

Q lim
!→$

tan 6𝑥 =

2−210

ba c d

ba c d

c dba

ba c d

c dba

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت

ةقلعم10 ،8 ،7 ،5 ،2 ،1 نيرامتلا :ةظحلام
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لاصتلاا

Qةلادلالاصتاثحبا𝑓دنع𝑥 = 1𝑓 𝑥 = v
𝑥& + 3𝑥 ∶ 𝑥 ≥ 1

5𝑥 − 1 ∶ 𝑥 < 1

لاصتلااوتاياهنلا

Qةلادلالاصتاثحبا𝑓دنع𝑥 = 0𝑓 𝑥 =
𝑥( + 𝑥 ∶ 𝑥 ≤ 0

!&

!.%
∶ 𝑥 > 0

𝑥 دنع ةلصتم𝑓 ةلادلا نوكتةطقن دنع لاصتلاا = 𝑐تناك اذإ اهلاجم يف𝑙𝑖𝑚
!→#

𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑐)
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Qةلادلالاصتاثحبا𝑓دنع𝑥 = 3𝑓 𝑥 = N
!&':
!'(

∶ 𝑥 > 3

7 ∶ 𝑥 ≤ 3

Qةلادلالاصتاثحبا𝑓دنع𝑥 = 2𝑓 𝑥 = v
2𝑥 + 1 ∶ 𝑥 < 2

1 ∶ 𝑥 = 2
𝑥& + 1 ∶ 𝑥 > 2

Qةلادلالاصتاثحبا𝑓دنع𝑥 = 2𝑓 𝑥 = N
!'&
|!'&|

∶ 𝑥 ≠ 2

1 ∶ 𝑥 = 2
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Qةلادلالاصتاثحبا𝑓دنع𝑥 = −1𝑓 𝑥 = N
|!.%|
!.%

− 2𝑥 ∶ 𝑥 ≠ −1

2 ∶ 𝑥 = −1

:نيرامتلا ةسارك نم

∶ دنع ةيلاتلا لاودلا نم لك لاصتا ثحبا 𝒙 = 𝒄

7. ℎ 𝑥 = L
!&'(!'/
!.%

∶ 𝑥 ≠ −1
−1 ∶ 𝑥 = −1

, 𝑥 = −1

8. 𝑓 𝑥 = L
!&'(!
|!|

∶ 𝑥 ≠ 0
−3 ∶ 𝑥 = 0

, 𝑥 = 0
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9. 𝑓 𝑥 = v
!&.('&
!'%

∶ 𝑥 ≠ 1
%
&

∶ 𝑥 = 1
, 𝑥 = 1

ةيعوضوملانيرامتلا،لاصتلاا

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ      و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

.1x = −2 دنع ةلصتم f x = %
O.& & + 1 ∶ f ةلادلا

.2x ∈ ℝ لك دنع ةلصتم y = %
O&.%

∶ ةلادلا

.3x = −1 دنع ةلصتم y = %
O.&

∶ ةلادلا

.4x = −1 دنع ةلصتم f ةلادلا تناك اذإ
f(−1) = 1 نإف lim

O→'%
f x − 2 = −1 ناكو

ba

ba

ba

ba

𝑥 دنع ةلصتم ةيلاتلا ةلادلا حبصت ثيحب𝑎 ةميق دجوأ10. = 3𝑓 𝑥 = L𝑥
& − 1 , 𝑥 < 3
2𝑎𝑥 , 𝑥 ≥ 3
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.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

.5: يه 𝑓 𝑥 = 𝑐𝑜𝑡 𝑥 ∶ 𝑓 ةلادلا لاصفنا طاقن

2kπ0 , π π
2
+ kπkπa b c d

.6: يه امدنع لاصفنلاا نم صلختلا نكمي يتلا 𝑓 𝑥 = !&.!'6
!&'/

∶ 𝑓 ةلادلا طاقن

−22 −2 , 2 −5 , 2

.7: يه امدنع لاصفنلاا نم صلختلا نكمي لا يتلا 𝑓 𝑥 = &!'.%6
!&.!'&

∶ 𝑓 ةلادلا طاقن

1 ,−2-1 , 2 −2 1

c dba

ba c d

.8: نوكت نأ نكمي 𝑓 𝑥 نإف 𝑥 = 2 دنع ةلصتم 𝑓 ةلادلا تناك اذإ

𝑥 − 2
1

𝑥 − 2 } 𝑥& − 3: 𝑥 > 2
3𝑥 − 5: 𝑥 ≤ 2

𝑥 − 2
𝑥 − 2

.9: نإف 𝑓 𝑥 = L
𝑥& + 1: 𝑥 ≥ 2
!&'/
!'&

: 𝑥 < 2 : 𝑓 ةلادلا تناك اذإ

lim
!→&'

𝑓 𝑥 = 4lim
!→&.

𝑓 𝑥 = 4

𝑥 = 2 دنع ةلصتم 𝑓lim
!→&

𝑓 𝑥 ةدوجوم

ba c d

a b

c d

قلعم10.

.11𝑥 = −2 دنع ةلصتم 𝑓 ةلادلا تناك اذإ

53 119c dba

: يواست 𝑓 −2 نإف lim
!→'&

𝑥& + 𝑓(𝑥) = 7 تناكو

13. 𝑔 𝑥 = ~𝑥 + 1 ∶ 𝑥 > 𝑎
3 − 𝑥 ∶ 𝑥 ≤ 𝑎 ⇒ 𝑎 = …

ةحيحصلا ةباجلإا رتخا ،ةمئاقلا نم ةحيحص ةباجإ يلي امم لاؤس لكل

14. 𝑔 𝑥 = ~2𝑎𝑥 − 2 ∶ 𝑥 ≠ 𝑎
3𝑎 ∶ 𝑥 = 𝑎 ⇒ 𝑎 = …

15. 𝑔 𝑥 = �3𝑥
& ∶ 𝑥 > 𝑎

2𝑥 ∶ 𝑥 ≤ 𝑎
⇒ 𝑎 = …

−1

2

0

1

&
(

a

b
c

d

e

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت

x دنع ةلصتمg ةلادلا تناك اذإ12. = ,1) ةطقنلا تناكو1 − lim نإفg ةلادلا ىنحنم ىلع عقت(3
O→%

g x يواست&

−3−6 91ba c d

: k ∈ ℤ

35



U U L A . C O M
ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©

2023-2024

لاصتلاا تايرظن
لاصتلااوتاياهنلا

: )14( ةيرظن

𝑥 دنع نيتلصتم نيتلاد𝑓,𝑔 تناك اذإ = 𝑐دنعاًضيأ ةلصتم ةيلاتلا لاودلا نإف 𝑥 = 𝑐:

𝑓 + 𝑔 𝑓 − 𝑔 𝑘. 𝑓 ∶ 𝑘𝜖ℝ 𝑓. 𝑔 𝑓
𝑔

∶ 𝑔 𝑐 ≠ 0

ةلصتملالاودلاصاوخ

𝒄  .يقيقح ددع لك دنع ةلصتم ةيلاتلا لاودلا :ةلصتم لاود ∈ ℝ
ةتباثلا لاودلا§
دودحلا تاريثك لاودلا§
) ارفص يواسي لا ماقملا طرش( ةيبسنلا ةيدودحلا لاودلا§
𝑓(𝑥) ةقلطملا ةميقلا ةلاد§ = |𝑥|
اهلاجم يف𝑐 يقيقح ددع لك دنع ةلصتمةيساسلأا ةيثلثملا لاودلا§

𝒙 دنع𝒇 ةلادلا لاصتا ثحبا = 𝒄يلي امم لك يف:
Q 𝑓 𝑥 = 𝑥& + 𝑥 , 𝑐 = −1

Q 𝑓 𝑥 = sin 𝑥 − cos 𝑥 , 𝑐 = P
&

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥& − 4𝑥 + 3 + 𝑥 , 𝑐 = 3

Q 𝑓 𝑥 = MNL !
!.%

, 𝑐 = P
/
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Qلاصتا ثحبا 𝑓 𝑥 = !'&
!&.:

− %
!

𝑥 دنع = 3

Qلاصتا ثحبا𝑓 𝑥 = !&'%
!&.%

− &!
!'&

𝑥 دنع = 1

: )15(ةيرـظن

𝑦ةلادلا§ = ( 𝑥لكدنعةلصتم𝑥 = 𝑐 ∈ ℝ.،𝑛بجوميجوزحيحصددع

𝑦ةلادلا§ = ( 𝑥لكدنعةلصتم𝑥 = 𝑐 ∈ ℝ،𝑛1نمربكأيدرفحيحصددع
𝑥لكدنعةلصتم𝑔ةلادلاتناكاذإ§ = 𝑐،ناكو𝑔 𝑐 > 0

𝑓ةلادلانإف 𝑥 = 𝑔(𝑥)دنعةلصتم𝑥 = 𝑐

: ةطقن دنع ةيرذجلا لاودلا لاصتا

:نيبملا ددعلا دنع ةلاد لك لاصتا ثحبا

Q 𝑓 𝑥 =
' !
!&.%

, 𝑥 = 1

Q 𝑓 𝑥 =
' !
!&./

, 𝑥 = −2

37



U U L A . C O M
ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©

2023-2024

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 3 , 𝑥 = −1

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥& − 4𝑥 + 3 , 𝑥 = −2

 ةبكرملا ةلادلا

𝑓تناك اذإ , 𝑔ةلادلا ىدم ناكو ،نيتيقيقح نيتلاد 𝑓ةلادلا لاجم نم ةيئزج ةعومجم وه 𝑔نيعتي هنإف 
𝒈 ةبكرم ةلاد ∘ 𝒇 𝒙 = 𝒈 𝒇 𝒙
بيكرتلل ةلباقلا لاودلا ىلع طقف انتسارد يف رصتقنس :ةظحلام

𝒇 𝒙 = 𝟏 + 𝒙 , 𝒈 𝒙 = 𝒙𝟐 − : دجوأ𝟏
Q (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)

Q (𝑔 ∘ 𝑓)(2)

Q (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)

Q (𝑓 ∘ 𝑔)(2)

𝒇 𝒙 = 𝟐𝒙 + 𝟑 , 𝒈 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟑
Q (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)

Q (𝑔 ∘ 𝑓)(−1)

Q (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)

Q (𝑓 ∘ 𝑔)(−1)

𝒇 𝒙 = 𝒙, 𝒈 𝒙 = 𝒙𝟒 + 𝟐

Q (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)

Q (𝑓 ∘ 𝑔)(0)

Q (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)

Q (𝑔 ∘ 𝑓)(0)

: دجوأ

: دجوأ
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𝒇 𝒙 = 𝟏 + 𝒙𝟐 , 𝒈 𝒙 =
𝟑

𝒙𝟐 + 𝟒

Q (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥)

Q (𝑔 ∘ 𝑓)( 3)

Qنكتل: 𝑔 𝑥 = 𝑥 ,𝑓 𝑥 = 𝑥& + 𝑥 دنع𝑔𝑜𝑓 لاصتا ثحبا5 = −2

ةبكرملالاودلالاصتا: )16( ةيرظن

𝑔 ةبكرملا ةلادلا نإف ؛𝑓(𝑐)دنع ةلصتم𝑐، 𝑔 دنع ةلصتم𝑓 تناك اذإ ∘ 𝑓دنع ةلصتم 𝑐

Qنكتل: 𝑓 𝑥 = !
!.&

, 𝑔 𝑥 = 2𝑥 + 𝑥 دنع𝑓𝑜𝑔 لاصتا ثحبا3 = 1

Qنكتل: 𝑓 𝑥 = 𝑥& − 5𝑥 + 𝑥 دنع𝑓 لاصتا ثحبا6 = 2

: دجوأ
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Qنكتل: 𝑓 𝑥 = 𝑥& − 3𝑥 + 𝑥 دنع𝑓 لاصتا ثحبا2 = 0

1. 𝑓 𝑥 = 𝑥& − 2𝑥 − 3 , 𝑥 = 2

Qةاطعملا ةميقلا دنع ةيلاتلا ةلادلا لاصتا ثحبا:

:نيرامتلا ةسارك نم

𝑔نكتل9. 𝑥 = 𝑥 + 4 , 𝑓 𝑥 = 2𝑥& − 𝑔ةلادلا لاصتا ثحبا:3 ∘ 𝑓دنع𝑥 = −2

ةيعوضوملانيرامتلا-لاصتلااتايرظن

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ       و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

.1𝑥 = 3 دنع ةلصتم 𝑓 𝑥 = 𝑥& + 𝑥 − 1 : 𝑓 ةلادلا

.2𝑥 = 0 دنع ةلصتم 𝑓 𝑥 = &!.5
!.&

− &
!
∶ 𝑓 ةلادلا

.3𝑥 = 0 دنع ةلصتم 𝑓 𝑥 = &!'&
! '%

∶ 𝑓 ةلادلا

ba

ba

ba

.4𝑥 = 3 دنع ةلصتم 𝑓 𝑥 =
' (!'%
!&

: 𝑓 baةلادلا
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.5x = 2 دنع ةلصتم f x = −x& + 5x − 4 : f baةلادلا

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

.6: دنع f x = 'O.&
O&.:

∶ f ةلادلا لاصفنا طاقن

𝑥 = −3

𝑥 = 3

لاصفنا طاقن دجوت لا

𝑥 = 2

.7: يواست x دنع f x = O&'/
O&'%

∶ f ةلادلا لاصفنا طاقن

1 , 21 , −1 2 ,−2 −1 ,−2

𝑥&

𝑥& − 3
4𝑥& − 18𝑥 + 27

𝑥 − 3 &

𝑥&

𝑥& + 3
𝑥& + 3
𝑥&

𝑥
𝑥 − 3

+ 3𝑥&

𝑥 − 3
+ 3

𝑥& + 3
𝑥

−(𝑥& + 3)
𝑥

8. 𝑓 𝑥 = 𝑥& + 3 , 𝑔 𝑥 = !
!'(

∶ 𝑥 ≠ 0 ⇒ 𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 =

9. 𝑓 𝑥 = !
!'(

, 𝑔 𝑥 = 𝑥& + 3 , 𝑥 ≠ 0 ⇒ 𝑓 ∘ 𝑔 𝑥 =

b

a c

d

ba c d

c dba

c dba

.10: يواسي f ∘ g 0 : نإف g x = x& − 3 ∶ g ، f x = x& + 7: f ةلادلا نكتل

14 −4 −1c dba

1
𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥) 𝑔(𝑥)𝑔(𝑥)
𝑥 − 2

.12: يواست نأ نكمي a نإف x = 3 دنع ةلصتم f x = x& − a: f ةلادلا تناك اذإ

164 9 25

ba c d

c dba

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت

.11x = 2 دنع ةلصتملا ةلادلا نإف x = 2 دنع ةلصتم ةلاد g تناك :يه يلي اميفاذإ
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ةرتف ىلع لاصتلاا

𝑎) ةــــحوتفملا ةرــــتفلا ىــــلع ةلــــصتم𝑓 ةــــلادلا نوــــكتةحوتفم ةرتف ىلع لاصتلاا , 𝑏)تــــناك اذإ 
𝑎) ةرتفلا ىلإ يمتنت𝑥 لك دنع ةلصتم , 𝑏)

𝑎 ةقلغملاةرتفلا ىلعةلصتم𝑓 ةلادلا نوكتةقلغم ةرتف ىلع لاصتلاا , 𝑏طورشلا تققحت اذإ 
:ةيلاتلا ةثلاثلا

1-7

سوف تتعلم

الاتصال على فترة. •
ناتج تركيب دالتين متصلتين. •

المفردات والمصطلحات:

الاتصال على فترة •
Continuity on an
Interval

!"#$%&' ()*& #$+,
) معرّفة على الفترة (4 ,0) )f x x x42= - +  :  f  لتكن الدالة

,x x1 2= = ابحث اتصال f عند   a
1

1

2

2 3 4 x

y

x من جهة اليمين؟  0= هل f  متصلة عند   b

x من جهة اليسار؟ 4= هل f متصلة عند   c

هل توجد نقاط تنتمي إلى الفترة (4 ,0) لا تكون فيها الدالة f متصلة؟  d

Continuity on an Interval الاتصّال على فترة 

تعريف (9) الاتصّال على فترة مفتوحة:

(a , b) متصلة على الفترة المفتوحة  f  فإننا نقول أن الدالة (a , b) معرّفة على الفترة  f  لتكن الدالة

(a , b) تنتمي إلى الفترة x متصلة عند كل  f  إذا كانت

تعريف (10) الاتصّال على فترة مغلقة:

لتكن الدالة f معرّفة على الفترة [a, b] فإننّا نقول أن الدالة  f  متصلة على الفترة المغلقة [a, b] إذا 
تحققت الشروط الثلاثة التالية:

(a, b) متصّلة على الفترة المفتوحة f الدالة  1

( ) ( )lim f x f a
ax

=
" +

الدالة f متصّلة عند x = a من جهة اليمين أي أن:   2

( ) ( )lim f x f b
x b

=
" -

الدالة f متصّلة عند x = b من جهة اليسار أي أن:   3

a c b

( )y f x=

y

.[a, b] والمتصلة على الفترة ( )y f x= الاتصال عند النقاط a, b, c للدالة 

الاتصال على فترة
Continuity on an Interval
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من 
اليمين

 
 
صال
جهة
اتّ اتصّال من الجهتين اتصّال من جهة اليسار

x

𝑎) ةحوتفملا ةرتفلا ىلع ةلصتم𝑓 ةلادلا① , 𝑏)

𝑥 دنع ةلصتم𝑓 ةلادلا② = 𝑎يأ نيميلاةهج نم:

lim
!→C!

𝑓(𝑥) = 𝑓 𝑎

𝑥 دنع ةلصتم𝑓 ةلادلا③ = 𝑏يأ راسيلا ةهج نم:lim
!→D"

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏)

لاصتلااوتاياهنلا

:تاظحلام

(𝑎,𝑏] ةرتفلا ىلع ةلصتم ةلادلا نوكت قباسلافيرعتلا نم② ،① ناطرشلا ققحت اذإ§

[𝑎,𝑏) ةرتفلا ىلع ةلصتم ةلادلا نوكت قباسلافيرعتلا نم③ ،① ناطرشلا ققحت اذإ§

اهنم ةيئزج ةرتف يأ ىلع ةلصتم اهنإف ام ةرتف ىلع ةلصتم ةلادلا تناك اذإ§

[𝑎,𝑐] نيترتفلا نم لك ىلع ةلصتم ةلادلا تناك اذإ§ ,[𝑐,𝑏]ةرتفلا ىلع ةلصتم ةلادلا نإف [𝑎,𝑏]

𝑏,∞− ةروصلا ىلع تارتفلا ةلاح يفاًحيحص قباسلا فيرعتلا ىقبي§ , 𝑎,∞
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2023-2024

Qةلادلا لاصتا سردا 𝑓ثيح[1,3] ىلع:
𝑓 𝑥 = v

−2 ∶ 𝑥 = 1
𝑥& − 3 ∶ 1 < 𝑥 < 3
6 ∶ 𝑥 = 3

Qةلادلا لاصتا سردا 𝑓ثيح[1,5] ىلع:
𝑓 𝑥 =

2 ∶ 𝑥 = 1

𝑥& + 1
𝑥

∶ 1 < 𝑥 < 5

26
5 ∶ 𝑥 = 5
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:ةنيبملا ةرتفلا ىلع ةيلاتلا لاودلا نم لك لاصتا سردا

Q 𝑓 𝑥 = !
!&.%

, −1,5

Q 𝑓 𝑥 = !
!&'/

, [0,5]

Q 𝑓 𝑥 = &!.%
!&.&

, 0,3

Q 𝑓 𝑥 = !
!&'%

, [0,2]

:ةنيبملا ةرتفلا ىلع ةيلاتلا لاودلا نم لك لاصتا سردا
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Qاهلاجم ىلع ةلادلا لاصتا سردا:𝑓 𝑥 = }
𝑥 + 3, 𝑥 ≤ −1
/

!.(
, 𝑥 > −1

𝑓:اهلاجم  ىلع  ةلادلا لاصتا سردا6. 𝑥 = L
−𝑥 + 4, 𝑥 ≤ 7

:
'!./

,𝑥 > 7

:نيرامتلا ةسارك نم
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Qاهلاجم ىلع ةلادلا لاصتا سردا:𝑓 𝑥 = v
2𝑥 − 1 , 𝑥 < 1
−𝑥 + 2 ,1 ≤ 𝑥 < 3

1 ,𝑥 ≥ 3
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Qةلادلا تناك اذإ 𝑓ىلع ةلصتم ℝنيتباثلا ةميق دجوأ𝑎 ,𝑏

Qةلادلا تناك اذإ 𝑓نيتباثلا ةميق دجوأ[1,4] ىلع ةلصتم 𝑎 ,𝑏

𝑓 𝑥 = v
5, 𝑥 = 1

𝑎𝑥 + 𝑏, 1 < 𝑥 < 4
𝑏 + 8, 𝑥 = 4

𝑓 𝑥 = +
𝑥$ − 𝑎, 𝑥 < 0
2, 𝑥 = 0
𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑥 > 0

Q𝑓 𝑥 = 𝑥& − 2𝑥ةلادلا لاجم دجوأ 𝑓لاصتا سردا مث𝑓[5,0−]ةرتفلا ىلع

: ميمعت

𝑔(𝑥) ،ام ةرتف ىلع ةلصتمg تناك اذإ ≥ 𝑓 ةلادلا نإف ةرتفلا هذه يف0 𝑥 = 𝑔(𝑥)ىلع ةلصتم 
ةرتفلا هذه
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ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©
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Q𝑓 𝑥 = 𝑥& − 7𝑥 + [6,10]ةرتفلا ىلع𝑓لاصتا سردا مث𝑓 ةلادلا لاجم دجوأ10

Q𝑓 𝑥 = 9 − 𝑥&ةلادلا لاجم دجوأ 𝑓لاصتا سردا مث𝑓[3,3−]ةرتفلاىلع

Q𝑓 𝑥 = −𝑥& + 4𝑥 − [1,3]ةرتفلا ىلع𝑓لاصتا سردا3
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Q𝑓 𝑥 = ' 𝑥& − 5𝑥 + ℝ ىلع𝑓لاصتا سردا4

:ةظحلام

ℝىلعةلصتمةلادوهℝىلعنيتلصتمنيتلادبيكرتجتان

Q𝑓 𝑥 = ' −𝑥& + 2𝑥 + ℝ ىلع𝑓لاصتا سردا5

:نيرامتلا ةسارك نم

ℝ  ىلع  ةيلاتلا لاودلا نم لكلاصتا سردا

15. 𝑓 𝑥 = ' 𝑥& + 3𝑥 − 2

16. 𝑓 𝑥 = 3𝑥& + 4𝑥 − 1
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ةيعوضوملانيرامتلا-ةرتفىلعلاصتلاا

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ       و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

.11,5 ىلع ةلصتم 𝑓 نإف [1, )3 , 3,5 نم لك ةلصتم ةلاد 𝑓 تناك اذإ

.2𝑥 ∈ ℝ ميق لكل ةلصتم 𝑓 𝑥 = 𝑥& − 𝑥 ∶ 𝑓 ةلادلا

.4−∞,0 ىلع ةلصتم 𝑓 𝑥 = &!'(
!.&

: 𝑓 ةلادلا

.3−2,2 ىلع ةلصتم 𝑓 𝑥 = 𝑥& − 4 : 𝑓 ةلادلا

طقف5. −∞,2 ىلع ةلصتم 𝑓 𝑥 = !.%
!'&

: 𝑓 ةلادلا

ba

ba

ba

ba

ba

𝑓: اهلاجم  ىلع𝑓لاصتا سردا7. 𝑥 = v
𝑥& + 9 ∶ 𝑥 ≤ 0
6

!.(
∶ 𝑥 > 0

:نيرامتلا ةسارك نم
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.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

.6: 𝑓 ةلادلا نإف 𝑓 𝑥 = !.%
!'/

: 𝑓 ةلادلا نكتل

𝑥 = −1 , 𝑥 = 4 نم لك دنع لاصفنا اتطقن ,∞−)اهل ]4 ىلع ةلصتم

−∞, 4 , 4,∞ نم لك ىلع قبس امم يأ سيلةلصتم

.7: نإف −2,3 ىلع ةلصتم ةلاد 𝑓 تناك اذإ

𝑙𝑖𝑚
!→'&!

𝑓 𝑥 = 𝑓(3)𝑙𝑖𝑚
!→'&!

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
!→("

𝑓(𝑥)

𝑙𝑖𝑚
!→("

𝑓 𝑥 = 𝑓(−2)𝑙𝑖𝑚
!→'&.

𝑓 𝑥 = 𝑓(−2)

.8: ىلع ةلصتم 𝑓 𝑥 = &!'%
!&'&5

: 𝑓 ةلادلا

(−∞, �
1
2

(−5,5)ℝ(5,∞)

b

d

a

c

a b

c d

ba c d

.9: ىلع ةلصتم ةلاد 𝑓 نإف ، 𝑓 𝑥 =

5
&

∶ 𝑥 ≤ −3
!&.%6
&

∶ −3 < 𝑥 < 0
/'!&

!'&
∶ 𝑥 ≥ 0 , 𝑥 ≠ 2

: 𝑓 نكتل

(−∞, 2)(−∞,∞) (−∞, ]−3(−∞, ]0

.10: ناك اذإ ℝ ىلع ةلصتم 𝑓 𝑥 = v

(!.-
!'&

∶ 𝑥 < 1
𝑥 + 𝑛 ∶ 𝑥 > 1
2𝑚 ∶ 𝑥 = 1

∶ 𝑓 ةلادلا

𝑚 = 1 , 𝑛 = −3𝑚 = −1 , 𝑛 = 3

𝑚 = 1 , 𝑛 = 3𝑚 = −1 , 𝑛 = −3

ba c d

a b

c d

.11: ىلع ةلصتم 𝑔 𝑥 = L
!&'%
!'%

∶ 𝑥 > 1
3𝑥 ∶ 𝑥 ≤ 1

: 𝑔 ةلادلا

−∞, 1 , [1,∞)(−∞, ]1 , (1,∞)

(−∞, ]3(−∞,∞)

a b

c d

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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Qةلادلاةقتشمدجوأفيرعتلامادختساب𝑓:𝑓 𝑥 = 2𝑥& + 𝑥دنع1 = 1

Qةلادلا ةقتشم دجوأ فيرعتلا مادختساب 𝑓:𝑓 𝑥 = 3𝑥&دنع 𝑥 = −2

قاقتشلاا

ةقتشملا

ةطقن دنع ةقتشملا

𝑥دنع𝑓ةلادلاةقتشمفيرعت = 𝑎يه:𝑓R 𝑎 = 𝑙𝑖𝑚
S→$

) C.S ')(C)
S

𝑥دنع𝑓ةلادلاةقتشمل)ليدب(فيرعت = 𝑎يه:𝑓R 𝑎 = 𝑙𝑖𝑚
!→C

) ! ')(C)
!'C
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Qةلادلاةقتشمدجوأفيرعتلامادختساب∶ 𝑓𝑓 𝑥 = 𝑥دنع𝑥 = 𝑎ثيح𝑎 > 0

Qةلادلاةقتشمفيرعتلامادختسابدجوأ∶ 𝑓𝑓 𝑥 = %
!

𝑏دنع ≠ 0 ,𝑥 = 𝑏

𝑓  ةلادلا ةقتشم داجيلإ فيرعتلا مدختسا1. 𝑥 = (
!

𝑥 دنع = 3

:نيرامتلا ةسارك نم

𝑓  ةلادلا ةقتشم داجيلإفيرعتلا مدختسا2. 𝑥 = 2𝑥(دنع 𝑥 = 1
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 ةدحاو ةهج نم ةقتشملا

Qدـنع راـسيلا ةـهج نم ةقتشم اهلو نيميلا ةهج نم ةقتشم اهل ةيلاتلا ةلادلا نأ نيب 𝑥 =  اـهل سيـل نـكل0
𝑥 دنع ةقتشم = 0:

§ 𝑓 𝑥 = L𝑥
& , 𝑥 ≤ 0
2𝑥 , 𝑥 > 0

Qنكتل∶ 𝑓𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝑥دنع𝑓ةلادلاقاقتشاةيلباقثحبا،2 = 2
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Qنكتل ∶ 𝑓𝑓 𝑥 = v
%
/
𝑥& + (

/
,𝑥 ≤ 1

𝑥 ,𝑥 > 1
ةهجل ةقتشملل ةيواسم نيميلا ةهجل ةقتشم𝑓 ةلادلل نأ نيب

𝑥 دنع راسيلا = 1

Qةلادلا نكتل𝑓ثيح    : 𝑓 𝑥 =

%
!

,𝑥 ≤ −1

%
&
𝑥& − (

&
,𝑥 > −1

 نيميلا ةهجل ةقتشم𝑓 ةلادلل نأ نيب

𝑥 دنع راسيلا ةهجل ةقتشملل ةيواسم = −1
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Qنكتل 𝑓 𝑥 = 𝑥(. دجوأ 𝑓′(𝑥)تدجونإ ةقتشملا فيرعت مادختساب 

Qنكتل𝑓 𝑥 = 𝑥& + ةقتشملافيرعتمادختساب𝑓′(𝑥)دجوأ.2
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: بان§
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 ةهجلا نم∞− نم برتقيو ةهج نم∞ نم برتقي
ةيناثلا
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3 في إحدى الجهات  تقاطع محددة يقترب من 
-3 في الجهة الثانية ويوجد مماس  ويقترب من 

( )f x x 32= رأسي عندها.  مثال:  
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.x a= x كشرط لدراسة قابلية الاشتقاق عند  a= سوف نثبت بعد ذلك، نظرية تقول بأنه ينبغي أن تكون الدالة متصّلة عند 

x a= وسوف تمدنا هذه النظرية بطريقة سريعة وسهلة للتحقق من أن الدالة f غير قابلة للاشتقاق عند 
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𝑓'R 𝑎 → ∞& 𝑓.R 𝑎 → −∞
وأ

𝑓'R 𝑎 → −∞ & 𝑓.R 𝑎 → +∞

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑥
&
(
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لاصتلااو قاقتشلاا

Qةلادلا نكتل: 𝑓 𝑥 = L 𝑥& ,𝑥 < 2
2𝑥 − 1 ,𝑥 ≥ 𝑥 دنع𝑓  ةلادلل قاقتشلاا ةيلباقثحبا2 = 2

Qةلادلا نكتل:  𝑓 𝑥 = L𝑥
& − 4 ,𝑥 ≤ 2

3𝑥 − 2 ,𝑥 > 𝑥 دنع𝑓  ةلادلل قاقتشلاا ةيلباقثحبا2 = 2
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Qةلادلا نكتل:   𝑓 𝑥 = N
6𝑥 − 1 ,𝑥 > %

&

2𝑥 + 1 ,𝑥 ≤ %
&

𝑥 امدنع ةلصتم𝑓 ةلادلا نأ نيب = %
&

 اهدنع قاقتشلال ةلباق ريغ اهنكلو
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Qةلادلا نكتل:𝑓 𝑥 = N
−𝑥 − 1 ,𝑥 > − %

(

5𝑥 + 1 ,𝑥 ≤ − %
(

  ةلباق ريغو ةلصتم𝑓  ةلادلا نأ نيب

𝑥   دنع قاقتشلال = − %
(
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Qنكتل 𝑓:𝑓 𝑥 = L 𝑥& − 𝑥 − 2 ,𝑥 ≤ 2
−𝑥& + 7𝑥 − 10 ,𝑥 > 2

 دنع ةلصتم𝑓  ةلادلا نيب

𝑥 =  اهدنع قاقتشلاا ةيلباق سرداو2
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Qةلادلالاصتاسردا𝑓امدنع𝑥 = :ثيحةطقنلاهذهدنعاهقاقتشاةيلباقو1

§ 𝑓 𝑥 = N
&

!&.%
, 𝑥 ≤ 1

2𝑥 − 1 , 𝑥 > 1
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Qنكتل𝑓:𝑓 𝑥 = L 𝑥 + 5 ,𝑥 ≤ 3
𝑥& − 1 ,𝑥 > 𝑓′(3)نكمأنإدجوأ3

Qنكتل𝑓:𝑓 𝑥 = L 𝑥& + 𝑥 , 𝑥 ≤ −1
𝑥& − 𝑥 − 2 , 𝑥 > −1

𝑓Rنكمأنإدجوأ −1
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:نيرامتلا ةسارك لئاسم ضعب

𝑓 ةلادلا نكتل5. 𝑥 = |𝑥 − 3|
𝑥 دنع ةلصتم𝑓 ةلادلا نأ نيب = .اهدنع قاقتشلال ةلباق ريغ اهنكل و3

𝑔 ةلادلا نكتل7. 𝑥 = � 𝑥 + 1
& , 𝑥 ≤ 0

2𝑥 + 1 , 𝑥 > 0 ∶ 𝑔دجوأ 𝑔R 0.
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𝑓 ةلادلا نكتل8. 𝑥 = �𝑥
& ∶ 𝑥 ≤ 2
4𝑥 − 4 ∶ 𝑥 > 2

∶ 𝑓دجوأ 𝑓R 2.

ةيعوضوملانيرامتلا-ةقتشملا

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ      و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

.1𝑓′ 𝑥 = 3 نإف 𝑓 𝑥 = 3𝑥 − 12 ∶ 𝑓 تناك اذإ

يواست3. 𝑥 امدنع قاقتشلال ةلباق ريغ 𝑓 𝑥 = !''3
!&'/!'5

∶ 𝑓 ةلادلا طقفنإ − 1

.2∀𝑥 ∈ ℝ قاقتشلا ةلباق ريغ 𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∶ 𝑓 ةلادلا نإ

قاقتشلال4. ةلباق 𝑓 𝑥 = ~2𝑥 − 1 ∶ 𝑥 < 4
𝑥& − 9 ∶ 𝑥 > 4 ∶ 𝑓 ةلادلا 𝑥نإ = 4 دنع

ينايبلا5. مسرلا تاذ 𝑓 ةلادلا نإ
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المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (6-1)، ظللّ 

a  b  . ( )f x 3=l ) فإن  )f x x3 12= -  : f إذا كانت  (1)

a  b  . x R6 ! ) غير قابلة للاشتقاق  )f x x x=  : f الدالة  (2)

a  b -1 فقط.  ) غير قابلة للاشتقاق عندما x تساوي  )f x x x
x
4 5
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f x
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2 1 4

9 42
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=

-

-
(  : f الدالة  (4)

a  b  . ,3 2-6 إن الدالة f  ذات الرسم البياني أدناه قابلة للاشتقاق على الفترة @  (5)
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:D x3 2# #-

,3 3-6 f ذات الرسم البياني أدناه هي متصلة على الفترة @ إن الدالة   (6)

a  b  x 0= ولكن غير قابلة للاشتقاق عند   
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-2

-3 2 3

y

x

( )y f x= :D x3 3# #-

في التمارين (12-7)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

x والسبب هو: 0= ) ليست قابلة للاشتقاق عند  )f x x x 22= + +  : f إن الدالة  (7)

a ناب

b ركن

c مماس عمودي

d غير متصلة

−3 , 2 ةرتفلا ىلع قاقتشلال ةلباق

هاندأ6. ينايبلا مسرلا تاذ 𝑓 ةلادلا نإ

36

المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (6-1)، ظللّ 

a  b  . ( )f x 3=l ) فإن  )f x x3 12= -  : f إذا كانت  (1)

a  b  . x R6 ! ) غير قابلة للاشتقاق  )f x x x=  : f الدالة  (2)

a  b -1 فقط.  ) غير قابلة للاشتقاق عندما x تساوي  )f x x x
x
4 5
83

2=
- -

-  : f إن الدالة  (3)

a  b  .x 4= ) قابلة للاشتقاق عند  )
:

:
f x

x x
x x
2 1 4

9 42

1

2
=

-

-
(  : f الدالة  (4)

a  b  . ,3 2-6 إن الدالة f  ذات الرسم البياني أدناه قابلة للاشتقاق على الفترة @  (5)

1

1

-1
-1

-2

-2

-3 2

2

3

y

x

( )y f x=

:D x3 2# #-

,3 3-6 f ذات الرسم البياني أدناه هي متصلة على الفترة @ إن الدالة   (6)

a  b  x 0= ولكن غير قابلة للاشتقاق عند   

1

1-1
-1

-2

-2

-3 2 3

y

x

( )y f x= :D x3 3# #-

في التمارين (12-7)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

x والسبب هو: 0= ) ليست قابلة للاشتقاق عند  )f x x x 22= + +  : f إن الدالة  (7)

a ناب

b ركن

c مماس عمودي

d غير متصلة

𝑥 = 0 دنع قاقتشلال ةلباق ريغ نكلو

−3 , 3 ةرتفلا ىلع ةلصتم يه

ba

ba

ba

ba

ba

ba
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.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

.7𝑥 = 0 دنع قاقتشلال ةلباق تسيل 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑥& + 2 ∶ 𝑓 ةلادلا ∶نإ وه ببسلا و

يدومعنكر ةلصتمسامم ريغ بان

0 , 1 , 2
1
2

ينايبلا8. مسرلا تاذ 𝑓 ةلادلا نوكت

−2 ,+2

−4 , 0 , 1 , 4

1 , 4

.9∶ يه يلي اميف 𝑥 = 3 دنع قاقتشلال ةلباقلا 𝑓 ةلادلا

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 1
𝑥 − 3

L3𝑥 − 1 ∶ 𝑥 ≤ 3
1 ∶ 𝑥 > 33 − 𝑥 ' 𝑥 + 2
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x f= تكون الدالة f ذات الرسم البياني أدناه غير قابلة للاشتقاق عند كل   (8)

y

x1

1

-1-2(-4,0)

(1, -2) (4, -2)

(0, 2)

2

4

3

3

4

2

5 6

( )y f x=

a  0 , 1 , 2 2
1  b  ,2 2- +

c  4 , 0 , 1 , 4-  d  ,1 4

x فيما يلي هي: 3= الدالة f القابلة للاشتقاق عند   (9)

a  ( ) x
xf x 3
1

=
-
+  b  x3 -

c  
:

:

x x
x

1 3

1 3

3

2

G-(  d  x 23 +

f هو: ) فإن مجال ' )f x x
x
4
2

2=
-

- إذا كانت   (10)

a  ,2 2R - -" , b  2R - -" ,
c  2R - " , d  ,2 2R - -^ h

1-1-2

1

2

2

P(0, 0)

y

x

y x2=
y x=

( )y f x=

   : P في الشكل المقابل، عند النقطة  (11)

a المشتقة جهة اليسار موجبة.  

b المشتقة جهة اليمين سالبة.  

c الدالة قابلة للإشتقاق.  

d ليس أيّ مما سبق.  

P(1, 2)

1-1-2-3

1

2

2
3

4
y

x

y x2=y 2=

( )y f x=

 : P في الشكل المقابل، عند النقطة  (12)

a  + ( )f 11 ='  

b  ( )f 1 0=
-
'  

c  ( )f 1 2=
-
'  

 d  f قابلة للاشتقاق 

𝑥 = ⋯ لك دنع قاقتشلال ةلباق ريغ هاندأ

وه10. 𝑓R لاجم نإف 𝑓 𝑥 = !'&
!&'/

تناك اذإ

ℝ − −2 , 2 ℝ − 2ℝ − −2 ℝ − (−2 , 2)

.11∶ 𝑃 ةطقنلا دنع ، لباقملا لكشلا يف
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x f= تكون الدالة f ذات الرسم البياني أدناه غير قابلة للاشتقاق عند كل   (8)

y

x1

1

-1-2(-4,0)

(1, -2) (4, -2)

(0, 2)

2

4

3

3

4

2

5 6

( )y f x=

a  0 , 1 , 2 2
1  b  ,2 2- +

c  4 , 0 , 1 , 4-  d  ,1 4

x فيما يلي هي: 3= الدالة f القابلة للاشتقاق عند   (9)

a  ( ) x
xf x 3
1

=
-
+  b  x3 -

c  
:

:

x x
x

1 3

1 3

3

2

G-(  d  x 23 +

f هو: ) فإن مجال ' )f x x
x
4
2

2=
-

- إذا كانت   (10)

a  ,2 2R - -" , b  2R - -" ,
c  2R - " , d  ,2 2R - -^ h

1-1-2

1

2

2

P(0, 0)

y

x

y x2=
y x=

( )y f x=

   : P في الشكل المقابل، عند النقطة  (11)

a المشتقة جهة اليسار موجبة.  

b المشتقة جهة اليمين سالبة.  

c الدالة قابلة للإشتقاق.  

d ليس أيّ مما سبق.  

P(1, 2)

1-1-2-3

1

2

2
3

4
y

x

y x2=y 2=

( )y f x=

 : P في الشكل المقابل، عند النقطة  (12)

a  + ( )f 11 ='  

b  ( )f 1 0=
-
'  

c  ( )f 1 2=
-
'  

 d  f قابلة للاشتقاق 

ةبلاسنيميلاةهجةقتشملا

قاقتشلال ةلباق ةلادلا
قبس امم يأ سيل

ةبجوم راسيلا ةهج ةقتشملا

.12∶ 𝑃 ةطقنلا دنع ، لباقملا لكشلا يف
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x f= تكون الدالة f ذات الرسم البياني أدناه غير قابلة للاشتقاق عند كل   (8)

y

x1

1

-1-2(-4,0)

(1, -2) (4, -2)

(0, 2)

2

4

3

3

4

2

5 6

( )y f x=

a  0 , 1 , 2 2
1  b  ,2 2- +

c  4 , 0 , 1 , 4-  d  ,1 4

x فيما يلي هي: 3= الدالة f القابلة للاشتقاق عند   (9)

a  ( ) x
xf x 3
1

=
-
+  b  x3 -

c  
:

:

x x
x

1 3

1 3

3

2

G-(  d  x 23 +

f هو: ) فإن مجال ' )f x x
x
4
2

2=
-

- إذا كانت   (10)

a  ,2 2R - -" , b  2R - -" ,
c  2R - " , d  ,2 2R - -^ h

1-1-2

1

2

2

P(0, 0)

y

x

y x2=
y x=

( )y f x=

   : P في الشكل المقابل، عند النقطة  (11)

a المشتقة جهة اليسار موجبة.  

b المشتقة جهة اليمين سالبة.  

c الدالة قابلة للإشتقاق.  

d ليس أيّ مما سبق.  

P(1, 2)

1-1-2-3

1

2

2
3

4
y

x

y x2=y 2=

( )y f x=

 : P في الشكل المقابل، عند النقطة  (12)

a  + ( )f 11 ='  

b  ( )f 1 0=
-
'  

c  ( )f 1 2=
-
'  

 d  f قابلة للاشتقاق 

𝑓.R 1 = 1

𝑓'R 1 = 0

𝑓'R 1 = 2

قاقتشلال ةلباق 𝑓

d

c

b

a

ba c d

c dba

d

c
b

a

d

c

b

a

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت

cd b a
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قاقتشلاا دعاوق

:ةيلاتلالاودلانملكةقتشمدجوأ

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥/

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥%$

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥%&

QدجوأV=
V8

𝑦:ثيح = 𝑡( + 6𝑡& − 5
(
𝑡 + 16

QدجوأV=
V!

𝑦:ثيح = 5𝑥( − 4𝑥& + 6

قاقتشلاا

:)1(ةدعاق

رفصلايواستةتباثةلاديأةقتشم

:)2(ةدعاق

𝑓ناكاذإ 𝑥 = 𝑥ناف:𝑓R 𝑥 = 1

:)3(ةدعاق

𝑓ناكاذإ 𝑥 = 𝑥7ناف:𝑓R 𝑥 = 𝑛.𝑥7'%

:)4(ةدعاق

:نإف اتباث ايقيقح اددع𝑘 ناكو قاقتشلال ةلباق𝑥 يف ةلاد𝑓 تناك اذإ
𝑘.𝑓 𝑥

R
= 𝑘.𝑓R 𝑥

:)5( ةدعاق

𝑓:حرطلاو عمجلا ةدعاق 𝑥 ± 𝑔 𝑥
R
= 𝑓′(𝑥) ± 𝑔′(𝑥)

:)6(ةدعاق

𝑓.𝑔 :نيتلاد برض قاقتشا ةدعاق R = 𝑓R.𝑔 + 𝑓.𝑔R

Qدجوأ𝑓R 𝑥ثيح:𝑓 𝑥 = (𝑥& + 1)(𝑥( + 3)
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𝒇Rدجوأ 𝒙ثيح:

Q 𝑓 𝑥 = (2𝑥 + 1)(3𝑥 − 2)

Q 𝑓 𝑥 = 4𝑥&(𝑥 + 6)

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥( − 4 &

Qةلادلا ةقتشمدجوأ:𝑓 𝑥 = !''%
5!&.%

:)7(ةدعاق

(  : ةمسقلا ةدعاق
*

R
= )4.*').*R

*&

Qةلادلاةقتشم دجوأ:𝑓 𝑥 = /!&.&!
&!'.5

𝒂,𝒇 ةطقنلا دنعf ةلادلا ىنحنمل سامملا ةلداعم داجيإ 𝒂 = 𝒙𝟏,𝒚𝟏ميقتسملا ةلداعمو 
ةطقنلا دنع ةلادلا ىنحنم ىلع)مظانلا( يدومعلا

𝑦 − 𝑓 𝑎 = 𝑓R 𝑎 𝑥 − 𝑎𝑦 − 𝑓 𝑎 = '%
)4 C

𝑥 − 𝑎

)يدومعلا( مظانلا ليمسامملا ليم

)يدومعلا( مظانلا ةلداعمسامملا ةلداعم

𝑓R 𝑎 = 𝑚
−1
𝑓R 𝑎

=
−1
𝑚

𝑦 − 𝑦% = 𝑚 𝑥 − 𝑥%𝑦 − 𝑦% =
'%
-

𝑥 − 𝑥%
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Qىنحنمللسامملاةلداعمدجوأ𝑦 = 𝑥( + 𝑥(1,2):ةطقنلادنع

Q1) :ةطقنلا دنع مظانلا ةلداعمو سامملا ةلداعم دجوأ, &
(
𝑓 :ةلادلا ىنحنمل( 𝑥 = !'.%

!&.&

Qةلادلا ىنحنمل(1,0) :ةطقنلا دنع مظانلا ةلداعمو سامملا ةلداعم دجوأ:𝑓 𝑥 = !'%
!.&
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:ةجيتن

𝑔(𝑥) تناكو قاقتشلال ةلباق ةلاد𝑔 تناك اذإ ≠ 0، 𝑘نإفاًتباث ددع:𝑘
𝑔 𝑥

R

=
−𝑘. 𝑔′(𝑥)

𝑔 𝑥 &

𝒇′(𝒙)دجوأ :

Q 𝑓 𝑥 = '/
!&.&!.5

Q 𝑓 𝑥 = (
!&.%

Qنكتل𝑦 = !&.(
&!

=Vدجوأ
V!

𝑥امدنع = 1Qنكتل𝑦 = (!&.9
3!&

=Vدجوأ
V!

𝑥امدنع = −1

ةبلاسلا ةحيحصلا سسلأا

𝒇′(𝒙)دجوأ :

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥
*
'Q 𝑓 𝑥 = 𝑥

'
& ; 𝑥 > 0

𝑓تناكاذإ 𝑥 = 𝑥
5
𝑚ثيح) ,𝑛نافلتخمناحيحصناددع𝑛 ≠ ′𝑓:نإف0 𝑥 = -

7
𝑥

5
( '%

𝒇 تناك اذإ 𝒙 = 𝒙نوكت 𝒇R 𝒙 = 𝒙 R = 𝟏
𝟐 𝒙

:ةيرذجلا لاودلا

Q 𝑓 𝑥 = 𝒙𝟑 Q 𝑓 𝑥 = 𝟒 𝒙𝟑

𝒙
𝒎
𝒏

R
=
𝒎
𝒏
𝒙
𝒎
𝒏'𝟏

𝑓 𝑥 = 𝑥'/ ⇒ 𝑓R 𝑥 = −4𝑥'5

𝑓 𝑥 = 𝑥'5 ⇒ 𝑓R 𝑥 = −5𝑥'6

𝑓 𝑥 =
4
𝑥&

= 4𝑥'& ⇒ 𝑓R 𝑥 = −8𝑥'(

𝑓 𝑥 =
−3
𝑥5

= −3𝑥'5 ⇒ 𝑓R 𝑥 = 15𝑥'6

𝑓:ةدعاق 𝑥 =
𝑎
𝑥 ⇒ 𝑓R 𝑥 =

−𝑎
𝑥& ∶ 𝑎 ≠ 0
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Qةلادلا نكتل 𝑓:𝑓 𝑥 = L 𝑥
& + 2 ,𝑥 ≤ 1

2𝑥 + 1 ,𝑥 >  نكمأ نإ𝑓′(𝑥) دجوأاهلاجم ىلع ةلصتم ةلاد1

Qةيلاتلا لاودلا نم لكل نكمأ نإ ةقتشملا دجوأ: 

§ 𝑓 𝑥 = L 𝑥
& + 1 , 𝑥 ≤ 2

4𝑥 − 3 , 𝑥 > 2
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§ 𝑓 𝑥 = }𝑥
& + 1 , 𝑥 < 1
2 𝑥 , 𝑥 ≥ 1

:نيرامتلا ةسارك نم

𝑦 ةلادلا ىنحنمل )مظانلا( يدومعلا ةلداعم و سامملا ةلداعم دجوأ13. = 3
/.!&

.ةطقنلا دنع 2,1
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𝑓:𝑓 ةلادلا نكتل14. 𝑥 = v 𝑥 − /
!
,𝑥 ≥ 2

𝑥& − 4 ,𝑥 < 2
 اهلاجم نيعو𝑓′(𝑥) دجوأ

ةيعوضوملانيرامتلا-قاقتشلاادعاوق

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ  و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ  للظ ab

.1V=
V!
= −2 نإف 𝑦 = −𝑥& + 3 تناك اذإ

.3V=
V!
= %&!.%%

(!'& & نإف 𝑦 = &!.5
(!'&

تناك اذإ

.2V=
V!
= 𝑥& + &

(
𝑥 + 1 نإف 𝑦 = !'

(
+ !&

(
+ 𝑥 تناك اذإ

.4V=
V!
= (

!*
نإف 𝑦 = (!'%)(!&.!.%)

!'
تناك baاذإ

ba

ba

ba

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

.5∶ يواست V=
V!

نإف 𝑦 = 1 − 𝑥 + 𝑥& − 𝑥( تناك اذإ

2 − 3𝑥−1 + 2𝑥 − 3𝑥& 1 − 𝑥−6𝑥 + 2

.6: يواست 𝑓R 𝑥 نإف 𝑓 𝑥 = 5𝑥( − 3𝑥5 تناك اذإ

20𝑥 + 60𝑥& 15𝑥& − 15𝑥/ 30𝑥 − 30𝑥/ 30𝑥 − 60𝑥(

a b c d

a b c d
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.7: يواست �V=
V! !X%

نإف 𝑦 = !&.5!'%
!&

تناك اذإ

−7
2

3−3 7
2

.8: يواست 𝑥 = 3 دنع 𝑦 = 𝑥& + 5𝑥 ىنحنم سامم ليم

24 11−
5
2

8

.9: يواست 𝑥 = −2 دنع 𝑓 𝑥 = &
!

ةلادلا ىنحنم سامم ليم

−1
1
2−

1
2

1

.10: يواست 𝑥 = 0 دنع 𝑓 𝑥 = '%
!'%

ةلادلا ىنحنم سامم ليم

−1 10 2

ba c d

c dba

c dba

ba c d

.12: يه 2 ,3 ةطقنلا دنع 𝑦 = 𝑥( − 3𝑥 + 1 ةلادلا ىنحنمل مظانلا ليم

9 −
1
3

3 −1
9

سامملا13. نوكي يتلا 𝑦 = 2𝑥( − 3𝑥& − 12𝑥 + 20 ةلادلا ىنحنم ىلع طاقنلا
: يه تانيسلا روحمل اًيزاوم اهدنع

(−1 , 27) 2 , 0 , (−1 , 27)(2 , 0) −1 , 27 , (0 , 20)

ba c d

a b c d

.11: هتلداعم يسأر سامم 𝑓 𝑥 = ' 𝑥 − 1 ةلادلل

𝑥 = 0 𝑥 = 1𝑦 = 0 𝑦 = 1c dba

.14: وه 𝑓R لاجم نإف 𝑓 𝑥 = �𝑥
& + 2𝑥 ∶ 𝑥 ≥ 1
4𝑥 − 1 ∶ 𝑥 < 1

∶ 𝑓 ةلادلا نكتل

1 [1 ,∞)ℝ − 1 ℝa b c d

.15: يه 𝑥 = 3 دنع 𝑓 𝑥 = 2𝑥& − 13𝑥 + 2: 𝑓 ةلادلا ىنحنمل سامملا ةلداعم نإ

𝑦 = 𝑥 − 16 𝑦 = −𝑥 − 13𝑦 = −𝑥 + 16 𝑦 = −𝑥 − 16a b c d

.16: نإف 𝑓 ةلادلا ىنحنم ىلع 𝑃 ةطقنلا دنع 𝑓R 2 = 5 ، 𝑓 2 = 3 تناك اذإ

𝑦 = 5𝑥 + 7 ∶ سامملا طخ 𝑦ةلداعم = −
1
5
𝑥 + 7 ∶ يدومعلا طخلا ةلداعم

𝑦 = −
1
5 𝑥 +

17
5 : يدومعلا طخلا 𝑦ةلداعم = 5𝑥 + 3 ∶ سامملا طخ ةلداعم d c

b a

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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ةيثلثملا لاودلا تاقتشم

:ةيلاتلالاودلاتاقتشمدجوأ

Q 𝑦 = 𝑥&. sin 𝑥

Q 𝑢 = HIJ !
%'JKL !

Q 𝑓 𝑥 = sin& 𝑥

قاقتشلاا

Q ℎ 𝑥 = cos& 𝑥

Q 𝑔 𝑥 = !
HIJ !

Q 𝑦 = JKL !
JKL !.HIJ !

𝒄𝒐𝒔𝒙 R = −𝒔𝒊𝒏𝒙 , 𝒔𝒊𝒏 𝒙 R = 𝒄𝒐𝒔𝒙
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:ةيلاتلالاودلاتاقتشمدجوأ

Q ℎ(𝑥) = csc 𝑥 + sin 𝑥 . tan 𝑥

Q 𝑔 𝑥 = sec 𝑥(1 + sin 𝑥)

Q 𝑓 𝑥 = tan 𝑥 + cot 𝑥

Q 𝑓 𝑥 = %.MNL !
MNL !

Q 𝑔 𝑥 = sec 𝑥 + csc 𝑥

Q ℎ 𝑥 = JYH !
HJH !

𝒕𝒂𝒏𝒙 R = 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒙 , 𝒄𝒐𝒕 𝒙 R = −𝒄𝒔𝒄𝟐 𝒙

(𝒔𝒆𝒄𝒙)′ = 𝒔𝒆𝒄𝒙 . 𝒕𝒂𝒏𝒙 , 𝒄𝒔𝒄 𝒙 R = −𝒄𝒔𝒄𝒙 . 𝒄𝒐𝒕 𝒙

Qدجوأ نيرامتلا يف V=
V!

2. 𝑦 = 4 − 𝑥& sin 𝑥

:نيرامتلا ةسارك نم
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3. 𝑦 = HIM !
%.HIM !

4. 𝑦 = HIJ !
%.JKL !

Qةلادلا ىنحنمل يدومعلا ميقتسملا ةلداعم دجوأ: 𝑦 = tan 𝑥ةطقنلا دنع 𝑝 P
/
,1

Qةلادلا ىنحنمل يدومعلا ميقتسملا ةلداعم دجوأ: 𝑦 = sec 𝑥ةطقنلا دنع 𝑝 P
(
,2

𝑦  نكتل7. = 1 + &
JKL !

+ cot 𝑥 𝑃 دنع ةلادلا ىنحنمل سامملا ةلداعم دجوأ∶ P
/
,4

:نيرامتلا ةسارك نم
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ةيعوضوملانيرامتلا-ةيثلثملالاودلاتاقتشم

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ      و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

.1V=
V!
= 1 + sin 𝑥 نإف 𝑦 = 1 + 𝑥 − cos 𝑥 تناك اذإ

.31 وه 𝑥 = 𝜋 دنع 𝑦 = sin 𝑥 + 3 ةلادلا ىنحنمل سامملا ليم

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

.5∶ يواست V=
V!

نإف 𝑦 = %
!
+ 5 sin 𝑥 تناك اذإ

1
𝑥&
+ 5 cos 𝑥−

1
𝑥& − 5 cos 𝑥

.2V=
V!
= − /

HIJ& !
نإف 𝑦 = /

HIJ !
تناك اذإ

.4𝑦 = 𝑐𝑜𝑡𝑥 ةلادلا ىنحنمو 𝑦 = tan 𝑥 ةلادلا ىنحنم ةيقفأنإ تاسامم امهل تسيل

.6∶ يواسي 𝑓R 0 نإف 𝑓 𝑥 = 3𝑥 + 𝑥 tan 𝑥 تناك اذإ

−3 10 3

1
𝑥& − 5 cos 𝑥−

1
𝑥& + 5 cos 𝑥

.7∶ يواست V=
V!

نإف 𝑦 = !
%.HIJ !

تناك اذإ

1 + cos 𝑥 − 𝑥 sin 𝑥
1 + cos 𝑥 &−

𝑥 sin 𝑥
1 + cos 𝑥 &

1 + cos 𝑥 − 𝑥 sin 𝑥
1 + cos& 𝑥

1 + cos 𝑥 + 𝑥 sin 𝑥
1 + cos 𝑥 &

.8𝑦 = 2 cos 𝑥 ةلادلا نايبل سامملا ىلع يدومعلا ميقتسملا ∶ةلداعم يه P
&
,0 ةطقنلا دنع

𝑦 = −
𝑥
2 +

𝜋
4

𝑦 =
𝑥
2
−
𝜋
4

𝑦 = −
𝑥
2 −

𝜋
4

𝑦 =
𝑥
2
+
𝜋
4

.9∶ يواست 𝑦R نإف 𝑦 = %
E,7 !

تناك اذإ

cos 𝑥cot 𝑥 � csc 𝑥 −cos 𝑥-cot 𝑥 � csc 𝑥

ba

ba

ba

ba

c dba

ba c d

a b

c d

a b

c d

c dba

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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ةلسلسلا ةدعاق

𝒈تناكاذإ 𝒙 = 𝒙𝟏𝟎 , 𝒇 𝒙 = 𝟑𝒙𝟐 + :ةلسلسلاةدعاقمادختسابدجوأف𝟏
Q (𝑓 ∘ 𝑔)′(𝑥)

Q (𝑔 ∘ 𝑓)′(−1)

قاقتشلاا

𝑓𝑜𝑔 R 𝑥 = 𝑓R 𝑔 𝑥 . 𝑔′(𝑥)

:ةلسلسلا ةدعاقل لولأا لكشلا

𝒈 تناك اذإ 𝒙 = 𝒙𝟏𝟑 , 𝒇 𝒙 = −𝟐𝒙𝟑 + :ةلسلسلا ةدعاق مادختساب دجوأف𝟒
Q (𝑓 ∘ 𝑔)′(𝑥)

Q (𝑔 ∘ 𝑓)′(0)
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Qتناك اذإ 𝑔 𝑥 = 𝑥& + 1 , 𝑓 𝑥 = &!.%
!

𝑓)  ةلسلسلا ةدعاق مادختساب دجوأف ∘ 𝑔)′(𝑥)

Qتناك اذإ 𝑔 𝑥 = 𝑥 , 𝑓 𝑥 = !&'/
!&./

𝑓)  :ةلسلسلا ةدعاق مادختساب دجوأف ∘ 𝑔)′(1)

:نيرامتلا ةسارك نم

𝒇) دجوأ ∘ 𝒈)′ـل ةاطعملا ميقلا دنع 𝒙.5. 𝑓 𝑥 = 𝑥 + %
HIJ& !

, 𝑔 𝑥 = 𝜋𝑥 , 𝑥 = %
/
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:ةلسلسلا ةدعاقل يناثلا لكشلا

Q 𝑦 = 𝑢( − 3𝑢 + 1 , 𝑢 = 5𝑥& + 2Q 𝑦 = 𝑢& + 4𝑢 − 3 , 𝑢 = 2𝑥( + 𝑥

𝑦 :تناك اذإ = 𝑓(𝑢) ,𝑢 = 𝑔(𝑥)نإف:𝑑𝑦
𝑑𝑥 =

𝑑𝑦
𝑑𝑢 ⋅

𝑑𝑢
𝑑𝑥

=V دجوأ
V!
 ةلسلسلا ةدعاق مادختساب

=V دجوأ7.
V!
.لسلستلا ةدعاق مادختساب

a) 𝑦 = cos 𝑢 , 𝑢 = 6𝑥 + 2 b) 𝑦 = 5𝑢( + 4 , 𝑢 = 3𝑥& + 1

:نيرامتلا ةسارك نم
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Qةظحل يأ دنع هعضوم نإ ثيحب تانيسلا روحم ىلع ميسج كرحتي 𝑡 ≥ :ةلادلاب ىطعي0
𝑆 = cos(𝑡& + 1) 𝑡 يف ةلادك ميسجلل ةيظحللا ةعرسلا دجوأ.

Qةقتشم دجوأ 𝑦 = sin(𝑥& + 𝑥)ريغتملاىلإ ةبسنلاب 𝑥

:نيرامتلا ةسارك نم

8. 𝑠 = sin (P
&
𝑡 + cos 9P

/
𝑡 9. 𝑦 = tan 2𝑥 − 𝑥(

10. 𝑦 = sin 3𝑥 + 1

:ةيلاتلا لاودلا نم لك ةقتشم دجوأ

𝑦لكشلانميتلاةيثلثملالاودلايف:ةدعاق = 𝑐𝑜𝑠 𝑓 𝑥قفوةقتشملاداجيإنكمي
:ةيلاتلاةقيرطلا

• 𝑐𝑜𝑠 𝑓 𝑥
R
= −𝒔𝒊𝒏 𝒇 𝒙 . 𝒇′(𝒙)

:ةيثلثملالاودلالكىلعةدعاقلاهذهميمعتنكميلثملابو

• 𝑠𝑖𝑛 𝑓 𝑥
R
= 𝒄𝒐𝒔 𝒇 𝒙 . 𝒇′(𝒙)

• 𝑡𝑎𝑛 𝑓 𝑥
R
= 𝒔𝒆𝒄𝟐 𝒇 𝒙 . 𝒇′(𝒙)

• 𝑠𝑒𝑐 𝑓 𝑥
R
= 𝒔𝒆𝒄 𝒇 𝒙 . 𝒕𝒂𝒏 𝒇 𝒙 . 𝒇′(𝒙)

• 𝑐𝑜𝑡 𝑓 𝑥
R
= −𝒄𝒔𝒄𝟐 𝒇 𝒙 . 𝒇′(𝒙)

• 𝑐𝑠𝑐 𝑓 𝑥
R
= −𝒄𝒔𝒄 𝒇 𝒙 . 𝒄𝒐𝒕 𝒇 𝒙 . 𝒇′(𝒙)

Qةلادلاةقتشمدجوأ:𝑓 𝑥 = sin( 𝑥ةلسلسلاةدعاقمادختساب

Qةلادلاةقتشمدجوأ:𝑓 𝑥 = cos5 𝑥ةلسلسلاةدعاقمادختساب

 :ىوقلا ةلسلس ةدعاق :ةلسلسلا ةدعاقل ثلاثلا لكشلا

𝑑
𝑑𝑥 𝑓 𝑥

7
= 𝑛 𝑓 𝑥

7'%
. 𝑓′(𝑥)
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Qنكتل𝑦 = ) 𝑥& + 3𝑥 + 5 ′𝑦دجوأ)

Qنكتل𝑦 = * 2𝑥/ − 3𝑥& + 4 ′𝑦دجوأ)

:نيرامتلا ةسارك نم

:ةيلاتلا لاودلا نم لك ةقتشم دجوأ

11. 𝑦 = tan 𝑥 + sec 𝑥 &

12. 𝑦 = !'%
!.%

&

13. 𝑦 = 1 − 6𝑥
&
'

15. 𝑦 = sin& 3𝑥 − 2

14. 𝑦 = !
%.!&
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Qىنحنملاساممليمدجوأ𝑦 = sin5 𝑥دنع𝑥 = P
(

Qىنحنملل سامم يأ ليم نأ نيب 𝑦 = %
'&!'% 𝑥 ثيحاًبجوم نوكي امئاد' ≠ − %

&

:نيرامتلا ةسارك نم

16. 𝑓 𝑥 = 𝑥& + 5 , 2,3

17. 𝑔 𝑥 = 𝑥( + 1 3 , 0,1 دنع

:يلي امم لك يف سامملا ىلع يدومعلا طخلا ةلداعمو سامملا ةلداعم دجوأ

: مظانلاو سامملا
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ةيعوضوملانيرامتلا-ةلسلسلاةدعاق

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ       و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

.1V=
V!
= 3 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 نإف 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 تناك اذإ

.3V=
V!
= −2 𝑥 + 𝑥 '% 1 + %

& !
نإف 𝑦 = 𝑥 + 𝑥 '& تناك اذإ

.2V=
V!
= %$

!&
𝑐𝑠𝑐& &

!
نإف 𝑦 = 5 𝑐𝑜𝑡 &

!
تناك اذإ

.4ZJ
ZM
= 3 sin [

&
− 3t نإف s = cos [

&
− 3t تناك اذإ

ba

ba

ba

ba

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

.5∶ يواست V=
V!

نإف 𝑦 = sin'5 𝑥 −cos( 𝑥   تناك اذإ

5 sin'6 𝑥 cos 𝑥 + 3 cos& 𝑥 sin 𝑥5 sin'6 𝑥 cos 𝑥 − 3 cos& 𝑥 sin 𝑥

.6∶ يواست V=
V!

نإف 𝑦 = (
&!.%

تناك اذإ

3 2𝑥 + 1 '(&

−5 sin'6 𝑥 cos 𝑥 − 3 cos& 𝑥 sin 𝑥 -5 sin'6 𝑥 cos 𝑥 + 3 cos& 𝑥 sin 𝑥

−3 2𝑥 + 1 '%&

−3 2𝑥 + 1 '(&

3 2𝑥 + 1 '%

.7∶ يواست VE
V8

نإف 𝑠 = /
(P
sin 3𝑡 + /

5P
cos 5𝑡 تناك اذإ

4
𝜋
sin 3𝑡 −

4
𝜋
cos 5𝑡

4
𝜋
cos 3𝑡 −

4
𝜋
sin 3𝑡

4
𝜋
cos 3𝑡 +

4
𝜋
sin 5𝑡

4
𝜋
cos 3𝑡 −

4
𝜋
sin 5𝑡

a b
c d

a b

c d

a b

c d

−
3𝜋
4

.8∶ يواست V\
V]

نإف 𝑟 = tan(2 − 𝜃) تناك اذإ

sec& 2 − 𝜃 sec& 𝜃 + 2− sec& 2 − 𝜃 sec 2 − 𝜃

.9𝑓 ∘ 𝑔 R 𝑥 نإف 𝑢 = 𝑔 𝑥 = 5 𝑥 و 𝑓 𝑢 = cot P^
%$

تناك ∶اذإ يواست 𝑥 = +1 دنع

3𝜋
4

−
𝜋
4

𝜋
4

ba c d

c dba

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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ايلعلا بترلا تاذ تاقتشملا
Qةلادلل ةعبارلا ةبترلا ىتح تاقتشملا دجوأ: 

𝑦 = 2𝑥9 − 4𝑥& + 3𝑥 − 5
𝑥 ريغتملا ةللادب

Qتناكاذإ𝑦 = 4𝑥5 − 5𝑥( + 7
ةثلاثلاةبترلاىتحتاقتشملادجوأف

Qتناك اذإ: 𝑦 = sin 𝑥نأ نيبف:
𝑦(/) = 𝑦

قاقتشلاا

Qةلادلا نكتل: 𝑦 = cos 𝑥نأ نيب:
𝑦(/) + y" = 0

Qدجوأ𝑦"ثيح:𝑦 = %
HIJ !

Qدجوأ𝑦"ثيح:𝑦 = %
JKL !

:نيرامتلا ةسارك نم

3. 𝑦 = (
!'&

4. 𝑦 = sin 2 𝑥

5. 𝑦 = cos 4 𝑥

6. 𝑦 = sin& 𝑥
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ينمضلا قاقتشلاا

Qدجوأ 𝑦R = V=
V!

 :ةيلاتلا تلااحلا يف

a) 𝑦& + 𝑥𝑦 = 7𝑥 b) 𝑦 = 𝑥 + 𝑥&𝑦5

Qنكتل𝑦& = 𝑥& − 2𝑥دجوأ𝑦R = V=
V!

Qهتلداعم يذلا ةرئادلا ىنحنمل سامملا ليم دجوأ:
𝑥& + 𝑦& = ,3) ةطقنلا دنع25 − 4)

Qهتلداعميذلاىنحنمللسامملاليمدجوأ:
𝑥& − 𝑦& + 𝑦𝑥 − 1 = (1,1)دنع0
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Qسامملا ليم دجوأ V=
V!
:هتلداعم يذلا ىنحنملل

2𝑦 = 𝑥& + sin 𝑦2) ةطقنلا دنع 𝜋,2𝜋)

:نيرامتلا ةسارك نم

Qسامملا ليم دجوأ V=
V!
 يذلا ىنحنملل

&𝑥:هتلداعم + 𝑦& − 2𝑥𝑦 = 1
𝑥 ثيح ≠ 𝑦(2,1) ةطقنلا دنع

Q2  :هتلداعم يذلا ىنحنملل 𝑦 + 𝑦 = 𝑥دجوأ 𝑦′،مث 
(3,1) ةطقنلادنع ىنحنملا اذهل سامملا ليم دجوأ

Qهتلداعم يذلا ىنحنملل:  
𝑦& + 𝑦 + 𝑥& = دجوأ مث،′𝑦 دجوأ3

(1,1) ةطقنلادنع ىنحنملا اذهل سامملا ليم

12. 2𝑥𝑦 + π 𝑠𝑖𝑛 𝑦 = 2π, 1, [
&

:ةددحملا ةطقنلا دنعيدومعلا طخلا ةلداعمو سامملا ةلداعم دجوأ
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Qتناك اذإ 𝑦 = 1 − 2𝑥
"𝑦𝑦:نأ تبثأ + (𝑦R)&= 0

Qتناك اذإ 𝑦 = 𝑥. sin 𝑥نأ تبثأف:
𝑦′′′ + 𝑦′ + 2 sin 𝑥 = 0

Qنكتل:𝑓 𝑥 = %
%.!&

1:نأتبثأ + 𝑥& 𝑓′′′(𝑥) + 6𝑥𝑓′′ 𝑥 + 6𝑓R 𝑥 = 0

Qنكتل𝑓 𝑥 = %
%'!

𝑓RRR:نأتبثأف 𝑥 = (!
%'! *

𝑓 تناك اذإ15. 𝑥 = %
!

4𝑥&𝑓RR نأ تبثأف 𝑥 − 3𝑓 𝑥 = 0:

:نيرامتلا ةسارك نم
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ينمضلا قاقتشلاا & ايلعُلا بتُّرلا تاذ تاقتشملا
ةيعوضوملا نيرامتلا

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ للظ ab

.1V&=
V!&

= −2𝑥 نإف 𝑦 = '!'

(
+ !&

&
+ 𝑥 تناك اذإ

.32 , − 1 ةطقنلا دنع 𝑥& − 𝑦& − 𝑥&𝑦 = 7 ىنحنمل سامملا 𝑦ةلداعم = 4𝑥 − 9 ∶ يه

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

.4∶ يواست 𝑓RR 𝑥 ∶ نإف 𝑓 𝑥 = (1 + 6𝑥)
&
' ∶ تناك اذإ

8(1 + 6𝑥)'
/
(

8
27
(1 + 6𝑥)'

/
(

.2V'=
V!'

= −18𝑥 نإف 𝑦 = '(!*

/
− (!&

&
+ 4𝑥 تناك اذإ

.5∶ يواست 𝑓 / 𝑥 نإف 𝑓 𝑥 = &!.%
(!.&

تناك اذإ

24 3𝑥 + 2 '5

648 3𝑥 + 2 '5
−24 3𝑥 + 2 '5

−648 3𝑥 + 2 '5

−64(1 + 6𝑥)'
/
(−8(1 + 6𝑥)'

/
(

.6∶ ىنحنم ىلع 𝐴 3 ,2 ةطقنلا دنع مظانلا سامملا ىلع يدومعلا طخلا ليم
: وه 𝑥& − 𝑦& − 2𝑥𝑦 = −7

−5 −
1
5

1
5

5

.7∶ يه 𝑥& − 3𝑦& + 2𝑥𝑦 = 0 ∶ ىنحنم ىلع 𝐴 1 ,1 ةطقنلا دنع سامملا ليم

−1 0 1 2

ba

ba

ba

a b

c d

a b
c d

c dba

c dba

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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قاقتشلااىلعتاقيبطت

لاودلل )ىرغصلاو ىمظعلا( ىوصقلا ميقلا

ةقلطملا ىوصقلا ميقلا :)1( فيرعت

𝐷𝑐اهلاجمةلاد𝑓تناكاذإ ∈ 𝐷,نإف𝑓(𝑐)ىمست:

𝑓امدنع𝐷 ىلع𝑓 ةلادلل ةقلطم ىمظع ةميق§ 𝑐 ≥ 𝑓 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝐷

𝑥∀امدنع𝐷 ىلع𝑓 ةلادلل ةقلطمىرغص ةميق§ ∈ 𝐷,𝑓(𝑐) ≤ 𝑓(𝑥)

3-1

!"#$%&' ()*& #$+,
.AM x=  ، M ABd  ، cmAB 6= AMNP; مربعان فيهما  MBQR في الشكل المقابل

نريد معرفة موقع M بحيث يكون مجموع مساحتي المربعين أصغر ما يمكن.

P N

R Q

BMA

أوجد مساحة كلّ من المربعين.   1

؟ ( )S x x x2 12 362= - + ماذا تمثل   a  2

أكمل الجدول:  b

x 0 1 2 3 4 5 6
( )S x

) الأصغر؟ )S x لأي قيمة للمتغير x في الجدول تكون قيمة   c

) لكل قيم x على الفترة (6 , 0). ) ( )S x S 3 0H- أثبت أن   a  3

.M استنتج موقع  b

Extreme Values القيم القصوى 

الشكل (1) يمثل بيان الدالة S من «دعنا نفكر ونتناقش».

الحالة  هذه  وفي  قصوى  قيمة  أيضًا  وتسمى   x 3= عند  صغرى  قيمة   S للدالة  أن  ويتضح 
.S تنتمي إلى مجال x لكل ( ) ( )S x S 3$

في هذا الدرس سنتعرف على القيم القصوى والتي يمكن أن تكون القيمة الأصغر أو القيمة 
الأكبر للدالة مستعينين بدارسة إشارة مشتقة الدالة.

y

x

1

1

قيمة عظمى مطلقة

قيمة صغرى مطلقة

شكل (2)

2

2 3 4

تعريف (1): القيم القصوى المطلقة

) تسمى: )f c c،  فإن  D!   ،D دالةّ مجالها f إذا كانت

قيمة عظمى مطلقة للدالة f على D عندما:  a

( ) ( ) ,f c f x x D6H ! f

قيمة صغرى مطلقة للدالة f على D عندما:  b

( ) ( ) ,f c f x x D6 !G f

القيم العظمى المطلقة والقيم الصغرى المطلقة تسمّى القيم القصوى المطلقة.  •
عظمى  • قيمة  بالقول  نكتفي  أننا  أي  القصوى  بالقيم  المطلقة  القصوى  القيم   تسمى 

أو قيمة صغرى. قد يكون للدالة قيم قصوى مختلفة وذلك بحسب مجالها.

سوف تتعلم
القيم القصوى المطلقة. •
القيم القصوى المحلية. •
إيجاد القيم القصوى. •

المفردات والمصطلحات
قيمة قصوى  •

Extreme Value
قيمة قصوى مطلقة •

 Absolute Extreme
Value

قيمة عظمى مطلقة •
  Absolute Maximum
Value

قيمة صغرى مطلقة •
  Absolute Minimum
Value

قيمة قصوى محلية •
 Local Extreme Value

نقطة حرجة  •
Critical Point

y

x42

6

12

18

24

30

36

6

شكل (1)
S بيان الدالة

القيم القصوى (العظمى/الصغرى) للدوال

Extreme Values of Functions

122

 :ةيلحملا ىوصقلا ةميقلا :)2( فيرعت

 :𝑓(𝑐) نوكت ،𝑐 يوحت ةحوتفم ةرتف𝑓𝐷، ةلادلل ةيلخاد ةطقن𝑐,𝑓(𝑐) نكتل
:امدنع𝑐 دنع ةيلحم ىمظع ةميق§

∀𝑥 ∈ 𝐷،  𝑓(𝑐) ≥ 𝑓(𝑥)

:امدنع𝑐 دنع ةيلحم ىرغص ةميق§
∀𝑥 ∈ 𝐷,  𝑓(𝑐) ≤ 𝑓(𝑥)

معلومة:
الدالة الثابتة على الفترة 

a, لها قيمة قصوى  b6 @
مطلقة واحدة فقط.

أي أن القيمة العظمى 
تساوي القيمة الصغرى.

تذكر:
) غير موجودة  )f cl تكون 

 c عند  f  إذا كان للدالة
ركن أو ناب أو مماس 

رأسي.

 Local Extreme Values القيم القصوى المحلية 

تعريف (2): القيم القصوى المحليةّ

: ( )f c , نقطة داخلية للدالة  D ، f فترة مفتوحة تحوي c، تكون  ( )c f c^ h لتكن
( ) ( )f c f xH  ,   x D6 ! قيمة عظمى محليةّ عند c عندما:   a

( ) ( )f c f xG  ,   x D6 ! قيمة صغرى محليةّ عند c عندما:   b

a b

) قيمة عظمى مطلقة )f d
لا توجد قيمة للدالة f أكبر منها وهي 

أيضًا عظمى محلية.
) قيمة عظمى محلية )f c

لا توجد قيمة للدالة f أكبر 
منها وقريبة.

) قيمة صغرى محلية )f e
لا توجد قيمة للدالة f أصغر 

منها وقريبة.

) قيمة صغرى مطلقة )f a
لا توجد قيمة

للدالة f أصغر منها.
dec x

y

( )y f x=

شكل (7)

.[a , b] يبينّ الشكل (7) رسمًا بيانيًّا له أربع نقاط حيث الدالةّ عندها قيم قصوى على مجالها

، في حين أنّ قيمة الدالةّ عند e أصغر من  ( )f a تقع القيمة الصغرى المطلقة للدالةّ عند a وهي 
أي قيمة قريبة منها سواء من جهة اليمين أو اليسار ولذلك تسمى قيمة صغرى محلية.

يرتفع المنحنى ناحية اليسار وينخفض ناحية اليمين حول النقطة c، محدثًا قيمة عظمى محليةّ 
.d في حين أن الدالةّ لها قيمة عظمى مطلقة عند ( )f c قدرها 

نقاط المجال الداخليةّ التي تكون المشتقة عندها تساوي الصفر أو المشتقة عندها ليست 
موجودة. سنطلق عليها تسمية خاصة كما في التعريف التالي:

Critical Point تعريف (3): النقطة الحرجة 

) غير موجودة. )f cl ) أو  )f c 0=l , تسمى نقطة حرجة عندما ( )c f c^ h  f  ّالنقطة الداخليةّ للدالة

ملاحظة: يسمى العدد c العدد الحرج.

أوجد النقاط الحرجة لكلّ من الدوال المتصلة التالية:

a  ( )x x xg 3 53 2= - +   b  ( )
,

,
f x

x x

x x

1 1
3 1 1

2 1

H
=

+

-
)

125

 ىوصقلا ةميقلا ةيرظن :)1( ةيرظن

ةقلطم ىرغص ةميقو ةقلطم ىمظع ةميق اهل نوكت𝑓 نإف𝑎,𝑏 ةقلغم ةرتف ىلع ةلصتم ةلاد𝑓 تناك اذإ
ةرتفلا هذه ىلع

:ةظحلام

𝑎,𝑏,𝑐ىلعةفرعملا𝑓ةلادلانكتل ∈ 𝑎,𝑏يمسناننإف:
§𝑎,𝑓(𝑎) , 𝑏,𝑓(𝑏)ةيفرطاطاقن
§𝑐,𝑓(𝑐)ةيلخادةطقن
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 ةجرحلا ةطقنلا :)3( فيرعت

𝑓R امدنع ةجرح ةطقن ىمست𝑓,𝑐,𝑓(𝑐) ةلادلل ةيلخادلا ةطقنلا 𝑐 =  ةدوجوم ريغ𝑓′(𝑐) وأ0

:ةيلاتلاةلصتملالاودلانملكلةجرحلاطاقنلادجوأ

Q 𝑔 𝑥 = 𝑥( − 3𝑥& + 5

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥/ − 4𝑥( − 8𝑥& + 10
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Q 𝑓 𝑥 = L 𝑥
& + 1 , 𝑥 < 1

3𝑥 − 1 , 𝑥 ≥ 1
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Q 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 5

Qةلصتملا ةلادلل ةقلطملا ىوصقلا ميقلا دجوأ:𝑓 𝑥 = 𝑥( − 3𝑥 + 0,3 ةرتفلا يف1

 ةيلحملا ىوصقلا ميقلا ةيرظن :)2( ةيرظن

𝑥دنع ةيلحم )ىرغص وأ ىمظع( ىوصق ةميق𝑓 ةلادلل تناك اذإ = 𝑐نإف 𝑐 ,𝑓 𝑐ةجرح ةطقن 
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Qةلادللةقلطملاىوصقلاميقلادجوأ:𝑓 𝑥 = 𝑥( − 3𝑥 + 2,1−ةرتفلايف1

Qةلصتملاةلادللةقلطملاىرغصلاوىمظعلاميقلادجوأ:𝑓 𝑥 = 𝑥
&
2,3−ةرتفلايف'
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Qةلادللةقلطملاىرغصلاوىمظعلاميقلادجوأ:𝑓 𝑥 = %
!&

1,3ةرتفلايف

Qنكتل 𝑓، 𝑓 𝑥 = 𝑥( + 𝑎𝑥& + 𝑏𝑥 + 5 , 𝑎,𝑏 ∈ 𝑅نم لك دنع ةيلحم ىوصق ةميق ةلادلل ناكو : 
𝑥 = 1 ,𝑥 = %

(
𝑎,𝑏 نيتباثلا نم لك ةميق دجوأ: بولطملا

Qنكتل 𝑓، 𝑓 𝑥 = 2𝑥( + 𝑎𝑥& + 𝑏𝑥 + 1 , 𝑎 ,𝑏 ∈ 𝑅نم لك دنع ةيلحم ىوصق ةميق ةلادلل ناكو:
𝑥 = −1 ,𝑥 = 𝑎,𝑏 نيتباثلا نم لك ةميق دجوأ: بولطملا2
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ةيعوضوملا نيرامتلا- لاودلل ىوصقلا ميقلا

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ      و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

𝑎) ىلع ةلصتم ةلاد𝑓 تناك اذإ1. ,𝑏)نإف𝑓هذه ىلع ةقلطم ىرغص ةميقو ةقلطم ىمظع ةميق اهل 
.ةرتفلا

𝑔ةلادلا3. 𝑥 = 9 − 𝑥& ∶ 𝑔اهلاجم يف ىمظع ةميق اهل

 ةيلحم ىوصق ةميقg ةلادلل ،يلاتلا لكشلا يف2.
𝑥 دنع = 𝑐

51

في التمارين (14-10)، أوجد القيم القصوى المطلقة لكلّ دالةّ من الدوال التالية في الفترة المبينة.

(10) 2 8 9 , 0 ,4y x x2= - + 6 @ (11) ( ) , 2 ,3x xf 5
3

-= 6 @
(12) 

1
, 3 ,0y x

x
2=
+

-6 @ (13) 3 2 , 1,1y x x2= + - -6 @
(14) 

1
1

, 2
1
, 2
1y

x2
-=

-
8 B

المجموعة B تمارين موضوعيةّ

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (5-1)، ظللّ 

إذا كانت f  دالة متصلة على (a , b) فإن f لها قيمة عظمى مطلقة  (1)

a  b وقيمة صغرى مطلقة على هذه الفترة.   

a  b  .x c= في الشكل التالي، للدالة g قيمة قصوى محليةّ عند   (2)

y

xa b c

( )y g x=

a  b ) لها قيمة عظمى في مجالها.  ) 9g x x2-=  :  g الدالة  (3)

a  b ) لها قيمة عظمى في مجالها.  )x xf 12= -  :  f الدالة  (4)

a  b  . 5x = ) لها قيمة حرجة عند  ) 3x xh 5= -  :  h الدالة  (5)

في التمارين (9-6)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

:y فإن الدالة ،y x= لتكن   (6)

a لها قيمة عظمى مطلقة فقط.  

b لها قيمة صغرى مطلقة فقط.  

c لها قيمة عظمى مطلقة وقيمة صغرى مطلقة.  

d ليس لها قيمة صغرى مطلقة وليس لها قيمة عظمى مطلقة.  

, هو: 20^ h 43 على الفترةy x x93 - -= عدد النقاط الحرجة للدالة:   (7)

a  3 b  2 c  1 d  0

𝑓ةلادلا4. 𝑥 = 𝑥& − 1 ∶ 𝑓اهلاجم يف ىمظع ةميق اهل

ℎةلادلا5. 𝑥 = 3𝑥 − 5 ∶ ℎدنع ةجرح ةميق اهل𝑥 = 5

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ
𝑦نكتل6. = 𝑥ةلادلا نإف 𝑦:

طقف ةقلطم ىمظع ةميق اهل

طقف ةقلطم ىرغص ةميق اهل

ةقلطم ىرغص ةميقو ةقلطم ىمظع ةميق اهل

ةقلطم ىمظع ةميق اهل سيلو ةقلطم ىرغص ةميق اهل سيل

𝑦 ةلادلل ةجرحلا طاقنلا ددع7. = 3𝑥( − 9𝑥 − :وه	(2	,	0) ةرتفلا ىلع4

3 2 1 0

𝑘ةلادلا8. 𝑥 = 𝑥& − 4 : 𝑘اهل:

ةقلطم ىمظع ةميق

طقف ناتجرح ناتطقن

ةقلطم ىرغص ةميق

قبس امم يأ سيل

𝑓 تناك اذإ9. 𝑥 = 𝑎𝑥& − 25𝑥دنع ةيلحم ىوصق ةميق اهل 𝑥 = 5
&

:يواست𝑎نإف

2 3 4 5

ba

ba

ba

ba

ba

b
d

a
c

d

c
b

a

c dba

ba c d
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هاندأ ةينايبلا تلايثمتلا نم ةرابع لك بساني ام ةمئاقلا نم رتخا

ةقلطم ىمظع ةميق اهل10.

ةيلحم ىوصق ةميق نم رثكأ اهل11.

ةقلطم وأ ةيلحم ىوصق ميق اهل سيل12.

  ةينايبلا تلايثمتلا نم ةرابع لك بساني ام ةمئاقلا نم رتخا

𝑥 𝑓′(𝑥)

𝑎 0

𝑏 0

𝑐 رفصلا نم ربكأ

𝑥 𝑓′(𝑥)

𝑎 0

𝑏 0

𝑐 رفصلا نم رغصأ

𝑥 𝑓′(𝑥)

𝑎 ةدوجوم ريغ

𝑏 0

𝑐 رفصلا نم رغصأ

𝑥 𝑓′(𝑥)

𝑎 ةدوجوم ريغ

𝑏 ةدجوم ريغ

𝑐 رفصلا نم رغصأ

.13 

.14 

.15 

.16 

ⓐ  ⓑ  ⓒ  ⓓ  
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) لها: ) 4k x x2= -     : k الدالة  (8)

b قيمة صغرى مطلقة a قيمة عظمى مطلقة   

d ليس أيّ مما سبق c نقطتان حرجتان فقط   

، فإنّ a تساوي: 2
5x = ) لها قيمة قصوى محلية عند  ) 25af x x x2= - إذا كانت   (9)

a  2 b  3 c  4 d  5

في التمارين (12-10)، لديك قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل عبارة في القائمة (1) لتحصل على إجابة صحيحة.

القائمة (2) القائمة (1)

a  y

x

لها قيمة عظمى مطلقة.  (10)

b  y

x

لها أكثر من قيمة قصوى محلية.  (11)

c  y

x

d  y

x

ليس لها قيم قصوى محلية أو مطلقة  (12)

e  y

x
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ⓔ  
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في التمارين (16-13)، اختر لكل جدول من القائمة (1) الرسم البياني الذي يناسبه في القائمة (2).

القائمة (2)القائمة (1)

 (13)

 

( )f x'x

0a

0b

cأكبر من الصفر
a b c x

ya

(14)( )f x'x

0a

0b

cأصغر من الصفر

y

a b c x

b

(15)( )f x'x

a(غير موجودة)

0b

cأصغر من الصفر

y

a b c x

c

(16)( )f x'x

a(غير موجودة)

b(غير موجودة)

cأصغر من الصفر
a b c x

yd

a b c x

ye
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a b c x

yd

a b c x

ye

d

c

b

a

e

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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 لاودلا صقانتو ديازت
قاقتشلااىلعتاقيبطت

Qةلادلا نأ نيب: 𝑓 𝑥 = 𝑥&دجوأ مث0,2 ةرتفلا ىلع ةطسوتملا ةميقلا ةيرظن طورش ققحت 𝑐ةيرظنلا هب ئبنت يذلا 
 كتباجإ رسفو

ةطسوتملا ةميقلا ةيرظن )3( ةيرظن

 :ةلاد𝑓تناك اذإ
𝑎,𝑏 ةرتفلا ىلع ةلصتم§
 ىلع دجوي هنإف𝑎,𝑏 ةرتفلا ىلع قاقتشلال ةلباق§

𝑐لقلأا ∈ 𝑎,𝑏ثيحب :
𝑓R 𝑐 = ) D ')(C)

D'C

3-2
تزايد وتناقص الدوال

Increasing and Decreasing Functions

!"#$%&' ()*& #$+,
) فأجب عمّا يلي: ) 1f xx 2= - إذا كانت 

, ( ) , ( ),A f fB1 1 2 2- -^ ^h h ارسم المستقيم المار بالنقطتين  1

.m AB^ h ثم أوجد الميلy

x

3

2-1

2

1

1
-1

-2

B

A

]؟  1,2]- هل الدالة f متصلة على   2

)؟ 1,2)- وهل f قابلة للاشتقاق على الفترة 

2
1x = أوجد ميل المماس لمنحنى f عند   3

2
1 ( 1,2)d -a iلاحظ أن 

. 1  , 3 استنتج العلاقة بين   4

Mean Value Theorem نظريةّ القيمة المتوسّطة 

تربط نظريةّ القيمة المتوسّطة بين متوسّط معدل تغيرّ دالةّ على فترة ما، ومعدّل التغيرّ للدالةّ 

x

y

a c b

A

B
( )cf =l ميل المماس 

مماس مواز للقاطع

شكل (1)

( )y f x=

عند نقطة تنتمي إلى هذه الفترة. 

تكمن نتائجها القويةّ في صميم بعض التطبيقات الكثيرة 
الأهميةّ في علم حساب التفاضل والتكامل.

على   A , B نقطتين  بين  ما  مكان  في  إنهّ  النظريةّ  تقول 
منحنى دالة قابلة للاشتقاق، يوجد على الأقل خطّ مماسّ 
. i(1) كما في الشكلi AB واحد يوازي قاطع المنحنى 

( ) ( )
AB b a

f b f a
m =

-

-^ h

نظريةّ (3): نظريةّ القيمة المتوسّطة

إذا كانت  f  دالة:

[a , b] متصّلة على الفترة  1

(a , b) قابلة للاشتقاق على الفترة  2

( )
( ) ( )f c b a
f b f a

=
-
-

' c, بحيث a b! ^ h فإنهّ يوجد على الأقل

سوف تتعلم
نظرية القيمة المتوسطة. •
تزايد وتناقص الدوال. •
الدوال المطردة. •
الدالة الثابتة. •

المفردات والمصطلحات
نظرية القيمة المتوسطة  •

Mean Value Theorem
الدوال المتزايدة •

Increasing Functions
الدوال المتناقصة •

Decreasing Functions
الدالة المطرّدة  •

Monotonic Function

معلومة:
سكون  من  سيارة  تسارع  إن 
 120 m مسافة  لتقطع 
معدل  يبلغ   8 s يستغرق 
هذه  خلال  السيارة  سرعة 

الفترة الزمنية

8
120

15m/s=

54 km/h أي
المتوسطة  القيمة  نظرية  تفيد 
أنه خلال انطلاق السيارة وفي 
نقطة ما محددة على المسار 
يجب أن يشير عداد السرعة 

54 km/h إلى

131

Qةلادلا نأ نيب: 𝑓 𝑥 = 𝑥& + 2𝑥دجوأ مث3,1− ةرتفلا ىلع ةطسوتملا ةميقلا ةيرظن طورش ققحت 𝑐هب ئبنت يذلا 
 كتباجإ رسفو ةيرظنلا
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Qةلادلا نأ نيب: 𝑓 𝑥 = 𝑥( + 𝑐 دـجوأ مـث3,3− ةرـتفلا ىـلعةطـسوتملا ةـميقلا ةـيرظن طورـش ققحت1
 كتباجإ رسفو ةيرظنلا هب ئبنت يذلا

Qةلادلا نأ نيب : 𝑓 𝑥 = 𝑥( − 3𝑥 +  يذلا𝑐 دجوأ مث0,4 ةرتفلا ىلع ةطسوتملا ةميقلا ةيرظن طورش ققحت2
 كتباجإ رسفو ةيرظنلا هب ئبنت
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 ةلادلا نإ لوقن𝐼 ةرتفلا ىلع ةفرعم ةلاد𝑓نكتل: لاودلا صقانتو ديازت

,( ) ( )3 3c cf x x f2 2= =' '
( ) ( )

3 3
3 3
( )c

f f
3

2`
-

=
- -

-

3 3 3
28 ( )

c 9
26

6
542

+=
- -

= =

3c
9
32 = =

( ) , ( )3 3, 3 3 3,3c c! != - = - -

التفسير:

,x x3 3= = - يوجد مماسان لمنحنى الدالة  f  عند:    

, , ,3 28 3 26- -^ ^h h    :والمماسان يوازيان القاطع المار بالنقطتين

3 تحقّق شروط نظرية القيمة المتوسطة على الفترة [4 ,0]، ثم أوجد c الذي تنبئ به  2( )f x x x3 - +=   : f  ّ2  بينّ أن الدالة
النظرية وفسّر إجابتك.

Increasing and Decreasing Functions تزايد وتناقص الدوال 

تعريف (4): تزايد وتناقص الدوال

لتكن f دالةّ معرّفة على الفترة I . نقول إن:

,( ) ( ) ,x x f x f x x x I( 61 1 !1 2 1 2 1 2 f  دالةّ متزايدة على I إذا كان:    1

,( ) ( ) ,x x f x f x x x I( 61 2 !1 2 1 2 1 2 f  دالةّ متناقصة على I إذا كان:    2

, , ( ) ( )x x I f x f x6 ! = 221 1 ملاحظة: تكون الدالة  f  ثابتة على الفترة I عندما: 

y

x1 x2 x

( )f x2

x2

( )f x1

x1

y

xa b

y

x

( )f x2
( )f x1

x1 x2a b

شكل (7)شكل (8)شكل (9)

دالة متزايدةدالة متناقصةدالة ثابتة

Monotonic Function الدالةّ المطرّدة 

الدالةّ التي تكون دائمًا متزايدة على فترة أو دائمًا متناقصة على فترة،  يقال عنها إنهّا دالةّ مطرّدة على هذه الفترة.

134

ةديازتم ةلادةصقانتم ةلادةتباث ةلاد

∀ 𝑥%, 𝑥& ∈ 𝐼
𝑥% < 𝑥& ⟹
𝑓 𝑥% > 𝑓 𝑥&

∀ 𝑥%, 𝑥& ∈ 𝐼
𝑥% < 𝑥& ⟹
𝑓 𝑥% < 𝑓 𝑥&

∀𝑥%, 𝑥& ∈ 𝐼 ⟹
𝑓 𝑥% = 𝑓 𝑥&

ةتباثلا لاودلاو ةصقانتملا لاودلاو ةديازتملا لاودلا )4( ةيرظن

𝑎,𝑏 ةرتفلا ىلع قاقتشلال ةلباق ةلاد𝑓 نكتل

𝑓R تناك اذإ§ 𝑥 > 𝑎,𝑏ىلعديازتت𝑓 نإف𝑎,𝑏 ةرتفلل يمتنت𝑥 لك دنع0

𝑓R تناك اذإ§ 𝑥 < 𝑎,𝑏 ىلع صقانتت𝑓 نإف𝑎,𝑏 ةرتفلل يمتنت𝑥 لك دنع0

𝑓R تناك اذإ§ 𝑥 = 𝑎,𝑏 ىلع ةتباث𝑓 نإف𝑎,𝑏 ةرتفلل يمتنت𝑥 لك دنع0

Qةلادلل صقانتلا تارتفو ديازتلا تارتف ددح:

§ 𝑓 𝑥 = 𝑥& − 5𝑥 + 6

ةرتفىلعةصقانتماًمئادوأةرتفىلعةديازتماًمئادنوكتيتلاةلادلايه:ةدرطملا ةلادلا
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Qةلادلل صقانتلا تارتفو ديازتلا تارتف ددح:

§ 𝑓 𝑥 = −𝑥& + 4𝑥 − 3

Qةلادلل صقانتلا تارتفو ديازتلا تارتف ددح: 𝑓 𝑥 = 𝑥( − 3𝑥& − 9𝑥 + 1

Qةلادلل صقانتلا تارتفو ديازتلا تارتف ددح: 𝑓 𝑥 = 𝑥( − 6𝑥
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Qةلادلل صقانتلا تارتفو ديازتلا تارتف ددح:𝑓 𝑥 = !&

!'%

Qةلادلل صقانتلا تارتفو ديازتلا تارتف ددح: 𝑓 𝑥 = !&

&!'%
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ةيعوضوملا نيرامتلا- لاودلا صقانتو ديازت

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ       و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

𝑔 ةلادلا1. 𝑥 = 𝑥& − 𝑥 − 3 ∶ 𝑔ىلع ةديازتم (−∞ , %
&
)

𝑓 ةلادلا2. 𝑥 = 𝑥/ − 10𝑥& + 9 ∶ 𝑓ةرتفلا نم لك ىلع ةصقانتم (−∞ , − ) ةرتفلاو(5 5 , ∞)

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

𝑘 ةلادلا نوكت5. 𝑥 = !
!&'/

∶ 𝑘

اهفيرعت لاجم نم ةرتف لك ىلع ةديازتم

اهفيرعت لاجم نم ةرتف لك ىلع ةصقانتم

∞−نم لكىلع ةصقانتم , − 2,−2 2) ىلع ةديازتمو2, ,∞)

قبس امم يأ سيل

𝑓 ةلادلا3. 𝑥 = 𝑥
&
' : 𝑓0 ىلعةطسوتملا ةميقلا ةيرظن طورش ققحت ,1

𝑓 ةلادلا4. 𝑥 = 𝑥( + 1 ∶ 𝑓ىلع ةدرطّم ℝ

𝑅 ةلادلا6. 𝑥 = 𝑥 ∶ 𝑅

اهفيرعت لاجم ىلع ةديازتم

اهفيرعت لاجم ىلع ةصقانتم

0 ةرتفلا ىلع ةديازتم , ∞− ةرتفلا ىلع ةصقانتمو∞ , 0

𝑓R تناك اذإ7. 𝑥 = −𝑥&: 𝑓′ةلادلا نإف ∶ 𝑓

اهفيرعت لاجم ىلع ةديازتم

اهفيرعت لاجم ىلع ةصقانتم

∞− ةرتفلا ىلع ةديازتم طقف0,

0 ةرتفلا ىلع ةصقانتم , طقف∞

0 ةرتفلا ىلع ةصقانتم , ∞−ةرتفلا ىلع ةصقانتمو∞ , 0

𝑓R تناك اذإ8. 𝑥 = −3𝑥 ∶ 𝑓′ةلادلا نإف ∶ 𝑓

0 ةرتفلا ىلع ةديازتم , ∞

∞−) ةرتفلا ىلع ةصقانتم , ]0

اهفيرعت لاجم ىلع ةديازتم

∞− ةرتفلا ىلع ةديازتم , 0 ةرتفلا ىلع ةصقانتمو0 , ∞

ba

ba

ba

ba

b
d

a
c

d

c
b

a

d

c

b

a

d

c

b

a

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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Qةلادلا نكتل 𝑓 𝑥 = 𝑥( − 12𝑥 − : دجوأ5

𝒇 ةلادلا ىحنمب′′𝒇 و′𝒇 طبر
قاقتشلااىلعتاقيبطت

ةيلحملا ىوصقلا ميقلل ىلولأا ةقتشملا رابتخا )5( ةيرظن

𝑐,𝑓 تناكو اهلاجم ىلع ةلصتم ةلاد𝑓 نكتل 𝑐ةجرح ةطقن: 
𝑥دنع بلاسلا ىلإ بجوملا نم ريغتت′𝑓ةراشإ تناك اذإ§ = 𝑐،دنع ةيلحم ىمظع ةميق ةلادلل نإف 𝑐
𝑥دنع بجوملا ىلإ بلاسلا نم ريغتت′𝑓ةراشإ تناك اذإ§ = 𝑐،دنع ةيلحم ىرغص ةميق ةلادلل نإف 𝑐
𝑥دنع′𝑓ةراشإ ريغتت مل اذإ§ = 𝑐،ـل نوكي لا هنإف 𝑓دنع ةيلحم ىوصق ةميق  𝑐

  ةيلحملا ىوصقلا ميقلا ، اهيلع ةديازتم وأ ةصقانتم f ةلادلا نوكت يتلا تارتفلا ،ةلادلل ةجرحلا طاقنلا

Qةلادلا نكتل 𝑓 𝑥 = −𝑥( + 3𝑥& −  :يلي امم لاك دجوأ4

  ةيلحملا ىوصقلا ميقلا ، اهيلع ةديازتم وأ ةصقانتم f ةلادلا نوكت يتلا تارتفلا ،ةلادلل ةجرحلا طاقنلا
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Qةلادلا نكتل 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 3 + /
!'%

 :يلي امم لاك دجوأ
  ةيلحملا ىوصقلا ميقلا ، اهيلع ةديازتم وأ ةصقانتم f ةلادلا نوكت يتلا تارتفلا ،ةلادلل ةجرحلا طاقنلا

Qةلادلا نكتل 𝑔 𝑥 = !
!&.%

 :يلي امم لاك دجوأ
  ةيلحملا ىوصقلا ميقلا ، اهيلع ةديازتم وأ ةصقانتم f ةلادلا نوكت يتلا تارتفلا ،ةلادلل ةجرحلا طاقنلا
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رعقتلا

Concavity التقعر 
y

yl تتناقص yl تتزايد

مقعر إلى أسفل

مقعر إلى أعلى

x

y x3=  ،x تتزايد مع تزايد قيم :( ) x ff x 3= يبينّ الشكل المقابل أن الدالةّ 

,0 3^ h ، ,03-^ h ولكن جزئي المنحنى المعرّفين على كل من الفترتين

ينعطفان بشكل مختلف.

إذا أمعنا النظر في المنحنى والمماسّات وتفحصناها بدقة من اليسار إلى اليمين

 ,03-^ h نلاحظ أن المنحنى يقع أسفل المماسات على الفترة
. ,0 3^ h ويقع أعلى المماسات على الفترة

 ,03-^ h مقعّر للأسفل على الفترة f يمكننا القول إن منحنى الدالة
. ,0 3^ h ومقعر للأعلى على الفترة

تعريف (5): التقعرّ

. I فإنه يكون مقعرًّا لأعلى على I إذا وقع منحنى الدالة أعلى جميع مماساته على فترة

. I فإنه يكون مقعرًّا لأسفل على I وإذا وقع منحنى الدالة أسفل جميع مماساته على فترة

الشكلان التاليان يوضّحان التقعر:
y

xba I

y

xba I

شكل (2)شكل (1)

في الفترة (a , b) نلاحظ أن:

جميع نقاط المنحنى (ما عدا نقاط التماس)

تقع أعلى المماسات.

لذلك نقول المنحنى مقعر لأعلى.

في الفترة (a , b) نلاحظ أن:

جميع نقاط المنحنى (ما عدا نقاط التماس)

تقع أسفل المماسات.

لذلك نقول المنحنى مقعر لأسفل.

x

y

1-1
-1

1

01ym
02ym

مقعرة لأعلى
مقعرة لأسفل

اختبار التقعرّ

 I مقعرًّا لأعلى على  f  فإن منحنى الدالة  ,( ) 0''f x x Id62 إذا كانت   a

.

. I مقعرًّا لأسفل على  f  فإن منحنى الدالة  ,( ) 0''f x x Id61 إذا كانت   b
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لفسلأا وحن رعقتلاىلعلأا وحن رعقتلا

:رعقتلا فيرعت
ةرتفلاهذه ىلع ىلعلأ اًرعقم نوكي هنإف𝐼 ةرتف ىلعهتاسامم عيمج ىلعأ ةلادلا ىنحنم عقو اذإ§
ةرتفلا هذه ىلع لفسلأ اًرعقم نوكي هنإف𝐼 ةرتف ىلعهتاسامم عيمج لفسأ ةلادلا ىنحنم عقو اذإ§

Point of Inflection نقطة الانعطاف 

x

y

1-1
-1

1

مقعرة لأعلى

نقطة الانعطاف

مقعرة لأسفل

تعريف (6):  نقطة الانعطاف

 ،c دالةّ متصّلة عند f إذا كانت  f نقطة انعطاف لمنحنى الدالة , ( )fc c^ h تسمىّ النقطة
ومنحنى الدالة f يغيرّ تقعرّه عند هذه النقطة من أعلى إلى أسفل أو من أسفل إلى أعلى.

) غير موجودة. )f c'' ) أو  )f c 0='' , نقطة انعطاف لبيان الدالة f فإن  ( )c f c^ h إذا كانت

( ) :3f x x x f2 123 += - أوجد فترات التقعرّ ونقطة الانعطاف لمنحنى الدالة   

الحل:
f دالة كثيرة حدود a

R f قابلة للاشتقاق على  `

( ) 6 6f x x x2 +='

( ) 612f x x +=''

( ) 0f x ='' نضع

612 2
1x x0(+ = = -

: f '' نكوّن الجدول لدراسة إشارة 

1 ,2 3-a k, 2
13- -a kالفترات

+ +- -f '' إشارة 

مقعّر لأسفلمقعّر لأعلى
f بيان الدالة 

33- 2
1
-

 ,
1
23 --` j مقعرّ لأسفل على الفترة  f  ّنلاحظ من الجدول أنّ:  بيان الدالة

,2
1
3-` j مقعرّ لأعلى على الفترة  f  ّبيان الدالة

2
1 2 2

1 3 2
1 1 2

1
4
1
4
3 1f

3 2

+ - = - + - =- = - - -a a ak k k لإيجاد نقطة الانعطاف:

f 2 هي نقطة انعطاف لمنحنى
1 , 2

1
- -a k النقطة
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رعقتلا رابتخا
𝑓RR تناك اذإ§ 𝑥 > 0 ,∀𝑥 ∈ 𝐼ةرتفلا ىلع ىلعلأ اًرعقم نوكي هنإف𝐼
𝑓RR تناك اذإ§ 𝑥 < 0 ,∀𝑥 ∈ 𝐼ةرتفلا ىلع لفسلأ اًرعقم نوكي هنإف𝐼

:فاطعنلاا ةطقن

𝑐,𝑓 ةطقنلا ىمستُ 𝑐ةلادلا نايبل فاطعنا ةطقن 𝑓ةلادلا تناك اذإ 
 ىلإ ىلعأ نم ةطقنلا هذه دنع هرعّقت ريغي ةلادلا ىنحنمو𝑐 دنع ةلصتم
سكعلاب وأ لفسأ

:ةظحلام

𝑐,𝑓 تناك اذإ 𝑐ةلادلا نايبل فاطعنا ةطقن 𝑓نإف:   𝑓RR 𝑐 = ةدوجوم ريغ𝑓"(𝑐) وأ0

ةلادلا ىحنمل فاطعنلاا ةطقنو رعقتلا تارتف دجوأ

Q 𝑓 𝑥 = 2𝑥( + 3𝑥& − 1
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Q 𝑓 𝑥 = 𝑥( − 2𝑥& + 1

:ةلادللةيلحملاىوصقلاميقلادجوأ

Q 𝑓 𝑥 = 𝑥( − 12𝑥 − 5

ةيلحملا ىوصقلا ميقلل ةيناثلا ةقتشملا رابتخا :)6( ةيرظن

𝑓RR تناك اذإ 𝑐 < 0 ,𝑓R 𝑐 = 𝑥 دنع ةيلحم ىمظع ةميق اهل نوكت𝑓 نإف0 = 𝑐

𝑓RR تناك اذإ 𝑐 > 0 ,𝑓R 𝑐 = 𝑥 دنع ةيلحم ىرغص ةميق اهل نوكت𝑓 نإف0 = 𝑐

Q 𝑓 𝑥 = 4𝑥( − 12𝑥&
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𝒇’  طبر , ’’𝒇ةلادلا ىنحنمب 𝒇-ةيعوضوملا نيرامتلا

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ  و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ للظ ab

y ةلادلا1. = x( − 3x& + 0) ةرتفلا ىلع5 , لفسلأ ةرعقم(3

y ةلادلا2. = O
O'%

∞−) ىلع ىلعلأ ةرعقم(0,

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

نوكتf ةلادلا نإف′f ةقتشملا ةلاد نايب لثمي لباقملا لكشلا ناك اذإ7.

1 نم لك ىلع ةديازتم , 3 ,(4 , 5)

1 نم لك ىلع ةصقانتم , 3 ,(4 , 5)

𝑥 دنع ةيلحم ىرغص ةميق اهل = طقف3

𝑥 نم   لك دنع فاطعنا ةطقن اهل = 4 , 𝑥 = 2

′′f تناك اذإ3. c = c) يه فاطعنا ةطقنfةلادلا ىنحنمل نإف،0 ,f c )

c) يه فاطعنا ةطقنf ةلادلا ىنحنمل ناك اذإ4. ,f c f نإف( RR c = 0

فاطعنا ةطقن ةجرحلا ةطقنلا نوكت نأ نكمي5.

y ةلادلا ىنحنم6. = −3x3ىلعلأل ةرعقم

57

المجموعة B تمارين موضوعيةّ

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (6-1)، ظللّ 

a  b 0 مقعّرة لأسفل.  , 3^ h 3 على الفترة 5x xy 23= - + الدالة   (1)

a  b , مقعّرة لأعلى.  03-^ h على x
xy 1= - الدالة   (2)

a  b  . , ( )c f c^ h نقطة انعطاف هي f فإنّ لمنحنى الدالة ، ( )f ' c 0=' إذا كانت   (3)
a  b  . ( )f ' c 0=' , فإن  ( )c f c^ h نقطة انعطاف هي f إذا كان لمنحنى الدالة  (4)
a  b يمكن أن تكون النقطة الحرجة نقطة انعطاف.   (5)
a  b 3xy مقعّرة للأعلى.  8= - منحنى الدالة   (6)

في التمارين (12-7)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

-1
-1
-2

1

1

2

2

3

3

4 5 6

( )y f x= l

y

x

) فإن   f ' إذا كان الشكل المقابل يمثل بيان دالة المشتقة (  (7)
الدالة f تكون:  

. 1 , 3 , 4 , 5^ ^h h متزايدة على كل من a  

. 1 , 3 , 4 , 5^ ^h h متناقصة على كل من b  

3x فقط. = c لها قيمة صغرى محلية عند   

.x 4=  , 2x = d لها نقطة انعطاف عند كل من   

إذا كانت f دالة كثيرة حدود من الدرجة الثالثة والشكل المقابل  (8)

f فإن منحنى f مقعرًا للأسفل في الفترة: '' يوضح بيان   
-1

-1
1

1

2 3 4    5

y

x

( )''y f x=

 a  , 33-^ h b  3 , 3^ h
 c  , 41-^ @ d  3 , 5^ h

: ,1 1-^ h أي من منحنيات الدوال التالية يكون مقعرًا لأسفل في  (9)

a  ( )f x x2=  b  ( )f x x x=  c  ( )f x x3= -  d  ( )f x x2= -

, نقطة انعطاف لها فإن: ( )c f c^ h ،دالة كثيرة حدود f إذا كانت  (10)

a  ( )f ' c 0='  b  ( )f c 0='  c  ( )f c 0=  d  ( )f c'' غير موجودة 

أي من الدوال التالية ليس لها نقطة انعطاف:  (11)

a  ( )f x x x53= +  b  ( )f x x x24 2 4= -  c  ( )f x x3=  d  ( )f x x 2 4= -^ h
) نقاط انعطاف عددها: )f x x 32 2

= -^ h  : f للدالة  (12)

a  1 b  2 c  3 d  4
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المجموعة B تمارين موضوعيةّ
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a  b يمكن أن تكون النقطة الحرجة نقطة انعطاف.   (5)
a  b 3xy مقعّرة للأعلى.  8= - منحنى الدالة   (6)

في التمارين (12-7)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

-1
-1
-2

1

1

2

2

3

3

4 5 6

( )y f x= l

y

x

) فإن   f ' إذا كان الشكل المقابل يمثل بيان دالة المشتقة (  (7)
الدالة f تكون:  

. 1 , 3 , 4 , 5^ ^h h متزايدة على كل من a  

. 1 , 3 , 4 , 5^ ^h h متناقصة على كل من b  

3x فقط. = c لها قيمة صغرى محلية عند   

.x 4=  , 2x = d لها نقطة انعطاف عند كل من   

إذا كانت f دالة كثيرة حدود من الدرجة الثالثة والشكل المقابل  (8)

f فإن منحنى f مقعرًا للأسفل في الفترة: '' يوضح بيان   
-1

-1
1

1

2 3 4    5

y

x

( )''y f x=

 a  , 33-^ h b  3 , 3^ h
 c  , 41-^ @ d  3 , 5^ h

: ,1 1-^ h أي من منحنيات الدوال التالية يكون مقعرًا لأسفل في  (9)

a  ( )f x x2=  b  ( )f x x x=  c  ( )f x x3= -  d  ( )f x x2= -

, نقطة انعطاف لها فإن: ( )c f c^ h ،دالة كثيرة حدود f إذا كانت  (10)

a  ( )f ' c 0='  b  ( )f c 0='  c  ( )f c 0=  d  ( )f c'' غير موجودة 

أي من الدوال التالية ليس لها نقطة انعطاف:  (11)

a  ( )f x x x53= +  b  ( )f x x x24 2 4= -  c  ( )f x x3=  d  ( )f x x 2 4= -^ h
) نقاط انعطاف عددها: )f x x 32 2

= -^ h  : f للدالة  (12)

a  1 b  2 c  3 d  4

 حضوي لباقملا لكشلاو ةثلاثلا ةجردلا نم دودح ةريثك ةلادf تناك اذإ8.
:ةرتفلا يف لفسلأل رعقمf ىنحنم نإف′′f نايب

−∞ , 3 3 ,∞

3 , 5(−1 , ]4

𝑓 𝑥 = 𝑥&

1− ةرتفلا يف لفسلأ اًرعقم نوكي ةيلاتلا لاودلا تاينحنم نم يأ9. , 1

𝑓 𝑥 = −𝑥(𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 𝑓 𝑥 = −𝑥&

𝑓′′ 𝑐 = 0

c) ،دودحلا ةريثك ةلادf تناك اذإ10. ,f c :نإف اهل فاطعنا ةطقن(

𝑓′ 𝑐 = 0 𝑓 𝑐 = 0 𝑓′′ 𝑐   ةدوجوم ريغ

ba

ba

ba

ba

ba

ba

d

c
b

a

a b
c d

ba c d

c dba
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𝑓 𝑥 = 𝑥( + 5𝑥

:فاطعنا ةطقن اهل سيل ةيلاتلا لاودلا نم يأ11.

𝑓 𝑥 = 4𝑥& − 2𝑥/

𝑓 𝑥 = 𝑥( 𝑓 𝑥 = (𝑥 − 2)/

1

𝑓 ةلادلل12. 𝑥 = 𝑥& − 3 & ∶ 𝑓اهددع فاطعنا طاقن:

32 4

 )1( ةمئاقلا يف نيرمت لك بساني ام )2( ةمئاقلا نم رتخا

.13 

58

في التمارين (15-13)، لديك قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل تمرين في القائمة (1) لتحصل على إجابة صحيحة.
المنحنيات في التمارين (15) ,(14) ,(13) تمثل الدوال والمنحنيات a, b, c, d, e تمثل دوال المشتقة.

القائمة (2) منحنى دالة المشتقةالقائمة (1) منحنى الدالة

1
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2
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-1-1-2-3 1 2 x
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d  

1
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y

x-2 1

2

2

3

e  

1

-1
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-2

y

x1

2
3
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في التمارين (15-13)، لديك قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل تمرين في القائمة (1) لتحصل على إجابة صحيحة.
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2

2

3

e  

1
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y

x1

2
3
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في التمارين (15-13)، لديك قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل تمرين في القائمة (1) لتحصل على إجابة صحيحة.
المنحنيات في التمارين (15) ,(14) ,(13) تمثل الدوال والمنحنيات a, b, c, d, e تمثل دوال المشتقة.

القائمة (2) منحنى دالة المشتقةالقائمة (1) منحنى الدالة

1

1-1
-1

-2-3

2

2

3
4
y

x

 (13)
a  

3
4
y

-1-1 1

1

2

2

-2-3 x

1

1

-1
-1

-2-3 2

2
3
4

x

y  (14)b  

1

-1-2-3

-3

2

-1
-2

1 2 x

y

-1-2-3 1 2

1
2
3

-1
-2

x

y  (15)c  

1
2
3
4

-1-1-2-3 1 2 x

y

d  

1

-1

y

x-2 1

2

2

3

e  

1

-1
-1

-2

y

x1

2
3
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في التمارين (15-13)، لديك قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل تمرين في القائمة (1) لتحصل على إجابة صحيحة.
المنحنيات في التمارين (15) ,(14) ,(13) تمثل الدوال والمنحنيات a, b, c, d, e تمثل دوال المشتقة.

القائمة (2) منحنى دالة المشتقةالقائمة (1) منحنى الدالة

1

1-1
-1

-2-3

2

2

3
4
y

x

 (13)
a  

3
4
y

-1-1 1

1

2

2

-2-3 x

1

1

-1
-1

-2-3 2

2
3
4

x

y  (14)b  

1

-1-2-3

-3

2

-1
-2

1 2 x

y

-1-2-3 1 2

1
2
3

-1
-2

x

y  (15)c  

1
2
3
4

-1-1-2-3 1 2 x

y

d  

1

-1

y

x-2 1

2

2

3

e  

1

-1
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-2

y

x1

2
3
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في التمارين (15-13)، لديك قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل تمرين في القائمة (1) لتحصل على إجابة صحيحة.
المنحنيات في التمارين (15) ,(14) ,(13) تمثل الدوال والمنحنيات a, b, c, d, e تمثل دوال المشتقة.

القائمة (2) منحنى دالة المشتقةالقائمة (1) منحنى الدالة

1

1-1
-1

-2-3

2

2

3
4
y

x

 (13)
a  

3
4
y

-1-1 1

1

2

2

-2-3 x

1

1

-1
-1

-2-3 2

2
3
4

x

y  (14)b  

1

-1-2-3

-3

2

-1
-2

1 2 x

y

-1-2-3 1 2

1
2
3

-1
-2

x

y  (15)c  

1
2
3
4

-1-1-2-3 1 2 x

y

d  

1

-1

y

x-2 1

2

2

3

e  

1

-1
-1

-2

y

x1

2
3

ⓓ  

′𝒇ةقتشملا ةلاد ىنحنم𝒇ةلادلا ىنحنم

a b
c d

ba c d

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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ةيعوضوملا نيرامتلا-دودحلا تاريثك لاود نايب مسر

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ      و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

لصلأا ةطقنب(C) ىنحنملا رمي1.

𝑓 نكتل 𝑥 = − %
&
𝑥( + (

&
𝑥& + 2 ∶ 𝑓و (𝐶)اهانحنم

′f ةلادلا ىنحنم لثمي رواجملا لكشلا2.

60

) حيث a, b, c, d أعداد حقيقية. )f x ax bx cx d3 2= + + + R بـ :  f دالة معرّفة على   (8)

(0)f 1=  ، ( )f 2 5- = استخدم جدول التغير التالي لإيجاد قيم a, b, c, d حيث   

02-3-x
+00+f إشارة '

f  سلوك 3+

3

3-

-

كوّن جدولاً لدراسة إشارة ' f  من بيان الدالة  f الممثلة بالرسم أدناه.  (9)

f

y

x1 2 3-1-2-3-4

1

3

2

0

المجموعة B تمارين موضوعية

b إذا كانت العبارة خاطئة. a إذا كانت العبارة صحيحة و  في التمارين (5-1)، ظللّ 

) و(C) منحناها. ) 2
1

2
3f x x x 23 2= - + +  : f  لتكن

a  b يمر المنحنى (C) بنقطة الأصل.   (1)

a  b  -1

1

1 2  . f ' الشكل المجاور يمثلّ منحنى الدالة  (2)

a  b المماس عند النقطة التي إحداثيها السيني يساوي 2 موازٍ لمحور السينات.   (3)

a  b 4 هي قيمة عظمى محلية.   (4)

a  b  . , 13-^ h مقعر لأعلى على الفترة (C) المنحنى  (5)

تانيسلا روحمل زٍاوم2 يواسي ينيسلا اهيثادحإ يتلا ةطقنلا دنع سامملا3.

ةيلحم ىمظع ةميق يه	44.

∞−) ةرتفلا ىلع ىلعلأ رعقم(C) ىنحنملا5. ,1)

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

:اهريغت لودج دودح ةريثك ةلاد𝒇 ةلادلا ،ةيلاتلا نيرامتلا يف

61

في التمارين (11-6)، ظللّ رمز الدائرة الدّال على الإجابة الصحيحة.

في التمارين (8-6)، الدالة f دالة كثيرة حدود جدول تغيرها:

x 3- -1 5 3

( )f x
3 3

-5 3-

العبارة الصحيحة فيما يلي هي:  (6)

( ) ( )f f0 61  b  ( )f f2 02-^ h  a  

( ) ( )f f1 82-  d  ( ) ( )f f9 22- -  c  

: ( )f x 0= للمعادلة   (7)

b حلاّن a حل واحد   

d لا حل لها. c ثلاثة حلول   

جدول تغير الدالة f يوضّح أن:  (8)

-5 قيمة صغرى مطلقة.  a  

b 3 قيمة عظمى مطلقة.  

-5 قيمة صغرى محلية، 3 قيمة عظمى محلية.  c  

-1 قيمة صغرى محلية، 5 قيمة عظمى محلية.  d  

( ) 1x xf x 72=- + +  :  f لتكن الدالة  (9)

a لمنحنى f قيمة عظمى محلية.  

b لمنحنى f نقطة انعطاف.  

c منحنى f مقعر لأعلى.  

d لمنحنى f قيمة صغرى محلية.  

. لمنحنى f  دائمًا: ( ) , 0x xf ax bx c d a3 2 !+= + +  :  f لتكن  (10)

a قيمة عظمى محلية وقيمة صغرى محلية.  

b نقطة انعطاف.  

c تقعُّر لأسفل ثم تقعُّر لأعلى.  

d لا تمر بنقطة الأصل.  

𝑓 0 < 𝑓(6)

:يهيلي اميف ةحيحصلا ةرابعلا6.

𝑓 −2 > 𝑓(0)

𝑓 −1 > 𝑓(8)𝑓 −9 > 𝑓(−2)

f ةلداعملل7. x = 0

لولح ةثلاثدحاو لح اهل لح لانلاح

:نأ حضويf ةلادلا ريغت لودج8.

ةقلطم ىرغص ةميق5-

ةقلطم ىمظع ةميق3

ةيلحم ىمظع ةميق3 ،ةيلحم ىرغص ةميق5-

ةيلحم ىمظع ةميق5 ،ةيلحم ىرغص ةميق1-

ba

ba

ba

ba

ba

a b
c d

c dba

d

c
b

a

f ةلادلا نكتل9. x = −x& + 7x + 1 ∶ f

فاطعنا ةطقن𝑓 ىنحنملةيلحم ىمظع ةميق𝑓 ىنحنمل
ةيلحم ىرغص ةميق𝑓 ىنحنملىلعلأ رعقم𝑓 ىنحنم

b
d

a
c
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f نكتل10. x = ax( + bx& + cx + d , a ≠ 0 ∶ fىنحنمل fاًمئاد

ةيلحم ىرغص ةميقو ةيلحم ىمظع ةميق
فاطعنا ةطقن
ىلعلأ رعقت مث لفسلأ رعقت
لصلأا ةطقنب رمت لا

:ةعبارلا ةجردلا نم دودحلا ةريثكf ةلادلا11.

فاطعنا ةطقن اًمئاد𝑓 ىنحنمل
ةيلحم ىمظع ةميق نم رثكأ𝑓 ىنحنمل
تانيسلا روحم اًمئاد عطقي𝑓 ىنحنم
ةيلحم ىرغص ةميق𝑓 ىنحنمل نوكي لا دق

)1( ةمئاقلا يف نيرمت لك بساني ام )2( ةمئاقلا نم رتخا

Qةلادلانايبلثميلباقملالكشلا𝑓

62

الدالة  f  كثيرة الحدود من الدرجة الرابعة:  (11)

a لمنحنى f  دائمًا نقطتي انعطاف.  

b لمنحنى f  أكثر من قيمة عظمى محلية.  

c منحنى f  يقطع دائمًا محور السينات.  

d قد لا يكون لمنحنى f  قيمة صغرى محلية.  

في التمارين (14-12)، لديك قائمتان. اختر من القائمة (2) ما يناسب كل تمرين في القائمة (1) لتحصل على إجابة صحيحة.

y

x1

1

-1
-1

-2-3

-2
-3

2

2 3

 . f  الشكل المقابل يمثلّ بيان الدالة

القائمة (2) القائمة (1)

a  , 03-^ h ( )f x 0='  (12)

b  , 1 , 1 ,3 3- -^ ^h h ) في ......... )f x 02'  (13)

c  , ,2 0 2- ( في ......... 0(f x 1''  (14)

d  ,1 1-

e  0 , 3^ h

(−∞ , 0)

−∞ ,−1 , (1 ,∞)

−2 , 0 , 2

−1 , 1

(0 ,∞)

.12𝑓R 𝑥 = 0..............

.13𝑓R 𝑥 > .............. يف0

.14𝑓RR 𝑥 < .............. يف0

d
c
b

a

d
c
b
a

d

c

b

a

e

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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ىوصقلا ميقلا ىلع تاقيبطت
Qاـمهيعبرم عوـمجمو100 امهعومجم نابجوم ناددع 

 ؟ناددعلا ام ،نكمي ام رغصأ

قاقتشلااىلعتاقيبطت

Qجتانو 14 امهعومجم نيددع دجوأ 
 ؟نكمي ام ربكأ امهبرض

ناكاذإنيددعلادجوأ20وهنيبلاسريغنيددععومجم1.

(aنكمي ام رغصأ امهيعبرم عومجم 

(bنكمي ام ربكأ رخلآل يعيبرتلا رذجلا هيلإ افاضم نيددعلا دحأ 

:نيرامتلا ةسارك نم

122

قـــلـــعــــم



U U L A . C O M
ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©

2023-2024

Qاـهنم لـكعلـض لوـط ةـقباطتم تاـعبرم صـقب ءاـطغ نودـب قودنـص عنـص داري 𝑥حيفـص ةـقبط ناـكرأ نـم 
16𝑐𝑚 اهداعبأ ,6𝑐𝑚بولطملا )ابناج لكشلا( ىلعأ ىلإ اهبناوج ينثو: 

 هذهب هعنص نكمي قودنص ربكأ مجح وه امو نكمي ام ربكأ قودنصلا مجح نوكي ثيحب x ةميق دجوأ§
ةقيرطلا

الحل:

نمذج:

0 100x1 1 بفرض أن أحد العددين x          حيث      

x100 - `  العدد الآخر هو  

( ) ( )g x x x1002 2= + - مجموع مربعيهما هو:  

( ) ( )( )'g x x x2 2 100 1= + - -

( )'g x x x2 200 2= - +

x4 200= -

' ( )g x 0= نضع 

x x4 200 0 50&- = =

, ( )g50 50^ h توجد نقطة حرجة  `

( ) ,x 4 4 0=''g 2

x 50= ) قيمة صغرى مطلقة عند   )g 50   `

x 50= `  العدد الأول هو: 

x100 100 50 50- = - = العدد الثاني هو:  

50   ،   50 `  العددان هما 

أوجد عددين مجموعهما 14 وناتج ضربهما أكبر ما يمكن.  1

( )x1 26 -    ,   ( )x6 2- ارتفاع الصندوق x،      والبعدان الآخران هما   
6x0 21 1 2x لا يمكن أن تزيد على 6،  
3x0 1 1 أي أنّ  
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صنع صندوق   

يراد صنع صندوق بدون غطاء بقصّ مربعّات متطابقة طول ضلع كلّ منها x من أركان طبقة صفيح 
cm وثني جوانبها إلى أعلى (انظر الشكل المقابل). ,6 1 cm6 أبعادها 

أوجد قيمة x بحيث يكون حجم الصندوق أكبر ما يمكن. وما هو حجم أكبر صندوق يمكن صنعه 
بهذه الطريقة؟

الحل:  

نمذج:

Qنوـكتل اـهداعبأ اـم ةـمئاق ةـيرئاد ةناوطـسأ لكـش ىلع نوكت ادحاو ارتل عست تيز ةبلع ميمصت كيلإ بلط 
 نكمي ام لقأ اهعنصل مدختسملا ندعملا ةيمك

( ) ( )( )V x x x x2 1 26 6= - - `  حجم الصندوق هو:  

( ) 4V x x x x4 4 963 2= - + بفك الأقواس نحصل على:  

( )'V x x x12 88 962= - + المشتقةّ الأولى للحجم V هي:  
( )'V x 0= نضع       

x x12 88 96 02 +- =       
22x x4 3 24 02 +- =^ h       

     ( )( )x x4 6 3 4 0- - =

     x 6=  , x 3
4

=  حلاّ المعادلة التربيعيةّ هما: 
) فيتم استبعادها , )6 0 3z وحيث إن 

( )'V x x24 88= -' المشتقة الثانية:   

     ,'V 3
4 24 3

4 88 56 56 0# 1- - -= =' a k
x 3

4= لذلك يكون الصندوق أكبر ما يمكن عند 

3
4

4 3
4

44 3
4

96 3
4

V
3 2

= - +` ` ` `j j j j حجم أكبر صندوق: 

  cm27
1600 3=

فسّر

cm3 ليعطي أكبر سعة للصندوق.
4 طول ضلع كل مربعّ يقطع من أركان طبقة صفيح 

cm27
1600 3 ويكون أكبر حجم 

؟ ,cm cm8 15 في مثال (2)، ما أكبر حجم للصندوق إذا كانت أبعاد طبقة الصفيح   2

تصميم علبة   

طلب إليك تصميم علبة زيت تسع لترًا واحدًا تكون على شكل أسطوانة دائريةّ قائمة (كما في الشكل المقابل).

ما أبعادها لتكون كمية المعدن المستخدم لصنعها أقل ما يمكن؟

الحل:

h . لكي تكون كمية المعدن المستخدمة أقل ما يمكن، r وارتفاعها  نفرض أن طول نصف قطر قاعدة العلبة هو 
يجب أن تكون المساحة السطحية (الكلية) أقل ما يمكن وفي الوقت نفسه تحقق شرط الحجم

المساحة السطحية للعلبة = المساحة الجانبية + مجموع مساحتي القاعدتين 

A rh r2 2 2= +π π  (1)   

cmL1 1000 3= وحيث إن حجم العلبة معلوم   

V r h 1 0002` = =π  
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Qةلادلايطعت𝑉 ℎ = 2𝜋(−ℎ( + 36ℎ)اهعافتراةللادبةناوطسأمجحℎ

 ةناوطسلأل مجح ربكأ ىلع لوصحللℎ(𝑐𝑚) عافترلاا دجوأ§

 مجحلا اذه ةميق ام§

Qةطقنلانيبةفاسمرصقأدجوأ𝑝(𝑥,𝑦)هتلداعميذلاىحنملاىلع
𝑦& − 𝑥& = 𝑄(6,0)ةطقنلاو16
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Qةطقنلا نيب ةفاسم رصقأ دجوأ 𝐴(𝑥,𝑦)هتلداعم يذلا ىحنملا ىلع 𝑦 = 𝑥ةطقنلاو 𝐵(3,0)

 ؟ اعبرم نوكيو ةحاسم ربكأ يطعي اهنم ادحاو8𝑚 اهطيحم يتلا تلايطتسملا نيب نم نأ تبثأ3.

 ربكأ ثلثملا ةحاسم لعجت يتلاθ ةميق ام:بولطملاθ امهنيب ةيوازلاو𝑎,𝑏 امهلاوط ثلثم يف ناعلض7.
𝑆 ثلثملا ةحاسم :داشرإ (؟نكمي ام = %

&
𝑎𝑏 sin 𝜃( 

:نيرامتلا ةسارك نم
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ةيعوضوملا نيرامتلا-ىوصقلا ميقلا تاقيبطت

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ      و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

16 هتحاسم ليطتسمل نكمم طيحم رغصأ1. cm&16 وه cm

 يذلا ئفاكملا عطقلا ىلع نايولعلا هاسأرو تانيسلا روحم ىلع هتدعاق ليطتسمل ةحاسم ربكأ2.
y هتلداعم = 12 − x&24 يه units&

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

9 cm , 4 cm

36 هتحاسم ليطتسم3. cm&يه طيحم رغصأ يطعت يتلا هداعبأ نإف:

12 cm , 3 cm
6 cm , 6 cm 18 cm , 2 cm

8 ,
4 3
3

ئفاكملا عطقلا ىلع نايولعلا هاسأرو تانيسلا روحم ىلع هتدعاق ليطتسمل ةحاسم ربكأ داعبأ4.
y = 4 − x&يه:

8
3
, 3

4 , 4
4 3
3

,
8
3

 اهداعبأ ةليطتسمىوّقم قرو ةعطق نم ءاطغ نودب بعكم هبش ةئيه ىلع قودنص عنصل طيطختلا تدرأ5.
10 cm , 16 cm، ةزرابلا ءازجلأا يط مث ،سوؤرلا دنع ةقباطتم تاعبرم4 عطقب كلذو.

:يه اهساسأ ىلع هعنص نكمي مجح ربكأ هل يذلا قودنصلا داعبأ

2 cm , 6 cm , 12 cm 3 cm , 4 cm , 12 cm

2 cm , 8 cm , 12 cm 3 cm , 6 cm , 8 cm

s ةلداعملاب لكشلا يناوطسأ ءاعول ةيلكلا ةحاسملا يطعت6. = πx& + &`
O

 هتدعاق رطق فصن لوطx     ثيح ،
V :ركذت( همجحV و = πx&h(
هتحاسمل ايندلا ةميقلا نإف اتباث ءاعولا مجح ناك اذإ
:امدنع يه

𝑥 > ℎ 𝑥 < ℎ𝑥 = ℎ قبس امم يأ سيل

65

، حيث x طول نصف قطر قاعدته 2s x x
v2π= + تعطى المساحة الكلية لوعاء أسطواني الشكل بالمعادلة   (6)

. V x h2π=^ وV حجمه. (تذكر: 

h
x

إذا كان حجم الوعاء ثابتاً فإن القيمة الدنيا لمساحته هي عندما:   

a  x h2  b  x h=  c  x h1  d ليس أيّ مما سبق 

ba

ba

a b
c d

a b

c d

a b
c d

ba c d

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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ءاصحلإا

ريدقتلا
Qةنيعلاو يئاصحلإا عمتجملا اًقباس انسرد  

:يعيبطلاعيزوتلاصاوخ

Normal Distribution التوزيع الطبيعي 
تعرفنا فيما سبق على بيان منحنى التوزيع الطبيعي، وعلمنا من خواص التوزيع الطبيعي ما يلي:

•  

x " 3- x " 3x µ=

= المنوال.  = الوسيط  المتوسط الحسابي 
 يكون بيان المنحنى على شكل ناقوس (جرس) متماثل حول محوره   •

. x µ=^ h
-3 (لا يقطع المحور الأفقي).  • يمتد المنحنى من طرفيه إلى 3 وإلى 
المساحة تحت المنحنى تساوي الواحد الصحيح (وحدة مساحة).  •

x يقسم المساحة تحت المنحنى إلى منطقتين µ= المستقيم الرأسي 

شكل (1)   متماثلتين مساحة كل منهما تساوي نصف (وحدة مساحة) كما في الشكل (1).  

منحنى التوزيع الطبيعي المعياري:
( )f Z

Z-4 -3 -2 -1 1 2 3 4Z 0=

0µ والانحراف  = إذا كان المتوسط الحسابي للتوزيع الطبيعي 

1σ يسمى التوزيع الطبيعي بالتوزيع الطبيعي المعياري. = المعياري 

الشكل المرسوم يمثلّ بيان منحنى التوزيع الطبيعي المعياري.

Z هو محور التماثل للمنحنى. تأخذ Z قيمًا موجبة 0= المستقيم 
وتزداد جهة اليمين بينما تأخذ Z قيمًا سالبة وتنقص جهة اليسار.

شكل (2)

Critical Value  Z
2
a القيمة الحرجة 

2
α
2
α حدّ رأسيحدّ رأسي

المحور الرأسي

2
α

Z
2

- a Z
2
a Z

2
1 - α

2
1 - α

0Z =

( )f Z الشكل (3) المرسوم يبينّ منحنى التوزيع الطبيعي المعياري. 
 نعلم أن مساحة المنطقة تحت منحنى التوزيع الطبيعي المعياري   •

تساوي الواحد (وحدة مساحة) والمحور الرأسي يقسم المنطقة 
تحت المنحنىالى قسمين متطابقين مساحة كل منهما تساوي 
2 وحدة مساحة. ومجموع مساحتي الجزئين باللون الأحمر 

1

2 وعليه 
α معًا تساوي α وتكون مساحة كل جزء منهما تساوي 

تكون مساحة كل من الجزئين باللون الأخضر على جانبي المحور 
شكل (3)  2

1 - α 2 أي 
1  - 2

α الرأسي 

2 من ذيل الطرف الأيمن عن   •
α Z يفصل المنطقة التي مساحتها 

2
a حيث Z

2
- a وبالرمز Z

2
a نعبرّ عن الحدين الرأسيين بالرمز 

2 من ذيل الطرف الأيسر عن 
α Z يفصل المنطقة التي مساحتها 

2
- a بينما ،Z 0= 2 من المستقيم 

1- α المنطقة التي مساحتها 
.Z 0= 2 من المستقيم 

1- α المنطقة التي مساحتها 

,Z Z Z Z
2 2 2 2

1 1= - =-α α α α- - ملاحظة: 

2
α

2
α

Z
2

- a Z
2
a Z

2
1 - α

0Z =

2
1 - α

شكل (4)

إيجاد القيمة الحرجة من جدول التوزيع الطبيعي المعياري: 
المساحة  نحسب  المنحنى  تحت  للمساحة  المناظرة   Z

2
a قيمة  لإيجاد 

,0 ثم  Z
2
α6 Z ويمين الصفر أي في الفترة @

2
a 2 التي تقع على يسار 

1- α

نكشف عنها في الجدول المرفق في نهاية الوحدة صفحة 194 حيث 
العمود الأول قيم Z ابتداءً من 0.0 وحتى 3.1 وأكثر.والصف الأول يمثل الأجزاء من المئة لقيم Z، ومنه يمكن تحديد قيمة 

.Z وذلك بجمع قيمتي الصف والعمود لِـ Z
2
a
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Normal Distribution التوزيع الطبيعي 
تعرفنا فيما سبق على بيان منحنى التوزيع الطبيعي، وعلمنا من خواص التوزيع الطبيعي ما يلي:

•  

x " 3- x " 3x µ=

= المنوال.  = الوسيط  المتوسط الحسابي 
 يكون بيان المنحنى على شكل ناقوس (جرس) متماثل حول محوره   •

. x µ=^ h
-3 (لا يقطع المحور الأفقي).  • يمتد المنحنى من طرفيه إلى 3 وإلى 
المساحة تحت المنحنى تساوي الواحد الصحيح (وحدة مساحة).  •

x يقسم المساحة تحت المنحنى إلى منطقتين µ= المستقيم الرأسي 

شكل (1)   متماثلتين مساحة كل منهما تساوي نصف (وحدة مساحة) كما في الشكل (1).  

منحنى التوزيع الطبيعي المعياري:
( )f Z

Z-4 -3 -2 -1 1 2 3 4Z 0=

0µ والانحراف  = إذا كان المتوسط الحسابي للتوزيع الطبيعي 

1σ يسمى التوزيع الطبيعي بالتوزيع الطبيعي المعياري. = المعياري 

الشكل المرسوم يمثلّ بيان منحنى التوزيع الطبيعي المعياري.

Z هو محور التماثل للمنحنى. تأخذ Z قيمًا موجبة 0= المستقيم 
وتزداد جهة اليمين بينما تأخذ Z قيمًا سالبة وتنقص جهة اليسار.

شكل (2)

Critical Value  Z
2
a القيمة الحرجة 

2
α
2
α حدّ رأسيحدّ رأسي

المحور الرأسي

2
α

Z
2

- a Z
2
a Z

2
1 - α

2
1 - α

0Z =

( )f Z الشكل (3) المرسوم يبينّ منحنى التوزيع الطبيعي المعياري. 
 نعلم أن مساحة المنطقة تحت منحنى التوزيع الطبيعي المعياري   •

تساوي الواحد (وحدة مساحة) والمحور الرأسي يقسم المنطقة 
تحت المنحنىالى قسمين متطابقين مساحة كل منهما تساوي 
2 وحدة مساحة. ومجموع مساحتي الجزئين باللون الأحمر 

1

2 وعليه 
α معًا تساوي α وتكون مساحة كل جزء منهما تساوي 

تكون مساحة كل من الجزئين باللون الأخضر على جانبي المحور 
شكل (3)  2

1 - α 2 أي 
1  - 2

α الرأسي 

2 من ذيل الطرف الأيمن عن   •
α Z يفصل المنطقة التي مساحتها 

2
a حيث Z

2
- a وبالرمز Z

2
a نعبرّ عن الحدين الرأسيين بالرمز 

2 من ذيل الطرف الأيسر عن 
α Z يفصل المنطقة التي مساحتها 

2
- a بينما ،Z 0= 2 من المستقيم 

1- α المنطقة التي مساحتها 
.Z 0= 2 من المستقيم 

1- α المنطقة التي مساحتها 

,Z Z Z Z
2 2 2 2

1 1= - =-α α α α- - ملاحظة: 

2
α

2
α

Z
2

- a Z
2
a Z

2
1 - α

0Z =

2
1 - α

شكل (4)

إيجاد القيمة الحرجة من جدول التوزيع الطبيعي المعياري: 
المساحة  نحسب  المنحنى  تحت  للمساحة  المناظرة   Z

2
a قيمة  لإيجاد 

,0 ثم  Z
2
α6 Z ويمين الصفر أي في الفترة @

2
a 2 التي تقع على يسار 

1- α

نكشف عنها في الجدول المرفق في نهاية الوحدة صفحة 194 حيث 
العمود الأول قيم Z ابتداءً من 0.0 وحتى 3.1 وأكثر.والصف الأول يمثل الأجزاء من المئة لقيم Z، ومنه يمكن تحديد قيمة 

.Z وذلك بجمع قيمتي الصف والعمود لِـ Z
2
a

170

لاونملا = طيسولا = يباسحلا طسوتملا§

𝑥 هروحم لوح لثامتم )سرج( سوقان لكش ىلع ىنحنملا§ = 𝜇

∞− ىلإ هيفرط نم ىنحنملا دتمي§ ,∞

ةحاسم ةدحو1 يواست ىنحنملا تحت ةحاسملا§

𝜇 نوكي امدنع§ = 0 ,𝜎 = همسا حبصي يعيبطلا عيزوتلا نإف1
”يرايعملا يعيبطلا عيزوتلا“

�̅� وه ةنيعلل ،𝜇 وه عمتجملل :يباسحلا طسوتملا
&𝑠وه ةنيعلل ،&𝜎 وه عمتجملل :نيابتلا
𝑠وه ةنيعلل ،𝜎 وه عمتجملل :يرايعملا فارحنلاا

𝜎 يرايعملا فارحنلاا وأ𝜇 يباسحلا طسوتملاك عمتجملا عيزوت فصي وأعمتجملا فصي تباث يه :ةملعملا

𝑠 يرايعملا فارحنلاا وأ�̅� يباسحلا طسوتملاكةنيعلا نم هتميق نيعتت نارتقا وه :ةءاصحلإا

 عمتجملا ةملعمل ةبيرق ةميق سكعتو ةنيعلا ميق ىلع دمتعتةءاصحإ وه : ةملعملا ريدقت
)ةقث ةرتفب ريدقتلا– ةطقنب ريدقتلا ( ريدقتلل نيتقيرط ملعتنس

عمتجملانم ةلوهجم ةملعم ريدقتل مدختستُ ةنيعلا نم ةبوسحم ةديحو ةميق يه:ةطقنب ريدقتلا

 ةقثلا ةجرد اهيمسن ةنيعم ةبسنب عمتجملا ملاعم ىدحإ يوحت نايئاوشع ناريغتم اهافرط ةرتف يه :ةقثلا ةرتف
)ةقثلا ىوتسم(
ةنيعم ةبسنب اهلخاد عمتجملا ةملعم عقت نأ عقوتي ةنيعم ةرتفداجيإ وه:ةقثلا ةرتفب ريدقتلا

𝒁𝜶 ةجرحلا ةميقلا دجوأ
𝟐

 :يرايعملا يعيبطلا عيزوتلا لودج مادختساب كلذو ،ةيلاتلا ةقثلا تاجرد نم لكل

Q 97%

Q 99.2%

Q 95%
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امولعمعمتجمللσ²نيابتلاناكاذإ:لاوأ

 يئاصحلإا عمتجمللμ يباسحلا طسوتملل ةقثلا ةرتفب ريدقتلا

Qثانلإا عمتجمل يرايعملا فارحنلااو )25( اهمجح ثانلإا نم ةنيع ىلع ةساردلا تيرجأ σ =  طسوتملاو3.6
�̅� ةنيعلل يباسحلا =  %95 ةقث ىوتسم مادختساب ،18.4

أطخلا شماه دجوأ§
µيئاصحلإا عمتجملل يباسحلا طسوتملل ةقثلا ةرتف دجوأ§

 ةقثلا ةرتف رسف§

Qثانلإا عمتجمل يرايعملا فارحنلااو )40( اهمجح ثانلإا نم ةنيع ىلع ةساردلا تيرجأ σ =  طسوتملاو12.5
�̅� ةنيعلل يباسحلا =  %95 ةقث ىوتسم مادختساب ،76.3

أطخلا شماه دجوأ§
µيئاصحلإا عمتجملل يباسحلا طسوتملل ةقثلا ةرتف دجوأ§

 ةقثلا ةرتف رسف§
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𝒏و مولعم ريغσ²نيابتلا ناك اذإ :ايناث > 𝟑𝟎

Qاهمجح يعيبط عمتجم نم ةيئاوشع ةنيع تذخأ 𝑛 = �̅� يباسحلا اهطسوتمو81 =  اهفارحناو50
𝑆يرايعملا = %95 ةقث ىوتسم ،9

أطخلا شماه دجوأ§
µيئاصحلإا عمتجملل يباسحلا طسوتملل ةقثلا ةرتف دجوأ§

 ةقثلا ةرتف رسف§

Qاهنيابتو60 يباسحلا اهطسوتمو36 اهمجح يعيبط عمتجم نم ةيئاوشع ةنيع 
%95 ةقث ىوتسم دنع  ،16

أطخلا شماه دجوأ§
µيئاصحلإا عمتجملل يباسحلا طسوتملل ةقثلا ةرتف دجوأ§

 ةقثلا ةرتف رسف§
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Qيئاصحلإا عمتجملل يباسحلا طسوتملل%95 ةقث ةرتف دجوأµانيدل ناك اذإ .يعيبط عمتجم نم تذخأ ةنيعلا نأ املع   
�̅� = 8.4 ,𝑆 = 0.3 ,𝑛 = 13

𝒏مولعم ريغσ² نيابتلا ناك اذإ :اثلاث ≤ 𝟑𝟎

:𝒕عيزوتلاصاوخ
 يباسحلا هطسوتم لوح لثامتم§
∞− ىلإ هيفرط نم ىنحنملا دتمي§ ,∞
 رفص = يباسحلا طسوتملا§
1 نم ربكأ يرايعملا هفارحنا§
𝑛) ةيرحلا تاجرد ىلع دمتعي§ − 1)

Properties of t  Distribution  t خواص التوزيع 
-3 من جهة اليسار  3 من جهة اليمين وإلى  توزيع متماثل حول متوسطه الحسابي والذي يساوي صفرًا، ويمتد إلى   1

xx 0=

( )f x

ويزداد قربًا من الصفر في الجهتين. 

انحرافه المعياري أكبر من الواحد.  2

(1 يعتمد هذا التوزيع على درجات الحرية والتي تساوي (حجم العينة -  3
. n 1-^ h أي

التوزيع t يشبه التوزيع الطبيعي إلاّ أن قمته أكثر انخفاضًا من التوزيع   4
الطبيعي.

كلما زادت درجات الحرية اقترب هذا التوزيع من التوزيع الطبيعي ويقترب انحرافه المعياري إلى الواحد الصحيح.  5

xx 0=

( )f x

1 2-
α

2
α

t
2
α

 t إيجاد القيمة الحرجة من جدول توزيع 

لإيجاد القيمة الحرجة من جدول توزيع t حيث يبينّ العمود الأول قيم درجات 
2 ومنه

α n وتبدأ من 1 إلى 30 وأكثر والصف الأول يمثلّ قيم  1-^ h الحرية
t . لاحظ أن:

2
α يمكن تحديد 

t t
2 2
=α α1-

n 30#^ 2σ غير معلوم،  µ للمجتمع الإحصائي (في حالة  هامش الخطأ للمتوسط الحسابي
Margin of Error for Mean Value of Statistical Population where 2σ  is not known and n 30#

E t
S
n2

:= α حيث S الانحراف المعياري للعينة  

 n 30#^ 2σ غير معلوم،  µ  للمجتمع الإحصائي (في حالة  فترة الثقة للمتوسط الحسابي
Confidence Interval for Mean Value of Statistical Population where 2σ  is not known and 
and n 30#

,x E x E- +^ h

:n 30# 2σ غير معلومة،  µ إذا كانت  الخطوات المتبعة لإيجاد فترة الثقة للمتوسط الحساب 

. n 1-^ h نوجد درجات الحرية  1

.t المناظرة لدرجة ثقة %95 من جدول توزيع t
2
α نوجد القيمة الحرجة   2

E t
n

S
2
:= α نوجد هامش الخطأ   3

. ,x E x E- +^ h نوجد فترة الثقة  4

175

Qةنيعلل يرايعملا فارحنلاا ناك اذإف ،25 اهمجح يعيبط عمتجم نم ةيئاوشع ةنيعتذخأ sاهطسوتمو10 يواسي 
:دجوأ ٪95 ةقث ةرتف مادختساب ،15 يواسي�̅� يباسحلا

أطخلا شماه§
𝞵يئاصحلإا عمتجملل يباسحلا طسوتملل ةقثلا ةرتف§
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ةيعوضوملا نيرامتلا-ريدقتلا

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ       و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

Z8 ةجرحلا ةميقلا نإ1.
&

2.055 يه%96 ةقثلا ةجردل

 فارحنلااو ،ةنس1.7 وهx¶ اهمادختسا ةيحلاص طسوتم نأ اندجوو ،اًفتاه225 نم ةنيع انذخأ اذإ2.
2.63 :يه ةقثلا ةرتف نأ دجنف%95 ةقثلا ةجردو ،s=0.5 يرايعملا < µ < 2.76

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

2.12

Z8 ةجرحلا ةميقلا نإ3.
&

:يه%96.6 ةقثلا ةجردل

21.2

x¶ وه بلاط9 تاجردل يباسحلا طسوتملا4. =  نإs=0.87 يرايعملا فارحنلااو تاجرد4 ىمظعلا ةياهنلا ثيح2.76
:يه%95 ةقث ةجرد دنع يئاصحلإا عمتجمللµ يباسحلا طسوتملل ةقثلا ةرتف

(2.1916 , 3.3284) (1.6232 , 3.8968)
(2.1916 , 3.8968) (2.0913 , 3.4287)

2.17 21%

56.34

62.84 ةرتفلا نمض عقي يئاصحإ عمتجم طسوتم نأ ضرتفنل5. < µ < :يواسي ةنيعلا هذه طسوتمف69.46

6.6262.96 66.15

65

%95 ةقث ىوتسمو ،نيتدحو أطخ شماه عم عمتجملل يباسحلا طسوتملا ريدقتل ةبولطملا ةنيعلا مجح نإ6.
σ عمتجملل يرايعم فارحناو = :يواسي8

862 26

	,	150	,	140	,	130 :ةيلاتلا جئاتنلا ىلع اولصحف هسفن صخشلا يدل مدلا طغض سايق بطلا ةيلك يف اًبلاط16 زجنأ7.
 فارحنلاا نأ ضارتفا ىلع134	,	138	,	130	,	135	,	120	,	125	,	120	,	130	,	135	,	144	,	143	,	140	,	130

σ يئاصحلإا عمتجملل يرايعملا = 10mmHgيباسحلا طسوتملل%95 ةقث ةجرد دنع ةقثلا ةرتف نإف µعمتجملل 
:يه يئاصحلإا

(129.1 , 131.55) (129.1 , 138.9)
(131.55 , 136.45) (136.45 , 138.9)

29

:نع ةيرحلا تاجرد تداز اذإ يرايعملا يعيبطلا عيزوتلا لودج يف ةرظانتملاt,Z يتميق براقتت8.

2728 26

ba

ba

c dba

a b
c d

a b
c d

ba c d

ba c d

c dba

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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ةيئاصحلإا ضورفلا تارابتخا
ءاصحلإا

امولعمعمتجمللσ²نيابتلاناكاذإ:لاوأ

Qوهةيندعم كلاسأ لمحت ةوقل يباسحلا طسوتملا نأ ةساردلا تنيبkg  µ =   يرايعم فارحنا عم1800
σ = 150kgهذه لمحت ةوق ةدايز مهناكمإب نأكلاسلأا هذهل جتنملا عنصملا يف نويئاصخلأا دكؤيو 

كلاسلأا هذه لمحت ةوق طسوتم نأ نيبتف اكلس 40 نم ةنيع رابتخا مت كلذ ىلع اديكأتوكلاسلأا
1840  يواسي kgبولطملاو :
α ةيونعم ىوتسمب ضرفلا اذه لثم لوبق نكمي له = 0.05

𝜇لثمعمتجملاملاعمنمةملعملوحةلوقعمتايثيحىلعينبمءاعداوه , 𝜎  :يئاصحلإا ضرفلا

ةنيعمطورشتحتةنيعلانمةبوسحمةديحوةميقوه  :يئاصحلإا سايقملا

عمتجملاملاعمنمةملعملوحامءاعدارابتخلاةيرايعمةقيرطيه  :ةيئاصحلإا ضورفلا تارابتخا

Qطسوتم نأ دجوو ، اًفظوم25 نم ةنيع تذخأ اذإ ، ك.د4000 يواسي اهيفظوم بتاور طسوتم نأ ةكرش معزت 
ك.د125 يواسي𝞼 عمتجملل يرايعملا فارحنلاا نأ اًملع ، ك.د3950 وه ةنيعلا بتاور
٪95 ةقث ىوتسمب يئاصحلإا رابتخلاا ءارجإ ةيفيك حضو
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𝒏و مولعم ريغσ² نيابتلا ناك اذإ :ايناث > 𝟑𝟎

Qعناصملا دحأ يف ةعنصم يئابرهك حابصم 100 نم ةنيعل تاعاسلاب رمعلا طسوتم ¶x = S:يرايعم فارحناب1570
= µ تاعاسلاب رمعلا طسوتم نإ عنصملا بحاص لوقي120 = ةحص ربتخا، عنصملا يف ةعنصملا حيباصملل1600

µ ضرفلا = µ ضرفلا لباقم1600 ≠ α ةيونعم ىوتسم رايتخاب1600 = 0.05

Qتناك اذإ 𝑛 = 80 , �̅� = 37.2 , 𝑆 = 1.79
𝜇  نأب ضرفلا ربتخا = 𝛼ةيونعم ىوتسم دنع37 = 0.05
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𝒏و مولعم ريغσ² نيابتلا ناك اذإ :اثلاث ≤ 𝟑𝟎

Q290  يواسي ةنيعم ةنيدم لزانم يف ماعطلا ىلع يرهشلا قافنلاا طسوتم نأ ةيئاصحإ تاسارد ةكرش ريدم دقتعي 
S نأ اهللاخ نم نيبتو ةيئاصحإ ةسارد تيرجأ اذإ ايتيوك ارانيد = 5، ¶x =  مادختسا عم لزانم10 نم ةنيعل296
 . كتباجإ حضو ؟ لا مأ احيحص ةكرشلا دنع ريدملا ضارتفا ىقبي لهف %95 ةقث ىوتسم

Qةنيعم ةنيدم لزانم يف ماعطلا ىلع يرهشلا قافنلاا طسوتم نأ ةيئاصحإ تاسارد ةكرش ريدم دقتعي 
 نأ اهللاخ نم نيبتو لزانم10 نم ةنيعل ةيئاصحإ ةسارد تيرجأ اذإ ايتيوك ارانيد 290  يواسي
x¶ يباسحلا اهطسوتم = S يرايعملا اهفارحناو283 =  لهف %95 ةقث ىوتسم مادختسا عم32
؟هضرتفا ام ديكأتل ةنيعلا هذه ىلع دامتعلاا نكمي

ةيعوضوملا نيرامتلا-ةيئاصحلإا ضورفلا تارابتخا

ةئطاخ ةرابعلا تناك اذإ       و ةحيحص ةرابعلا تناك اذإ        للظ ab

µ يباسحلا طسوتملا ناك اذإ يئاصحإ عمتجم يف1. = اهمجح عمتجملا اذه نم ةنيعو860
n = x¶ يباسحلا طسوتملاو25 =  يئاصحلإا سايقملا نإفs=125 يرايعملا فارحنلااو900

t=1.6 وه

x¶ وه عناصملا دحأ يف تاعاسلاب يئابرهك حابصم100 نم ةنيعل رمعلا طسوتم2. =  فارحناب1600
وه تاعاسلاب حيباصملا رمع طسوتم نأ عنصملا بحاص لوقي .s=125 يرايعم

µ = .Z=3.2 وه يئاصحلإا سايقملا نإ1640

ba

ba
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µ عناصملا دحأ يف تاراطلإا رمع طسوتم3. =  نأ نيبت ةيئاوشع ةنيعل ةسارد يف ،25000
x¶ وه يباسحلا طسوتملا =  يئاصحلإا سايقملا ناك اذإ .s=5000 يرايعم فارحنا عم27000

t=2ةنيعلا مجح نإف n = 25

n اهمجح يئاصحإ عمتجم نم ةيئاوشع ةنيع تذخأ4. = x¶ يباسح طسوتم عم81 =  فارحناو3.6
 عمتجملل يباسحلا طسوتملا نإفZ=-1.5 يئاصحلإا سايقملا ناك اذإ .s=1.8 يرايعم
µيئاصحلإا = 3.3

.ةحيحصلا ةباجلإا ىلع لادلا ةرئادلا زمر للظ

1.5

:نوكت نأ نكممZ رابتخلاا ةميق نإف(1.96	,	1.96-) ةقثلا ةرتفو ،مدعلا ضرف ضفر رارقلا ناك اذإ5.

−2.5 1.87 −1.5

Z يئاصحلإا رابتخلاا ةميق تناك اذإ6. = :نوكي رارقلا نإف	(1.96	,	1.96-) لوبقلا ةرتفو1.5−

مدعلا ضرف ضفر
ليدبلا ضرفلا لوبق

مدعلا ضرف لوبق
Zةرتفلل يمتنت لا

1.25

µ )رانيد( وه ةنيعم ةنيدم لزانم يف ماعطلا ىلع يرهشلا قافنلإا طسوتم لوح ةسارد يف7. =  نأ نيبت دقو320
n اهمجح ةنيعل يباسحلا طسوتملا = x¶ )رانيد( وه ةنيدملا هذه نم لاًزنم25 = يرايعم فارحنا عم310

s = :وه يئاصحلإا سايقملا نإ .40

−1.25 0.8 −0.8

n اهمجح ةيندعم كلاسأ ةنيع ىلع ةسارد يف8. = كلسلا لمحت ةوقل يباسحلا طسوتملا نأ نيبت64
¶x = 360 kgيرايعم فارحنا عم s=50	kgةيندعملا كلاسلأا ةفاك لمحت ةوقل يئاصحلإا سايقملا ناك اذإ 
Z = :وهµ يباسحلا طسوتملا نإف2.4−

346 376396 326

µ )رانيد( يباسحلا هطسوتم فاص حبر وه ىربكلا تاكرشلا ىدحإ فده9. =  اهعورف نم عرف لك يف200000
اًيباسح اًطسوتم تطعأ عورفلا هذهل ددع نم ةنيعل ةسارد يف .لودلا نم ددع يف ةرشتنملا

x¶ )رانيد( = Z يئاصحلإا سايقملا ناك اذإs=80000 )رانيد( يرايعم فارحنا عم195000 = −0.625
:وهπ ةنيعلا مجح نإف
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µ يباسحلا هطسوتم نأ نيبت يئاصحإ عمتجمل ةسارد يف10. = اهمجح عمتجملا اذه نم ةنيع تذخأ125
n = x¶ يباسحلا اهطسوتم نأ نيبتف36 = Z=3.125 يئاصحلإا سايقملا ناك اذإ .130

:وهσ يرايعملا فارحنلاا نإف

−9.6 9.66.9 −6.9c dba

ةيكذ ةينورتكلا تارابتخا

قوـــفــــت و بردـــــت
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