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نْ تمرَّ
1-1

šŚƿŚƸƴƫř
Limits

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

1

1-1-4

y

t

2

2

5( )y g t=

 :ƲƨƯŏ Ʊœ Ŷūƹŏ . g ŠƫřŶƫř ƱŚǀŝ ƪÚŨưƿ ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř  (1)

(a) ( )lim g t
4t"- -

 (b) 
+
( )lim g t

4t"-

(c) ( )lim g t
4t"-

 (d) ( )g 4-

:ƲƨƯŏ Ʊœ Ŷūƹŏ . f  ŠƫřŶƫř ƱŚǀŝ ƪÚŨưƿ ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř  (2)
y

h

2

4

( )y f h=

 (a) ( )lim f h
0h" -

 (b) ( )lim f h
0h" +

 (c) ( )lim f h
0h"

 (d) ( )f 0

، ,( ) ( )lim limg x f x3 0
4 4x x

= =
" "

بفرض أنّ:   (3)

أوجد:  

(a) ( )lim g x 3
4x

+
"
^ h (b) ( )lim x f x

4x"

(c) ( ) ( )lim g x g x
4x

:
"
^ h (d) ( )

( )
lim f x

g x
14x -"

:Ŷūƹŏ ¬(4-7) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(4) ( )lim x x3 2 1
2
1

2

x
-

"-
^ h (5) lim y

y y
3

4 3
2

2

3y -

+ +

"-

(6) lim x 3 1998
x 4

+
"-
^ h  (7) lim x 2

3x
-

"
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( )

,

,

,

f x
x x

x
x x

3 2

2 2

2 2

1

2

=

-

=

Z

[

\

]]

]]
 : f ّلتكن الدالة  (8)

( )lim f x
2x"

 :Ŷūƹŏ  

( )

,

,

,

f x
x x

x
x

1 0 1

1 1 2

2 2

23 1

1

#

#=

-

=

Z

[

\

]]

]]
 : f ّلتكن الدالة  (9)

:ƲƨƯŏ Ʊœ Ŷūƹŏ  

(a) ( )lim f x
1x"

 (b) ( )lim f x
2x" -

( )

,

,

,

f x
x x

x
x x

4 1 1

2 1 2

2 4

<

<

<

2 #

#

#

=

- + -
Z

[

\

]]

]
  : f ّلتكن الدالة   (10)

:ƲƨƯŏ Ʊœ Ŷūƹŏ  

(a) ( )lim f x
1x"

 (b) ( )lim f x
2x"

:Ŷūƹŏ ¬(11-16) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(11) lim x
x4 162

x 0

+ -

"

^ h  (12) lim t
t t

4
3 2
2

2

2t -

- +

"

(13) lim x
x3 273

0x

+ -

"

^ h  (14) lim x
x x 2

2
322x + +

+

"-

(15) lim x x
x

3
7
4

4
2

2

3x - +

+ -

"
 (16) lim x

x 3
3

933x +

+

"-

:ŠǀƫŚŤƫř šŚƿŚƸƴƫř Ŷūƹŏ ¬(17-19) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(17) lim x
x x x

2
3 673 2

2x +
- - +

"-

(18) lim x
x x

3
7 18

3

4 2

x -
- -

"

(19) lim x
x x

2
4 5 123 2

2x -
- -

"
 

:ƾƬƿ ŚưƯ ĐǈƧ Ŷūƹŏ ¬(20-22) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(20) lim x x1
1

1
2

1 2x -
-

-"
a k (21) lim x x1

1
1
3

1 3x -
-

-"
a k (22) lim x

x
x
x

2 4
4

2 2x -
-

-"
a k
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ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) 
-
( )lim f x 2

3x
=-

"
a (في الرسم البياني أدناه)   b

1

3

5

1 3 5
-1

-1-2

y

x

 

(2) lim y
y y

2
5 6

5
2

2y +

+ +
=

"
 a  b

(3) lim x x
x x
3 16
5 08
4 2

3 2

0x -

+
=

"
 a  b

(4) 
- x
x xlim 2
2

0x

-
= -

"
 a  b

(5) 
+

lim x x2 2 3
1x

; ;- + =
"
^ h  a  b

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(6-14) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

-4 3

4

-3

y

x

( )y xf=  . f  الشكل المقابل هو بيان دالة  (6)

العبارة الصحيحة في ما يلي هي:

a  
-
( )lim f x 4

0x
=

"
 b  

-
( )lim f x 3

0x
= -

"

c  
+
( )lim f x 4

x 0
=

"
 d  ( )lim f x 3

0x
= -

"
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(7) lim x x x3 2 173 2

2x
+ - - =

"-
^ h

a  17 b  17-  c  9 d  9-

(8) lim x
x
1
1

21x -

-
=

"

a  1 b  0 c  2
1  d غير موجودة 

(9) lim x x
x x
2 5 2

3 2
2

2

2x - +

- +
=

"

a  1 b  0 c  2
1  d  13

(10) lim x
x
1
1

1x -
-

=
"

a  1-  b  1 c  2
1  d  0

(11) 
+

lim x
x
4
2

22x -

-
=

"

a  2
1  b  2

1
-  c  14  d  1

4-

(12) lim x
x2
1

2
1

0x

+
-

=
"

a  - 2
1  b  2

1  c  14  d  1
4-

(13) lim x
x 2
8

38x +

+
=

"-

a  12 b  12-  c  4 d  4-

(14) lim x
x x x

3
2 9 93 2

3x +
+ +

=
"-

a  9 b  0 c  -3 d  -9
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نْ تمرَّ
1-2

3  ¬ 3-  ƼƬƗ ƪưŤƄţ šŚƿŚƸƳ
Limits Involving 3- , 3

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

:Ŷūƹŏ ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) lim x 2
1

x -" 3-
 (2) lim x

x 1
3

2

x
+

"3

(3) lim x
x
2 3
1

x
-
+"3

 (4) lim x
x

x
x2 1 5 2x

-
+ +" 3-

2` cd j mn
:ƲƨƯŏ Ʊœ Ŷūƹŏ ¬(5-8) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(5) lim
x4
1

x 0" 2  (6) lim x 5
3

5x -"

(7) lim x 2
7

2x +

-

"-
 (8) 

+ ( )
lim

x
x
2 1
2 1

8
x
2
1 -

-

"

:ƾƬƿ ŚưƯ ƪƨƫ ŠǀƤƟǃřƹ Šǀſŏźƫř ŠŝŹŚƤưƫř ƍƺƐŴƫř šǇŵŚƘƯ ƲƨƯŏ Ʊœ Ŷūƹŏ ¬(9-12) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(9) ( )f x x x
x x3 2 1
2 52

2

=
+

- +  (10) ( )f x x x
x

2 3 5
2

2=
+ -

-

(11) ( )f x x
x x

x
4 2 1

3 2

3

=
+

- +  (12) ( )f x x x
x

2 5 2
4

2 +
=

-

ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) 
( )

lim x 4
1

94x
3

+
= -

"- -
 a  b

(2) lim x
x
3

2 1 2
x -

-
=

"3
 a  b

(3) lim x
x
3
3

1
x +

-
= -

" 3-
 a  b

(4) lim x
x
x2

1
5 32x

3
- -

-
= -

"3
 a  b

(5) lim x
x

2 3 2
1

x -
=

" 3-
 a  b



14

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(6 - 13) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(6) lim x
x
1x +
=

"3

a  0 b  1 c  3 d  2
1

(7) lim x
x
3x +
=

"3

a  3 b  3-  c  1 d  0

(8) lim x x
x2 1 5 1
2

2

x
=+

-
" 3-
a ck m

a  0 b  5 c  1 d  3-

(9)  lim x
x
2
3

x

- +
=

"3

a  2
1  b  2

1
-  c  3 d  3-

(10) lim x 2
3 5

2x -
=

" -
a k

a  0 b  2  c  3 d  3-

(11) lim
x 4
2

3
x 4 -

=
" +^ h

a  3 b  2 c  3-  d  0

) هما: )f x x
x
2
2

1
3-

=
+

  : f  (12) المقارب الأفقي والمقارب الرأسي لمنحنى الدالة

a  ,y x2 2
1

= =  b  ,y x2 2
1

= =-

c  ,y x 2
11= =-  d  ,y x1 2

1
= =

) هي: )f x x
x
9

3 5
2
-

=
-

  : f (13) المقارب الأفقي والمقاربات الرأسية لمنحنى الدالة

a  , ,y x x3 3 3= = =-  b  , ,y x x3 9 9= = =-

c  , ,y x x3 3 3=- = =-  d  , ,y x x3 30= = =-
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نْ تمرَّ
1-3

ŠƴǀƘƯ źǀƛ ƚǀƇ
Indeterminate Forms

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

:ƾƬƿ ŚưƯ ĐǈƧ Ŷūƹŏ ¬(1-10) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) lim x x3 5 42

x
- +

"3
^ h (2)  lim x x4 12

x
- + -

" 3+
^ h

(3) lim x x2 3 73

x
- +

" 3-
^ h (4)  lim x x4 2 53

x
- + +

" 3-
^ h

(5) lim x x
x x
2 3
4 5

1
7

2

2

x - + -

- +
"3

 (6)  lim x x
x x
5 2
2 7 1

3

3

x - + +

+ -
" 3-

(7) lim x x
x x
2
3

1
5

3

2

x + -

- +
"3

 (8)  lim x x2 3
2

2x - +" 3-

(9) lim
x x
x
2 7
5

2x + +

+
"3

 (10) lim
x x
x

4
2 3
5 62x + +

-
" 3-

.a , b فأوجد قيم  lim x x
ax bx
3 2

1
1
4

2

3 2

x - +

+ +
= -

"3
(11) إذا كانت: 

.a , b فأوجد قيم  lim ax x
x x

b
2 2 5 1

33 2

2

x + +

+ -
= -

" 3-
(12) إذا كانت: 

. a فأوجد قيمة  lim
ax x
x

2
3 5 2
72x + -

-
=

"3
(13) إذا كانت: 
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ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-6) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) lim x x3 7 82

x
3+ - =

"3
^ h  a  b

(2) lim x x2 13

x
3- - + = -

" 3-
^ h  a  b

(3) lim x x 32

x
3- + - = -

" 3-
^ h  a  b

(4) lim x
x
x3
4

5 1
2 02x - +

- +
=

"3
 a  b

(5) lim x
x x
2

4 7 1 2
43

3 2

x -

+ -
=

" 3-
 a  b

(6) lim
x x
x

4 8 5
3 7

2
3

2x - +

-
=

" 3-
 a  b

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(7-12) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(7) lim x x
x x
2

5
2

2
4 2

3

x + -

- +
=

"3

a  3 b  2
1  c  0 d  3-

(8) lim
x
x
1

3 5
2x +

-
=

" 3-

a  3 b  3-  c  3 d  3-

(9) lim
x x
x

9
5 3
2 42x - +

- +
=

"3

a  3
5  b  3

5
-  c  9

5  d  9
5

-

(10) lim
x x
x

4
2 1

32x - +

- +
" 3-

a  1-  b  2
1

-  c  2
1  d  1

lim فإن قيم m , n هي:
x x
mx xn

2 4
24

2

2

x - +

+ +
= -

"3
(11) إذا كان: 

a  ,m n0 2= =-  b  ,m n0 2= =  c  ,m n1 1= =-  d  ,m n1 1= =

lim فإن قيم m , n هي: mx x
x x

n
4 2

1
4
3

2

2

x + -

- +
=

" 3-
(12) إذا كانت: 

a  ,m n0 2= =-  b  ,m n0 2= =  c  ,m n0 4= =  d  ,m n0 4= =-
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نْ تمرَّ
1-4

ŠǀŨƬŨưƫř ƩřƹŶƫř ƊƘŝ šŚƿŚƸƳ
Limits of Some Trigonometric Functions

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

:ƾƬƿ ŚưƯ ĲƪƧ ƾƟ ŠƿŚƸƴƫř Ŷūƹŏ ¬(1-9) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) sinlim x
x

3
5

x 0"
 (2) sin

coslim x
x

2
1 2

x 0
-

"

(3) coslim x
x

1 2

2

x 0 -"
 (4) coslim x

x
1

2

x 0 +"

(5) sin cos
tanlim x x
x1

0x -
-

"
 (6) nsilim x

x x
2

4 3
x

- +
"3

(7) n3silim x
x x5

2

2

x
-

" 3-
 (8) 

sin
coslim x

x1
2

x 0

-

"

(9) 1 cos
nsi xlim
2

0x -" x

:(ƭżƫ řŷœ x ƼƬƗ ƭŚƤưƫřƹ ƎƀŞƫř ƲƯ ĐǈƧ Ʈƀƣř :ŵŚƃŹœ) ƾƬƿ ŚưƯ ÖƪƧ ƾƟ ŠƿŚƸƴƫř Ŷūƹŏ ¬(10-12) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(10) sin
sinlim x

x
7
4

x 0"
 (11) tan

tanlim x
x
2
3

x 0"
 (12) coslim x

xcos
3
5

x 0"

:ƾƬƿ ŚưƯ ÖƪƧ ƾƟ ŠƿŚƸƴƫř Ŷūƹŏ ¬(13-15) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(13) coslim x x3 12
2

x 0
+

"
c m (14) coslim x

x x x
2

3 5
2

2

x
+

"3
 (15) nsilim x

x x2
x

+
"3



18

ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) sinlim x
x

2
3

2
3

x
=

"3
 a  b

(2) coslim x
x

4
2

2
1

x
=

"3
 a  b

(3) 
cos
sinlim x
x1 020x

-
=

"
 a  b

(4) sin2lim x
x

cos 2
1

2 2
1
0x

+
=

"
 a  b

(5) sinlim x
x x x
4

3 25
3

2 3

x
+

=
"3

 a  b

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(6-10) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(6) sin
tanlim x

x2
0x

=
"

a  2 b  2-  c  0 d  3

(7) sinlim x x3 12

x 0
+ =

"
` j

a  0 b  4 c  3 d  3

(8) coslim x
x x x
2

4
2

2

x
-

"3

a  3 b  3-  c  2-  d  2

(9) sinlim x
x x
3

4 5
0 2

2 2

x
+

=
"

a  3 b  9 c  0 d  3

(10)  coslim x
x x
2x
+

=
" 3-

a  2
1  b  2

1
-  c  0 d  3
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ƩŚƈÚţǇř
Continuity

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

.ŜŞƀƫř źƧŷ ƖƯ ŠƬŘſǃř ƲƗ ŠŝŚūǆƫ ÚƾƳŚǀŞƫř ŚƸưſŹƹ şŶƗŚƣ ƲƯ źŨƧŐŝ ŠƟźƘưƫř f ŠÚ ƫřŶƫř ƭŶŴŤſř ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

( )

,

,

,

,

,

f x

x x
x x

x
x x

x

1 1 0

2 0 1

1 1

2 4 1 2

0 2 3

2 1

1 1

1 1

1

#

#

=

- -

=

- +

Z

[

\

]
]
]

]
]]

 

y

x

(1, 2)

(1, 1)

1

1

-1

-1

2

2

3

x 0= ابحث اتصال الدالة  f عند   (1)

x 1= ابحث اتصال الدالة  f عند   (2)

x 2= ابحث اتصال الدالة  f عند   (3)

x؟ فسّر إجابتك. 0= ŶƣŚƳ źǀƨƠţ. هل من الممكن إعادة تعريف الدالةّ f لتكون متصّلة عند   (4)

ارسم شكلاً ممكناً يمثلّ دالةّ f بحيث تحقق الشروط التالية:  (5)
) غير موجودة. )lim f x

x 2"-
 ولكن 

+
( ) ( )lim f x f 2

2x
= -

"-
) موجودة،  )f 2-

: x c=  ŶƴƗ ŠǀƫŚŤƫř ƩřƹŶƫř ƲƯ ƪƧ ƩŚƈţř ŦŰŝř ¬(6-9) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(6) ( ) :
: ,f x x x

x x x5 0
5 0 01

$
= -

+
=$  (7) ( )

:
,h x x

x x x
x1

3 4

1

1
1

2
!

= +
- -

-

-
=-

: x 1=-
*

(8) 
: x 0!

( ) , 0f x x
x x

x
3

3

2

=

-

=

- : x 0=
*  (9) ( )

:

:
,g x

x
x x

x
x

1
3 2 1

2
1 1

1

2 !

=
-
+

=

=

-Z

[

\

]]

]

نْ تمرَّ
1-5
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( )
,

,
f x

x x
ax x
1 3

2 3

2 1

$
=

-)  : x 3= (10) أوجد قيمة a بحيث تصبح الدالةّ التالية متصّلة عند 

 źƧŷ ƖƯ ƶƴƯ ƆƬŴŤƫř ŠǀƳŚƨƯœƹ ƩŚƈƠƳǇř ƕƺƳ ŵ ÚŶů Ʈŧ .ŠƬƈƠƴƯ ŠƫřŶƫř ŚƷŶƴƗ Ʊƺƨţ ƾŤƫř x Ʈǀƣ Ŷūƹŏ ¬( 11-13) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
.ŜŞƀƫř

(11) y x x
x
4 3
1

2=
- +

-

(12) y x2 1= -

(13) ( )
,

,
f x

x x
x

1 1

2 1

2 !
=

- -

=-
)

.ŚƸǀƫœ ŹŚƄưƫř x Ʈǀƣ ŶƴƗ ŠƬƈÚŤƯ Ʊƺƨţ ŦǀŰŝ ŠÚ ƫřŶƫř ƞƿźƘţ ŶƗŏ ¬(14-16) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(14) ( )f x x
x
3
92

=
+
-  , x 3=-

(15) ( ) sinf x x
x4

=  , x 0=

(16) ( )f x
x
x
2
4

=
-

-  , x 4=
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ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  x 2=- ) متصلة عند  )
x

f x
2
1 12=
+

+^ h  : f الدالة  (1)

a  b  x Rd y متصلة عند كل  x 1
1
2=
+

الدالة:   (2)

a  b  x 1=- y متصلة عند 
x 2
1

=
+

الدالة:   (3)

a  b  ( )f 1 1- = lim فإنّ  2 1
1x

- = -
"-

( )f x^ h x وكان  1=- إذا كانت الدالة f متصلة عند   (4)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(5-12) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

) هي: ) cotf x x=  : f نقاط انفصال الدالة  (5)

a  ,0 π  b  ,k k2 π Zd

c  ,k kπ Zd  d  ,k k2
π π Zd+

) التي يمكن التخلص من الانفصال عندها هي: )f x x
x x

4
6

2

2

=
-

+ -  : f نقاط الدالة  (6)

a  2 b  ,2 2-  c  2-  d  ,5 2-

) التي لا يمكن التخلص من الانفصال عندها هي: )f x x x
x

2
2 16
2

3

=
+ -

+  : f نقاط الدالة  (7)

a  ,1 2-  b  2-  c  ,1 2-  d  1

) يمكن أن تكون: )f x x فإنّ  2= إذا كانت الدالة f متصلة عند   (8)

a  x 2
1
-

 b  x 2-  c  x
x
2
2
-

-  d  :
:

x x
x x
3 5 2

3 22 2
G-

-'

) فإن: )
:

:f x
x
x x

x x

2
4 2

1 2
2

2

1

$
=

-
-

+*  : f إذا كانت الدالة  (9)

a  ( )lim f x 4
2x

=
" +

 b  ( )lim f x 4
2x

=
" -

 c  ( )lim f x
x 2"

 şŵƺūƺƯ d  x 2=   ŶƴƗ ŠƬƈŤƯ f
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x، يجب إعادة تعريفها على الشكل التالي: 1= ) متصلة عند  )f x x
x
1
13

2=
-

-   : f (10) لتصبح الدالة

a  
, ,

,

x
x x x

x

1
1 1 1

2
3 1

3

3

! !
-
-

-

=

Z

[

\

]]

]]
 b  

,

,

x
x x

x

1
1 1

2
3 1

2

3

2
-

-

=

Z

[

\

]]

]]

c  
, ,

,

x
x x x

x

1
1 1 1

2
1 1

2

3

! !
-
-

-

=

Z

[

\

]]

]]
 d لا يمكن إعادة تعريفها 

) تساوي: )f 2- ) فإن  )lim x f x 72

2x
+ =

"-
^ h x وكانت  2=- (11) إذا كانت الدالة f متصلة عند 

a  3 b  5

c  9 d  11

 ( )lim xg
x

2

1"
^ h 1, تقع على منحنى الدالة g فإن  3-^ h وكانت النقطة x 1= (12)  إذا كانت الدالة g متصلة عند 

تساوي:

a  6-  b  3-

c  1 d  9

:ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƗ ƼƬƗ ƪƈŰŤƫ (2) ŠưŗŚƤƫř ƲƯ ƶŞſŚƴƿ ŚƯ (1) ŠưŗŚƤƫř ƲƯ ƩřŒſ ƪƨƫ źŤųř .ƱŚŤưŗŚƣ Ŷūƺţ ¬(13-15) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a وكانت: Zd   ،  x a= إذا كانت g دالة متصلة عند 

(1) ŠưŗŚƤƫř (2) ŠưŗŚƤƫř

(13) ( ) :
:g x x x a

x x a a3
1

&
2
#= -

+
=$ a  -1

b  2

(14) ( ) :
:2g x a x a

ax x a a3
2

&
!

= =
-

=$ c  0

d  1

(15) ( ) :
:g x x x a

x x a a2
3 2

&
2
#= =' e  3

2
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نْ تمرَّ
1-6

ƩŚƈţǇř šŚƿźƔƳ
Continuous Theorems

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

:x c=  ŶƴƗ ƾƬƿ ŚưƯ Šƫřŵ ƪƧ ƩŚƈţř ŦŰŝř ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) ( )f x x x2 32= - -  , x 2=

(2) ( )f x x
x

x1
3 3

2=
+

+
-  , x 1=-

(3) ( )f x x x x32= + +  , x 3=

(4) ( )f x x
x
12

3

=
+

 , x 1=-

(5) ( )f x x x5 42= + +  , x 5=-

R كما يلي: الدالتان f , g معرفتان على   (6)

  ( ) , ( )f x x g x x2 32=- + = -

:Ŷūƹŏ

(a) ( )( )g f x%  (b) ( )( )g f 1% -  (c) ( )( )f g x%  (d) ( )( )f g 1% -

)   أوجد: )g x x 42= +   ، ( )f x x= الدالتان f , g معرفتان كما يلي:   (7)

(a) ( )( )f g x%  (b) ( )( )f g 2%  (c) ( )( )g f x%  (d) ( )( )g f 2%

. ( )g x x 16
1
2=
+

  ،  ( )f x x 92= - الدالتان f , g معرفتان كما يلي:     (8)

أوجد:  

( )( )g f x% (a) الدالة المركبة   

( )( )g f 4% -   ،  ( )( )g f 4%  (b)  
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x 2=- g عند  f% . ابحث اتصال الدالة  ( )g x x 4= +  ، ( )f x x2 32= - (9) لتكن: 

x 4= ) عند  )f x x 3= -  : f (10) ابحث اتصال الدالة

x 3= ) عند  )g x x x1 32= + - -  : g (11) ابحث اتصال الدالة

ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  x 3= ) متصلة عند  )f x x x 12= + -   : f  (1) الدالة

a  b  x 0= ) متصلة عند  )f x x
x

x2
22 5

= +
+
-   : f  (2) الدالة

a  b  x 0= ) متصلة عند  )f x x
x
1

2 2
=

-

-  : f (3) الدالة

a  b  x 3= ) متصلة عند  )f x x
x 13
2

3

=
-   : f الدالة  (4)

a  b  x 2= ) متصلة عند  )f x x x5 42= - + -   : f الدالة  (5)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(6-12) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

) عند: )f x x
x
9
2

2=
+

- +   : f نقاط انفصال الدالة  (6)

a  x = 3 b  x 3=-

c  x = 2 d لا يوجد نقاط انفصال 

) عند x تساوي: )f x x
x
1
4

2

2

=
-

-   : f نقاط انفصال الدالة  (7)

a  ,1 1-  b  ,2 2-  c  ,1 2  d  ,1 2- -

) تساوي: )g f x%^ h ) ، فإن:  ) :g x gx
x
3= - ) ، الدالة  )f x x 32= + ,x 0!  : f لتكن الدالة  (8)

a  
x

x x
3

4 18 272

2-
- +

^ h  b  x
x
32

2

-
 c  x

x 3
2

2 +  d  x
x
32

2

+

) تساوي: )f g x%^ h ) ، فإن:  ) , :g x gx x3 02 != + ) ، الدالة  )f x
x
x
3-

=   : f لتكن الدالة  (9)

a  x
x
3 3
2

- +  b  
x
x
3
3

-
+  c  ( )

x
x 32- +  d  x

x 32 +
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) يساوي: )f g 0%^ h ) فإن:  ) :g x gx 32= -  ، ( )f x x 72 +=  : f (10) لتكن الدالة

a  4 b  4-

c  1 d  1-

) تساوي: )f x x فيما يلي هي  2= x فإن الدالة المتصلة عند  2= (11) إذا كانت g دالة متصلة عند 

a  ( )g x  b  ( )g x
1

c  ( )g x
x 2-  d  ( )g x

x فإن a يمكن أن تساوي: 3= ) متصلة عند  )f x x a2= -  : f (12) إذا كانت الدالة

a  4 b  9

c  16 d  25
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نْ تمرَّ
1-7

şźŤƟ ƼƬƗ ƩŚƈţǇř
Continuity on an Interval

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

.ŠƴǀŞưƫř şźŤƠƫř ƼƬƗ ƾƬƿ ŚưƯ Šƫřŵ ƪƧ ƩŚƈţř ŽŹŵř ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) ( )f x x x2 32= + -  , ,2 5-6 @
(2) ( )f x x

x
5

7
2=
+

 , ,1 36 @
(3) ( )f x x

x
3

2 1
= -

+  , ,0 56 @

(4) ( )f x x x
x
5 4
3

2=
- +

- +  , ,2 6-6 @

(5) ( )
:

:

:

f x
x

x x
x

5 3

4 3 4

10 4

2 1 1=

- =-

- + -

- =

*  , ,3 4-6 @

)  ،  ادرس اتصال الدالة على مجالها. )
:

:
f x

x x

x x

4 7

4 7
9

2

G
=

- +

- +
* الدالة f معرفة كما يلي:    (6)

)  ،  ادرس اتصال الدالة على مجالها. )
:

:
f x

x x

x x

9 0

3 0
6

2

2

G+
=

+

* الدالة f معرفة كما يلي:    (7)

)  ،  ادرس اتصال الدالة على مجالها. )
:

:

:

f x
x x
x x
x x

1 2

7 2 4

7 4

3

2

1 1

G

H

=

- -

- -

-

Z

[

\

]]

]
الدالة f معرفة كما يلي:    (8)

)  ،  ادرس اتصال الدالة على مجالها. )
:

:

:

f x
x x

x x x
x x x

2 4

3 6 4 1

3 1

4

2

3 2

1

2

G

G=

+ -

+ - -

-

Z

[

\

]]

]]
الدالة f معرفة كما يلي:    (9)
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.ŚƸƠƿźƘţ ƩŚŬƯ ƼƬƗ ŠƬƈŤƯ Šƫřŵ ƪƧ Ʊƺƨţ ŦǀŰŝ a , b Ʈǀƣ Ŷūƹŏ ¬(10-11) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(10) ( )
:

:

:

f x
x x
x a x
b x

x 1

3 1

1

2 1

2=

-

+

=

Z

[

\

]]

]
 

(11) ( ) :

:

: 2

f x

x x

x b
x a

x

x x

2 1
1

2

2
1

1#

$

-

-
-

-=

Z

[

\

]]

]

0 , 46 D ثم ادرس اتصالها على @ f ) ، أوجد  )f x x x5 62= - + +  : f (12) لتكن الدالة

:ŚƸƫŚŬƯ ƼƬƗ ŠǀƫŚŤƫř ƩřƹŶƫř ƲƯ ƪƧ ƩŚƈţř ŽŹŵř ¬(13-14) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(13) ( )f x x8 2 2= -  (14) ( )f x x 12= -

.R  ƼƬƗ ŠǀƫŚŤƫř ƩřƹŶƫř ƲƯ ƪƧ ƩŚƈţř ŽŹŵř ¬(15-16) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(15) ( )f x x x3 223
= + -  (16) ( )f x x x3 4 12= + -

ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b إذا كانت f دالة متصلة على كل من [5 , 3] , (3 , 1] فإن f متصلة على [5 , 1]   (1)

a  b  x R! ) متصلة لكل قيم  )f x x x2= -  : f الدالة  (2)

a  b  2 , 2-6 ) متصلة على @ )f x x 42= -  : f الدالة  (3)

a  b  ( , )03- ) متصلة على  ) 2
2 3f x x
x
+
-

=  : f الدالة  (4)

a  b ) فقط  , )23- ) متصلة على  ) 2
1f x x

x
-
+

=  : f الدالة  (5)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(6-11) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

: f  فإن الدالة ( )f x x
x
4
1

= -
+  : f لتكن الدالة  (6)

, 43-^ b متصلة على @  ,x x1 4=- = a لها نقطتي انفصال عند كل من   

d ليس أي مما سبق    ( , ( ), ) ,4 4 33- c متصلة على كلٍ من   
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2, فإن: 3-6 إذا كانت f دالة متصلة على @  (7)

a  ( ) ( )lim limf x f x
2 3x x

=
" "- -+

 b  ( ) (3)flim f x
2x

=
"- +

c  ( ) ( )f flim x 2
2x

= -
"- +

 d  ( ) ( )f flim x 2
3x

= -
" -

) متصلة على: )f x
x
x
25

2 1
2=
-

-  : f الدالة  (8)

a  , 2
1

3-` B b  ,5 3^ h
c  R  d  , 55-^ h

، فإن f دالة متصلة على: ( )

:

:

: ,

f x

x

x x

x
x x x

2
5

3

2
16

3 0

2
4

0 2

2

2

1 1

!

G

H

+
=

-

-

-
-

Z

[

\

]
]]

]
]]

 : f لتكن  (9)

a  ,3 3-^ h b  , 23-^ h
c  , 03-^ @ d  , 33- -^ @

R إذا كان: ) متصلة على  )
:

:

:

f x
x
x m x
x n x
m x

2
3

1

1

2 1

1

2=

-
+

+

=

Z

[

\

]]

]]
  : f الدالة   (10)

a  ,m n1 3=- =  b  ,m n1 3= =-

c  ,m n1 3=- =-  d  ,m n1 3= =

) متصلة على: )
:

:g x
x x
x
x x

3 1
1
1

1
2

2

#
= -

-*  : g الدالة  (11)

a  ( , ] , ( , )1 13 3-  b  ( , ) , [ , )1 13 3-

c  ( , )3 3-  d  ( , ]33-
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Ƽƫƹǃř şŶůƺƫř ŹŚŞŤųř

.šŚƿŚƸƴƫř Ŷūƹŏ ¬(1-11) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) lim x x2 13 2

2x
- +

"-
^ h (2) lim x x

x
3 2 5

1
2

2

x - +

+

" 3-
c m (3) lim x1 2

4x
-

"-

(4) lim x
x2
1

2
1

x 0
+
-

"
 (5) sinlim x

x
4
2

x 0"
 (6) csc

csclim x x
x x 1

x 0

+

"

(7) lim x x22
x 1

- +
"

 (8) lim x
x
5

9 2
5x -

- -

"
 (9) lim x

x
1
13

x 1 +
+

"-

(10) lim x x
x x8
7 12

15
2

2

x 3 - +

- +

"
 (11) cos

sinlim x x
x x

x +
+

"3

( )f x x
x x

4
5 6
2

2

=
-

- +   : f (12)  لتكن الدالة

,x x2 2= =- ) غير متصلة عند  )f x بينّ أن   (a)  

x 2= أعد تعريف الدالة f بحيث تصبح متصلة عند   (b)  

. f  ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴưƫ Šǀſŏźƫř šŚŝŹŚƤưƫř Ŷūƹŏ ¬(13, 14) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(13) ( )f x x
x
2
3

= +
+  (14) ( )f x x x

x
2
1

2=
+

-^ h

( )

,

,

,

,

,

f x

x

x x

x

x x

x

1 1
1 0

1 0
0 1

1 1

1 1

1 1

#

$

=

-

- -

=

-

Z

[

\

]
]
]

]
]]

  : f (15)  لتكن الدالة

 , ,( ) ( ) ( )lim lim limf x f x f x
x x x1 10" " "-

أوجد إن أمكن:    (a)  

x؟ فسّر إجابتك. 1=   ،  x 0=   ،  x 1=- هل f متصّلة عند كل من   (b)  
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:šŶūƹ Ʊœ ŠÚ ƫřŶƬƫ ƩŚƈţǇř ƭŶƗ ƍŚƤƳ Ɩǀưū Ŷūƹŏ ¬(16, 17) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(16) ( )f x x
x
4
1
2=

-

+

(17) ( )g x x3 23= +

.Šǀſŏźƫř šŚŝŹŚƤưƫřƹ ƾƤƟǃř śŹŚƤưƫř Ŷūƹŏ ¬(18, 19) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(18) ( )f x x x
x
2 1
2 1
2=
- +

+

(19) ( )f x x x
x x

2
2 5 1

2

2

=
+

+ -

.ŠƬƈŤƯ f ŠƫřŶƫř ƪƘŬţ ƾŤƫř k Šưǀƣ Ŷūƹŏ ¬(20, 21) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(20) ( ) ,

,
f x x

x x x
k x

3
2 15

3

3

2

!
= -

+ -

=
*

(21) ( ) ,

,

sin
f x x

x x
k x
2 0

0

!
=

=
*

) أوجد: ) :g x gx 52= -  ، ( )f x x 52 +=  : f لتكن  (22)

(a) ( )( )g f x%  (b) ( )( )g f 0%

(c) ( )( )f g x%  (d) ( )( )f g 0%

) ، ادرس اتصال الدالة على مجالها. )

:

:

:

f x

x
x x

x
x x

1 2

21
2 15

15
225

15

5

2

2

1

2

1

G

=
+

-
-

Z

[

\

]]

]]

 : f لتكن  (23)
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Šǀŗřźŧœ ƲƿŹŚưţ

( )f x x3 2= -  : f لتكن  (1)

( )lim f x f 2 2
x 2

= =
"
^ h بينّ أن:   

, ,( ) ( ) ( )lim lim limf x g x x
x x xb b b" " "

f g:^ h في كلٍّ مما يلي أوجد:    (2)

(a) ( ) , ( ) ,f x x g x x b1
0= = =

(b) ( ) , ( ) ,f x x g x x b2
4 03
3= - = =

(c) ( ) , ( ) ,f x x g x x b2
3 2 23

=
-

= - =^ h
(d) ( ) , ( ) ,f x

x
g x x b

3
5 3 34

3
=

-
= - =^ ^h h

. ,a b6 لتكن f دالة متصلة ولا تساوي الصفر على الفترة @  (3)

,x a bd 6 ) لكل @ )f x 01 x, أو  a bd 6 ) لكل @ )f x 02 بينّ أن دائمًا   

f هي كذلك أيضًا. بينّ أنه إذا كانت الدالة f متصلة على فترة ما فإن الدالة   (4)

1
( )

,

,
f x

x x x
x x x

4

2 2 1

3

2

1

$
=

-

- -
)  : f لتكن الدالة  (5)

x 1= (a) أوجد النهاية لجهة اليمين والنهاية لجهة اليسار لـ f عند   

x؟ إذا كان كذلك فما هي تلك النهاية؟ وإذا لم يكن كذلك فبينّ السبب. 1" (b) هل f لها نهاية عندما   

x؟ 1= (c) هل f متصلة عند   

 ( )g x x 43= -  ، ( )f x x2 1= + لنأخذ الدالتين g ، f حيث إن:   (6)

g f%  ، f g% (a) حدّد مجال:   

( )g f x%^ h  ، ( )xf g%^ h (b) أوجد:   

( )lim g f x
x

%
" 3-
^ h  ، ( )lim f g x

x
%

"3
^ h (c) أوجد:   

.a , b فأوجد قيم  lim
x x

ax bx
4 5

5
1

82

2

x - +

+ -
= -

" 3-
(7) إذا كانت: 
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( )g x x 1
1
2=
-

  ،  ( )f x x 32= - لتكن g ، f دالتين:   (8)

g. هل يمكن التخلص من هذا الانفصال؟ اشرح. f% أوجد نقاط انفصال الدالة   

،R ) معرفة على  )f x x 12= + لتكن f , g دالتين:   (9)

, ,x 2 2d ,3 3- -^ ^h h معرفة لكل ( )g x
x 4
2
2=
-

  

f g% أوجد نقاط انفصال:   (a)  

f g% أوجد المقارب الأفقي والمقاربات الرأسية لمنحنى الدالة   (b)  

)  ، ادرس اتصال الدالة على مجالها. )

:

:

:

f x

x
x x

x
x x

5 4

4

324
18

5
9

18

18

2

2

1

2

G

G=
+

-
-

Z

[

\

]]

]]

  : f لتكن الدالة  (10)

:ŠƿŚƸƴƫř Ŷūƹŏ (11-16) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(11) lim x x
x
5 6
4

2

2

2x - +

-

"
 (12) lim

x
x
4
2

22x -

-

" +

(13) lim h
x h x3 3

0h

+ -

"

^ h  (14) lim x x
x x
4 3
3 2

2

2

1x + +

+ +

"-

(15) lim x
x x

10
14 5 27

4

3

x +

- +
" 3+

 (16) lim x
x x
7 6

2 12 5
2

4 2

x +

+ +
" 3-

( )
,

,
f x

x x
x x

0

1 0

2

#
=

+
(   :f (17) لتكن الدالة

. f ارسم منحنى الدالة  (a)  

. ( )lim f x
0x"

 ، lim
0x" +
( )f x  ، ( )lim f x

0x" -
أوجد:   (b)  

(18) بينّ في كل دالة مما يلي نقاط الانفصال وابحث إذا كان بالإمكان التخلص منه:

(a) ( )f x x
x x

2
3 102

=
+

- +  (b) ( )
,

,

,

f x
x x

x x
x x

4 3

2 0 3

1 0

2

1 1

#

=

- +

-

-

*
(c) ( )f x x x

x
5 6
4

2

2

=
- +

-  (d) ( )f x
x
x
3 2
1

2=
+ -

-
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نْ تمرَّ
2-1

ŽŚưưƫř ƍƺƐųƹ źǀƜŤƫř šǇŶƘƯ

Rates of Change and Tangent Lines

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

:ŠƴǀŞưƫř ƍŚƤƴƫř ŶƴƗ ƾƬƿ ŚưƯ ÚƪƧ ƾƟ ŽŚưưƫř ƪǀƯ Ŷūƹŏ ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) =( ) ,f x x x1
1 2
-

=

(2) ( ) ,f x x x x4 12= - =

(3) ,( )f x
x xx 3
2 2=
-
+

=

(4) ( ) ,f x x x4 12= - =

( )f x = x
2  : f  لتكن الدالة  (5)

.a 0! x حيث  a= أوجد ميل المماس لمنحنى f عند   (a)  

.a ّيرƜعندما تت x a= Ƈ .ŶƣŚƳ źǀƨƠţف ماذا يحدť للمماس عند   (b)  

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  ( ) ( )
h

f c h f c+ - , هو  ( )c f c^ h عند النقطة f ميل مماس منحنى الدالة  (1)

a  b  ( ) ( )d t h d t+ -
v h=

1 1 السرعة المتوسطة لجسيم متحرƥ على خط مستقيم هي:   (2)

a  b x هو 4  2=- ) عند  )f x x2=  : f ميل مماس منحنى الدالة  (3)

a  b x هو 2  2=- ) عند  )f x x=  : f ميل مماس منحنى الدالة  (4)

a  b 1, مواŻياً لمحور السينات.  4-^ h عند النقطة ( )f x 4=  : f يكون مماس منحنى الدالة  (5)
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.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(6-7) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

x هو: 2= ) عند  )xf x9 2= -  : f ميل مماس منحنى الدالة  (6)

a  -5 b  -4 c  4 d  5

Đا هي: ) فإن النقطة التي يكون مماس المنحنى عندها أفقي )xf x x 342= - +   : f ليكن منحنى الدالة  (7)

a  ,3 0^ h b  ,1 0^ h c  ,2 1-^ h d  ,1 2-^ h
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نْ تمرَّ
2-2

ŠƤŤƄưƫř

The Derivative

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

x 3= ) عند  )f x x
3

=   : f ّلإيجاد مشتقّة الدالة ( ) ( )
limf a h

f a h f a
0h

=
+ -

"
'

^ h استخدƭ التعريف:   (1)

x 1= ) عند  )f x x2 3=    : f  ّلإيجاد مشتقّة الدالة ( ) ( ) ( )
limf a x a

f x f a
x a

= -
-

"
' استخدƭ التعريف:   (2)

x 1= x، لكن ليس لها مشتقة عند  1= بينّ أن الدالة f لها مشتقة لجهة اليمين ومشتقة لجهة اليسار عند   (3)

( )
,

,
f x

x x
x x

1

1

3

2

#
= )

( )
:

:
f x

x x x
x x
2 1

4 1 1

2

2

#
=

+

-
)  : f لتكن  (4)

.x 1= ابحث قابلية اشتقاơ الدالة f عند   

. ( )f x x 3= -  : f لتكن الدالة  (5)

x ولكنها غير قابلة للاشتقاơ عندها. 3= بينّ أن الدالة f متصلة عند   

. ( )
:

:

:

f x
x
x
x

0 0

0

0

1

2

1

2

= =*  : f لتكن الدالة  (6)

.x 0= بينّ أن الدالةّ f غير قابلة للاشتقاơ عند   

. ( )g 0' . أوجد  ( )
,

,
g x

x x
x x
1 0

2 1 0

2

2

#
=

+

+

^ h)  : g لتكن الدالة  (7)

. ( )f 2' . أوجد  ( )
:

:
f x

x x
x x

2

24 4

2

2

#
=

-
)  : f لتكن الدالة  (8)

. k فأوجد قيمة ،x 1= . قابلة للاشتقاơ عند  ( )
,

,
f x

x x
x k x

1

3 1

3

2

#
=

+
)  : f لتكن الدالة  (9)

) حيث a, b ثابتان. )f x
x x

ax bx x
3 1

12

1

$
=

-

+
(  : f  لتكن الدالة  (10)

إذا كانت f متصلة لكل قيم x، فما العلاقة بين a وb؟  (a)  

.ơمتصلة وقابلة للاشتقا f التي تجعل a, b أوجد القيم الوحيدة لكل من  (b)  
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ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-6) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  . ( )f x 3=l ) فإن  )f x x3 12= -  : f إذا كانت  (1)

a  b  . x R6 !  ơغير قابلة للاشتقا ( )f x x x=  : f الدالة  (2)

a  b -1 فقط.  ) غير قابلة للاشتقاơ عندما x تساوي  )f x x x
x
4 5
83

2=
- -

-  : f إن الدالة  (3)

a  b  .x 4= ) قابلة للاشتقاơ عند  )
:

:
f x

x x
x x
2 1 4

9 42

1

2
=

-

-
(  : f الدالة  (4)

a  b  . ,3 2-6 إن الدالة f  ذات الرسم البياني أدناه قابلة للاشتقاơ على الفترة @  (5)

1

1

-1
-1

-2

-2

-3 2

2

3

y

x

( )y f x=

:D x3 2# #-

,3 3-6 f ذات الرسم البياني أدناه هي متصلة على الفترة @ إن الدالة   (6)

a  b  x 0= ولكن غير قابلة للاشتقاơ عند   

1

1-1
-1

-2

-2

-3 2 3

y

x

( )y f x= :D x3 3# #-

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(7-12) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

x والسبب هو: 0= ) ليست قابلة للاشتقاơ عند  )f x x x 22= + +  : f إن الدالة  (7)

a ناب

b ركن

c مماس عمودي

d غير متصلة
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x f= تكون الدالة f ذات الرسم البياني أدناه غير قابلة للاشتقاơ عند كل   (8)

y

x1

1

-1-2(-4,0)

(1, -2) (4, -2)

(0, 2)

2

4

3

3

4

2

5 6

( )y f x=

a  0 , 1 , 2 2
1  b  ,2 2- +

c  4 , 0 , 1 , 4-  d  ,1 4

x فيما يلي هي: 3= الدالة f القابلة للاشتقاơ عند   (9)

a  ( ) x
xf x 3
1

=
-
+  b  x3 -

c  
:

:

x x
x

1 3

1 3

3

2

G-(  d  x 23 +

f هو: ) فإن مجال ' )f x x
x
4
2

2=
-

- إذا كانت   (10)

a  ,2 2R - -" , b  2R - -" ,
c  2R - " , d  ,2 2R - -^ h

1-1-2

1

2

2

P(0, 0)

y

x

y x2=
y x=

( )y f x=

   : P في الشكل المقابل، عند النقطة  (11)

a المشتقة جهة اليسار موجبة.  

b المشتقة جهة اليمين سالبة.  

.ơشتقاǉالدالة قابلة ل c  

d ليس أيّ مما سبق.  

P(1, 2)

1-1-2-3

1

2

2
3

4
y

x

y x2=y 2=

( )y f x=

 : P في الشكل المقابل، عند النقطة  (12)

a  + ( )f 11 ='  

b  ( )f 1 0=
-
'  

c  ( )f 1 2=
-
'  

 d  ơقابلة للاشتقا f 
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نْ تمرَّ
2-3

ơŚƤŤƃǇř ŶƗřƺƣ

Rules of Differentiation

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

dx
dy  :Ŷūƹŏ ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) y x x3

3

= -  (2) y x2 1= +

(3) y x x x7 2 154 3 2= - + +  (4) y x x4 8 12= - +-

: ( )f x'  Ŷūƹŏ ¬(5-6) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(5) ( ) x x x xf x 5 6 2 122 3= - + + +^ ^h h (6) ( )f x x x2 4 5 25= + -^ ^h h
: dx
dy y، أوجد  x

x 32

=
+ لتكن   (7)

باستخداƭ قاعدة القسمة.  (a)  

.ơالاشتقا Ōأوّلاً ثم إجرا ƭبقسمة حدود البسط على المقا  (b)  

:
dx
dy  Ŷūƹŏ ¬(8-9) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(8) y x
x
1

2

3=
-

 (9) y
x
x
1
1

=
+

-

x، وأنّ 0= بفرض أنّ u , v دالتّان في x وقابلتان للاشتقاơ عند   (10)

( )v 0 2='    ,   ( )v 0 1=-    ,   ( )u 0 3=-'    ,   ( )u 0 5=  

x 0= أوجد قيم المشتقّات التالية عند   

(a) ( ) 'uv  (b) '
v
u` j  (c) '

u
v` j  (d) 'v u7 2-^ h

y عند النقطة (2 , 1). x x3= + أوجد معادلة المماس للمنحنى   (11)

y عند النقطة  x3= أوجد الأجżاŌ المقطوعة من محوري السينات والصادات بواسطة مماس منحنى الدالة   (12)
. ,2 8- -^ h

y عند النقطة (1 , 2). x4
8
2=

+
أوجد معادلة المماس ومعادلة العمودي (الناƓم) لمنحنى الدالة   (13)

) وعينّ مجالها. )f x' . أوجد  ( ) :

:
f x

x x x

x x

4 2

4 22 1

H
=

-

-
*  : f لتكن الدالة  (14)
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ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  dx
dy

2=- xy فإن  32=- + إذا كانت   (1)

a  b  dx
dy

x x3 122 += + y فإن  x x x3 3

3 2

= + + إذا كانت   (2)

a  b  dx
dy x

x
12 11
3 2 2

=
-

+^ h y فإن  x
x
3 2
2 5

=
-
+ إذا كانت   (3)

a  b  dx
dy

x
3
4= y فإن  x

x x x1 1
3

2

=
- + +^ ^h h إذا كانت   (4)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(5-16) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

dx تساوي:
dy y فإن  x x x1 2 3= - + - إذا كانت   (5)

a  x x1 2 3 2- + -  b  x2 3-  c  x6 2- +  d  x1 -

) تساوي: )f x' ) فإن  ) x xf x 5 33 5= - إذا كانت   (6)

a  x x20 60 3+  b  x x1515 2 4-  c  x x30 30 4-  d  x x30 60 3-

dx تساوي:
dy

1x=
y فإن  x

x x5 1
2

2

=
+ - إذا كانت   (7)

a  2
7-  b  3-  c  3 d  2

7

x يساوي: 3= y عند  x x52= + ميل مماس منحنى   (8)

(a) 24 (b) 2
5
-  (c) 11 (d) 8

x هو: 2=- ) عند  )x xf 2
=   : f ميل مماس منحنى الدالة  (9)

a  1-  b  1
2-  c  12  d  1

x هو: 0= ) عند  ) 1
1x xf
-
-

=   : f (10) ميل مماس منحنى الدالة

a  1-  b  0 c  1 d  2

) مماس رأسي معادلته: )f x x 13= -  : f (11) للدالة

a  x 0=  b  y 0=  c  x 1=  d  y 1=
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y عند النقطة (3 , 2) هي: x x3 13= - + ميل الناƓم لمنحنى الدالة   (12)

a  9 b  3 c  3
1
-  d  9

1-

y التي يكون المماس عندها مواŻياً لمحور السينات  x x x2 3 12 203 2= - - + النقاط على منحنى الدالة   (13)
هي:

a  ( , )1 27-  b  (2 , 0)

c  (2 ,0) , ( 1,27)-  d  ( , ) , ( , )1 27 0 20-

f هو: ) فإن مجال ' )
:

:
f x

x x x
x x
2 1

4 1 1

2

1

H
=

+

-
)  : f لتكن الدالة  (14)

a  1" , b  1R - " ,
c  ,1 3h6  d  R

x هي: 3= ) عند  ) :f x fx x2 13 22= - + إن معادلة المماس لمنحنى الدالة   (15)

a  y x 16= -  b  y x 16=- +

c  y x 13=- -  d  y x 16=- -

) عند النقطة P على منحنى الدالة f فإن: )f 2 5='  ، ( )f 2 3= إذا كانت   (16)

y x5 7= + a معادلة خط المماس:   

5
1y x 7=- + b معادلة الخط العمودي (الناƓم):   

5
1

5
1y x 7

=- + c معادلة الخط العمودي (الناƓم):   

5y x 3= + d معادلة خط المماس:   
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نْ تمرَّ
2-4

ŠÚǀŨÚƬŨưƫř ƩřƹŶƫř šŚÚƤŤƄƯ

Derivatives of Trigonometric Functions

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

dx
dy  Ŷūƹŏ ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) sin tany x x2= -  (2) siny x x4 2= -

(3) cot
coty x

x
1= +

 (4) sin
cosy x

x
1= +

. πx 4= x عند 
xtany = أوجد مشتقة الدالة   (5)

x 0= cosy له مماس أفقيّ عند  x=  , cosy x
1

= أثبت أن منحنى كل من الدالتين   (6)

,πP 4 4` j أوجد معادلة المماس لمنحنى الدالة عند ، sin coty x x1
2

= + + لتكن:   (7)

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  sindx
dy

x1= + cosy فإن  x x1= + - إذا كانت   (1)

a  b  
cos xdx

dy 4
2=- cosy فإن  x

4
= إذا كانت   (2)

a  b πx هو 1  = siny عند  3= +x ميل المماس لمنحنى الدالة   (3)

a  b coty ليست لهما مماسات أفقية.  = x xtany ومنحنى الدالة  = إن منحنى الدالة   (4)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(5-9) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

dx تساوي:
dy siny فإن  x x1 5= + إذا كانت   (5)

a  - cosx x1 52 -  b  cosx x1 52 +

c  - cosx x1 52 +  d  cosx x1 52 -

) يساوي: )f 0' ) فإن  ) tanx x xf x 3= + إذا كانت   (6)

a  3-  b  0 c  1 d  3
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dx تساوي:
dy cosy فإن  x

x
1= +

إذا كانت   (7)

a  
cos
sin

x
x x
1 2-
+^ h  b  

cos
sincos
x

x x x
1

1
2

+

+ -^ h
c  

cos
cos sin

x
x x x

1
1

2+

+ -  d  
cos

cos sin
x

x x x
1

1
2

+

+ +^ h
2, هي: 0π` j عند النقطة cosy x2= معادلة المستقيم العمودي على المماس لبيان الدالة   (8)

a  y x
42
π

= -  b  y x
2 4

π
=- +

c  y x
2 4

π
= +  d  y x

2 4
π

=- -

siny فإن 'y تساوي: x
1

= إذا كانت   (9)

a  cot cscx x:  b  cos x

c  co csct x x:-  d  cos x-
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نْ تمرَّ
2-5

ŠƬƀƬƀƫř şŶƗŚƣ

Chain Rule

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

. ( )'f g x%^ h  Ŷūƹŏ ¬(1-3) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) ( ) , ( )f x x g x x2 1 3 2= + =  (2) ( ) , ( )f x x
x g x x1 12=
-

= +

(3) ( ) , ( )f x x g x x5 12 15= - =

. x Éƫ şŚƐƘưƫř ƮǀƤƫř ŶƴƗ 'f g%^ h  Ŷūƹŏ ¬(4-6) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(4) ( ) , ( ) ,f x x xx g x1 15= + = =

(5) ( ) , ( ) ,
cos

f x x g x x xx
1 1

4π2= + = =

(6) ( ) , ( ) ,f x x xx g x x2
1

10 12
2=

+
= + + x 0=

dx باستخداƭ قاعدة التسلسل.
dy أوجد   (7)

(a) ,cosy u u x6 2= = +  (b) ,y u u x5 4 3 123= + = +

sin coss t t2
3

4
7π π

= +a `k j حيث ، dt
ds أوجد   (8)

dx
dy  Ŷūƹŏ ¬(9-15) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(9) tany x x2 3= -^ h (10) siny x3 1= +^ h (11) tan secy x x 2= +^ h
(12) y x

x
1
1 2

=
+
-a k  (13) y x1 6 3

2
= -^ h  (14) y

x
x
1 2=
+

(15) siny x3 22= -^ h
:Ŷūƹŏ ¬(16-17) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

.ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴƯ ƼƬƗ ŽŚưưƫř ŠƫŵŚƘƯ  (a)

.ƾƬƿ ŚưƯ Šƫřŵ ƪƧ ƼƴŰƴƯ ƼƬƗ şŚƐƘưƫř ƍŚƤƴƫř ƾƟ ŽŚưưƫř ƼƬƗ ÚƽŵƺưƘƫř ƎŴƫř ŠƫŵŚƘƯ  (b)

(16) ( ) ,,f x x 5 2 32= + ^ h عند

(17)  ( ) , ,g x x 1 0 13 8
= +^ ^h h عند
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ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  sindx
dy

x33= ^ h فإن cosy x3= ^ h إذا كانت  (1)

a  b  
x xcscdx

dy 210
2

2= a k فإن coty x
25= ` j إذا كانت  (2)

a  b  dx
dy

x x
x

2 1
2
11

=- + +
-^ ch m فإن y x 2

= +
-

x^ h إذا كانت   (3)

a  b  sindt
d ts 3 2 3π
= -` j 2 فإن 3tcoss π

-= ` j إذا كانت  (4)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(5-9) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

dx تساوي:
dy x فإن  xsin cosy 5 3= -- إذا كانت   (5)

a  sin cos cos sinx x x x5 36 2--  b  sin cos cos sinx x x x5 36 2+-

c  sin cos cos sinx x x x5 36 2- --  d  sin cos cos sinx x x x5 36 2- +-

dx تساوي:
dy y فإن 

x2 1
3

=
+

إذا كانت   (6)

a  x3 2 1 2
3

+
-^ h  b  x3 2 1 2

3
- +

-^ h
c  x3 2 1 2

1
- +

-^ h  d  x3 2 1 1
+

-^ h
dt تساوي:

ds sin فإن  coss t t3
4 3 5

4 5π π= + إذا كانت   (7)

a  sin cost t4 3 4 5π π-  b  cos sint t4 3 4 5π π+

c  cos sint t4 3 4 3π π-  d  cos sint t4 3 4 5π π-

d تساوي:
dr
θ ) فإن  )tanr 2 θ= - إذا كانت   (8)

a  ( )sec 22 θ-  b  ( )sec 22 θ- -

c  ( )sec 22 θ +  d  ( )sec 2 θ-

x تساوي: 1=+ ' عند  ( )f g x%^ h ) فإن  )u g x x5= = ) و ) cotf u u
10
π

= إذا كانت   (9)

a  4
3π  b  4

π

c  4
π
-  d  4

3π
-
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نْ تمرَّ
2-6

ƾƴưƌƫř ơŚƤŤƃǇřƹ ŚǀƬƘƫř Ŝţźƫř šřŷ šŚƤŤƄưƫř

Higher Order Derivatives And Implicit Differentiation

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

dx

d y
3

3

 ¬ 
dx

d y
2

2

 ¬ dx
dy    :Ŷūƹŏ ¬(1-6) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) y x x x x2 34 3 2= - + -  (2) y x x x 12 435=- + - +

(3) y x 2
3

=
-

 (4) y xsin2=

(5) y xcos4=  (6) siny x2=

dx

d y
2

2

 ¬ dx
dy   :Ŷūƹŏ ¬(7-9) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(7) y x x 242 2= + +  (8) y xy4 32 - = -

(9) x y 43
2

3
2

+ =

 ƼƬƗ şŚƐƘƯ ŠƐƤƳ ƪƧ ŶƴƗ ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴƯ ƼƬƗ ŽŚưưƫř ƼƬƗ ÚƽŵƺưƘƫř ÚƎŴƫř ŠƫŵŚƘƯƹ ŽŚưưƫř ŠƫŵŚƘƯ Ŷūƹŏ ¬(10-12) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
.ƼƴŰƴưƫř řŸƷ

(10) , ,x xy y2 7 2 32 2+ - = ^ h 
(11) , ,x xy y y6 3 7 6 1 02 02 3+ - - - = -^ h 
(12) , ,sinxy y2 2 1 2π π π

+ = ` j 
. '' siny y x- = sin حيث  cosy A x B x= + أوجد A , B في:    (13)

. ( , )A 0 1 tan واكتب معادلة المماس على منحنى الدالة عند 
cos

y x
x

1= + dx حيث 
dy أوجد   (14)

( )f x
x
1

= إذا كانت   (15)

( ) ( )x f x f x4 3 02 - ='' فأثبت أن:   

( )f x x1
1
2=

-
إذا كانت   (16)

( ) ( ) ( )x f x xf x f x1 6 6 02- - - ='' ''' '^ h فأثبت أن:   
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ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-3) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  
dx
d y

x22

2

= - y فإن:  x x x3 2

3 2

=
-

+ + إذا كان:   (1)

a  b  dx
d y

x183

3

= - y فإن:  x x x3 3
4 2 4

24

=
-

- + إذا كان:   (2)

a  b  y x4 9= - 2, هي:  1-^ h عند النقطة x y x y 72 2 2- - = معادلة المماس لمنحنى:   (3)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ ƩřŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(4-7) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

) تساوي: )f x'' x فإن:  xf 1 6 3
2

= +^ ^h h إذا كانت:   (4)

a  x8
27 1 6

3
4

+
-^ h  b  x8 1 6 3

4
+

-^ h
c  x8 1 6 3

4
- +

-^ h  d  x64 1 6 3
4

- +
-^ h

) تساوي: )f x( )4 f فإن:  x x
x
3 2
2 1

= +
+^ h إذا كانت:   (5)

a  x24 3 2 5
+

-^ h  b  x24 3 2 5
- +

-^ h
c  x648 3 2 5

+
-^ h  d  x648 3 2 5

- +
-^ h

x هو: y xy2 72 2- - =- A, على منحنى:  3 2^ h عند النقطة (مƓالنا) ميل الخطّ العمودي على المماس  (6)

a  5-  b  5
1

-

c  15  d  5

x هي: y xy2 032 2- + = A, على منحنى:  1 1^ h ميل المماس عند النقطة  (7)

a  1-  b  0

c  1 d  2
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. ÚƩřƹŶƫř šŚÚƤŤƄƯ Ŷūƹŏ ¬(1-9) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) y x x x8
1

4
15 2= - +  (2) y x x3 7 33 7= - +

(3) sin cosy x x2=  (4) y x
x
2 1
2 1

=
-
+

(5) coss t1 2= -^ h (6) cots t
2

=

(7) y x
x

1 1
= + +  (8) y x x2 1= +

(9) 
sin

y x
x
5

2

= ^ h
:ŠƫŵŚƘƯ ŠƴÚǀŞưƫř ŠƐƤƴƫř ŶƴƗ Ŷūƹŏ ¬(10-11) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

.ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴưƫ ŽŚưưƫř  (a)

.(ƮƓŚƴƫř) ŽŚưưƫř ƼƬƗ ÚƽŵƺưƘƫř ÚƎŴƫř  (b)

(10)  ,y x x x2 32= - =

(11)  ,cot siny x x x4 2
2
π

= + - =

,

,
f x

x x
x x

0 1

2 1 21

# #

#
=

-
^ h (  : f لتكن  (12)

x 1= بينّ أن الدالة f  غير قابلة للاشتقاơ عند   

dx

d y
3

3

 ¬ 
dx

d y
2

2

 ¬ dx
dy   :Ŷūƹŏ ¬(13-16) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(13) y x x x3 5 24 2= - +  (14) siny x3=

(15) cosy x22=  (16) x x xy 3 5 2= - -^ ^h h
dx
dy   :Ŷūƹŏ ¬(17-18) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(17) x y y3 42 2- + =  (18) x xy x y2 3 02 2+ + - =

 x xy2 32 + = أوجد معادلة المماس ومعادلة الخطّ العمودي على المماس (الناƓم) على منحنى الدالة:   (19)
A, على هذا المنحنى. 1 1^ h  عند النقطة

ŠǀƳŚŨƫř şŶůƺƫř ŹŚŞŤųř
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) عند نقاط تقاƏع المنحنى مع محور السينات. )f x x x5 62=- + -  :f أوجد ميل المماس على منحنى الدالة  (1)

.(m) بالأمتار Sو (s) الوقت بالثواني t حيث ( )S t t t33 2= - يتحرƥ جسيم على خط مستقيم بمعادلة:   (2)

. t 2= أوجد السرعة المتجهة لهذا الجسيم والعجلة عند   

y
x

x
4 2

2

=
-

، حيث  dx
dy أوجد   (3)

x عند نقطة تقاƏع المنحنى مع محور الصادات. y y42= - أوجد ميل المماس على منحنى الدالة:   (4)

.u x 223= + y و u
u
1
1

2

2

=
+

- ، حيث  dx
dy أوجد   (5)

النقطة  عند   sin cosx y y x2 2= الدالة:  منحنى  على  العمودي  الخطّ  ومعادلة  المماس  معادلة  أوجد   (6)
A, على هذا المنحنى. 4 2

π π` j
 ơمتصلة وقابلة للاشتقا ( )

,

,cos
g x

x b x
x x

0

0

<

$
=

+( ƮƬƘŤƬƫ ŜŤƧř. هل هناƥ قيمة للثابت b تجعل الدالة التالية:   (7)
x؟ أعط أسباباً لإجابتك. 0= عند 

sin، ثم استخدƭ المتطابقة x2 sin لإيجاد مشتقّة  sin cosx x x2 2= استخدƭ المتطابقة   (8)

.cos x2 cos للتعبير عن هذه المشتقة بدلالة  cos sinx x x2 2 2= -  

في  الرمال  على  السيارات   ơسبا في  المتبارين  أحد   ƥيشار  (9)
40 عن النقطة  km وتبعد ơهي نقطة الانطلا A حيث ،Ōالصحرا

.D ول هي على الطريق المعبدة عندƇونقطة الو ،B

 45 km سرعة  بمعدل  سيارته  قيادة  المتباري  هــذا  يستطيع   
المعبدة الطريق  على   75 km سرعة  وبمعدل  الــرمــال  على 
إلى وƇل  إذا  الكبيرة  الجائżة  ينال   Ɲوسو الصورة)،  (انƔر 
Żفي وقت لا يتجاو B 50 عن الموقع km الذي يبعد D الموقع

هذه  تحليل  على  المتباري  هذا  مساعدة  المطلوب  دقيقة.   85
المسألة وإيجاد أقل وقت ممكن لهذه الرحلة.

هل سيربح الجائżة؟  

Šǀŗřźŧœ ƲƿŹŚưţ

C DxB

A

şŹŚǀſ

ƩƺƇƺƫř ŠƐƤƳ

ŠǀƬƯŹ ƢƿźƏ

şŶŞƘƯ ƢƿźƏ

ơǈƐƳǇř ŠƐƤƳ

ƩƺƇƺƫř ŠƐƤƳ

40 km
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x xy y5 82 5+ + = dx من 
dy استخدƭ الاشتقاơ الضمني لتجد   (10)

 xy x y2 43 5- - = 1, على منحنى:  4-^ h استخدƭ الاشتقاơ الضمني لتجد ميل المماس عند النقطة   (11)
واكتب معادلة للخط العمودي على المماس على المنحنى عند النقطة المعطاة.

أثبتت إحدƻ الدراسات في إحدƻ الضواحي الصناعية أن متوسط الانبعاť اليومي لأول أكسيد الكربون   (12)
 ،Ɲلاǁبا السكان  عدد  هو   p حيث  مليون،  من   Ōżج  .C P p0 5 172= +] g بالقانون:  نمذجتة  يمكن 
.ƅالأشخا ƝلاŎب . .p t t0 1 3 12= +] g ويقدر عدد السكان انطلاقاً من هذه السنة بدلالة t سنة بالقانون: 

ر. ĵن؟ فسǁاً من اŌبعد 3 سنوات بد t ير أول أكسيد الكربون مع الوقتƜما معدل ت  (a)  

8، فما معدل تƜير أول أكسيد الكربون مع الوقت t في  (b)  إذا تżايد عدد السكان مع الوقت إلى 000  
السنوات القادمة بدŌً ا من اǁن؟ فسّر.

,1 12^ h التي تمرّ بالنقطة ( )f x x9 2= - šŚſŚưưƫř ŵŚŬƿœ. أوجد معادلات جميع المماسات لمنحنى الدالة   (13)
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نْ تمرَّ
3-1

ƩřƹŶƬƫ (ƻźƜƈƫř/ƼưƔƘƫř) ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫř

Extreme Values of Functions

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

.ƻƺƈƣ Ʈǀƣ ŚƷŶƴƗ Ŷūƺţ ƾŤƫř ƍŚƤƴƫř Ŷūƹŏ ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(1) y

x
0 2

5
(2) y

x

2

1
-1

-3

(1, 2)

 ŚƸƴƯ ŚĐƿŏƹ ƾƬƿ ŚưǀƟ ŚƸƳŚǀŝ ŮƋƺưƫř ƩřƹŶƬƫ ŠƤƬƐưƫř ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫř ƻŶůœ ŚƷŶƴƗ ƖƤţ Ŷƣ ƾŤƫř x Šưǀƣ ŵ ÚŶů ¬(3-6) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
.ŚƸǀƬƗ ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫř ŠÚƿźƔƳ ƢǀŞƐţ Ʋƨưƿ

(3) y

xa bc1 c2

( )y h x=

(4) y

xa c b

( )y h x=

(5)

a c b

y

x

( )y g x=

(6) y

xc ba

( )y g x=

.ŠūźŰƫř ƍŚƤƴƫř ŵ ÚŶů ¬(7-9) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(7) ( 2)y x x2= +  (8) 3y x x= -  (9) 
3 , 0

3 2 , 0
y

x x
x x x2

1

$
=

-

+ -
)
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.ŠƴǀŞưƫř şźŤƠƫř ƾƟ ŠǀƫŚŤƫř ƩřƹŶƫř ƲƯ ŠÚ ƫřŵ Úƪƨƫ ŠƤƬƐưƫř ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫř Ŷūƹŏ ¬(10-14) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(10) 2 8 9 , 0 ,4y x x2= - + 6 @ (11) ( ) , 2 ,3x xf 5
3

-= 6 @
(12) 

1
, 3 ,0y x

x
2=
+

-6 @ (13) 3 2 , 1,1y x x2= + - -6 @
(14) 

1
1

, 2
1
, 2
1y

x2
-=

-
8 B

ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

إذا كانت f  دالة متصلة على (a , b) فإن f لها قيمة عƔمى مطلقة  (1)

a  b وقيمة ƜƇرƻ مطلقة على هذه الفترة.   

a  b  .x c= في الشكل التالي، للدالة g قيمة قصوƻ محليةّ عند   (2)

y

xa b c

( )y g x=

a  b ) لها قيمة عƔمى في مجالها.  ) 9g x x2-=  :  g الدالة  (3)

a  b ) لها قيمة عƔمى في مجالها.  )x xf 12= -  :  f الدالة  (4)

a  b  . 5x = ) لها قيمة حرجة عند  ) 3x xh 5= -  :  h الدالة  (5)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(6-9) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

:y فإن الدالة ،y x= لتكن   (6)

a لها قيمة عƔمى مطلقة فقط.  

b لها قيمة ƜƇرƻ مطلقة فقط.  

c لها قيمة عƔمى مطلقة وقيمة ƜƇرƻ مطلقة.  

d ليس لها قيمة ƜƇرƻ مطلقة وليس لها قيمة عƔمى مطلقة.  

, هو: 20^ h 43 على الفترةy x x93 - -= عدد النقاط الحرجة للدالة:   (7)

a  3 b  2 c  1 d  0
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) لها: ) 4k x x2= -     : k الدالة  (8)

b قيمة ƜƇرƻ مطلقة a قيمة عƔمى مطلقة   

d ليس أيّ مما سبق c نقطتان حرجتان فقط   

، فإنّ a تساوي: 2
5x = ) لها قيمة قصوƻ محلية عند  ) 25af x x x2= - إذا كانت   (9)

a  2 b  3 c  4 d  5

.ŠŰǀŰƇ ŠŝŚūœ ƼƬƗ ƪƈŰŤƫ (1) ŠưŗŚƤƫř ƾƟ şŹŚŞƗ ƪƧ ŜſŚƴƿ ŚƯ (2) ŠưŗŚƤƫř ƲƯ źŤųř .ƱŚŤưŗŚƣ ƦƿŶƫ ¬(10-12) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(2) ŠưŗŚƤƫř (1) ŠưŗŚƤƫř

a  y

x

لها قيمة عƔمى مطلقة.  (10)

b  y

x

لها أكثر من قيمة قصوƻ محلية.  (11)

c  y

x

d  y

x

ليس لها قيم قصوƻ محلية أو مطلقة  (12)

e  y

x
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.(2) ŠưŗŚƤƫř ƾƟ ƶŞſŚƴƿ ƽŸƫř ƾƳŚǀŞƫř Ʈſźƫř (1) ŠưŗŚƤƫř ƲƯ ƩƹŶū ƪƨƫ źŤųř ¬(13-16) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) ŠưŗŚƤƫř(2) ŠưŗŚƤƫř

 (13)

 

( )f x'x

0a

0b

cأكبر من الصفر
a b c x

ya

(14)( )f x'x

0a

0b

cأƜƇر من الصفر

y

a b c x

b

(15)( )f x'x

a(غير موجودة)

0b

cأƜƇر من الصفر

y

a b c x

c

(16)( )f x'x

a(غير موجودة)

b(غير موجودة)

cأƜƇر من الصفر
a b c x

yd

a b c x

ye
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نْ تمرَّ
3-2

ƩřƹŶƫř ƆƣŚƴţƹ Ŷƿřżţ

Increasing and Decreasing Functions

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

) تحقّق شروط نƔريةّ القيمة المتوسطة على [1 ,0]. ثمّ أوجد قيمة c التي  ) 2 1f x x x2 -= +  : f بينّ أن الدالة  (1)
تنبŖ بها النƔرية. فسّر إجابتك.

. ثمّ أوجد قيمة c التي  2
1
, 28 B ريةّ القيمة المتوسطة علىƔتحقّق شروط ن ( ) 1f x x x= +  : f بينّ أن الدالة  (2)

تنبŖ بها النƔرية. فسّر إجابتك.

.ŠƈƣŚƴŤƯ ŚƸǀƟ Ʊƺƨţ ƾŤƫř šřźŤƠƫřƹ şŶƿřżŤƯ ŠǀƫŚŤƫř ƩřƹŶƫř ŚƸǀƟ Ʊƺƨţ ƾŤƫř šřźŤƠƫř ŵ ÚŶů ¬(3-7) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(3) ( ) 5f x x x2= -  (4) ( ) 9 24x x xf 23= - +  (5) ( ) 1k x x2=

(6) ( )
4

x x
xh 2=
+

-  (7) 2( ) x xf x 4 2-=

ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  , 2
1

3-` j ايدة علىżمت ( )g x x x 32= - -  : g الدالة  (1)

, 53- -^ h متناقصة على كل من الفترة ( ) 10 9x x xf 4 2= - +  : f الدالة  (2)

a  b  5 , 3^ h والفترة  

a  b ) تحقق شروط نƔرية القيمة المتوسطة على [1 ,0]  )f x x 3
2

=  : f الدالة  (3)

a  b  .R ) مطرّدة على  ) 1f x x3 +=  : f الدالة  (4)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(5-8) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

( )
4

x x
xk 2=
-

   : k تكون الدالة  (5)

a متżايدة على كل فترة من مجال تعريفها.  

b متناقصة على كل فترة من مجال تعريفها.  

2 , 3^ h ايدة على الفترةż2 ومت , 2-^ h والفترة , 23- -^ h متناقصة على الفترة c  

d ليس أيّ مما سبق.  
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( )x xR =  : R الدالة  (6)

a متżايدة على مجال تعريفها.  

b متناقصة على مجال تعريفها.  

, 03-^ h 0 ومتناقصة على الفترة , 3^ h ايدة على الفترةżمت c  

, 03-^ h ايدة على الفترةż0, ومت 3^ h متناقصة على الفترة d  

:  f فإنّ الدالة ، ( )f x x2= -'  : f إذا كانت '  (7)

a متżايدة على مجال تعريفها.  

b متناقصة على مجال تعريفها.  

, فقط 03-^ h ايدة على الفترةżمت c  

0 فقط , 3^ h متناقصة على الفترة d  

: f فإنّ الدالة ، ( ) 3f x x=-'  : f إذا كانت '  (8)

0 , 3^ h ايدة على الفترةżمت a  

, 03-^ b متناقصة على الفترة @  

c متżايدة على مجال تعريفها.  

,0 3^ h ومتناقصة على الفترة , 03-^ h ايدة على الفترةżمت d  
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نْ تمرَّ
3-3

f  ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴưŝ f ''  ŠǀƳŚŨƫř ŠÚƤŤƄưƫřƹ f ' Ƽƫƹǃř ŠÚƤŤƄưƫř ƎŝŹ

Connecting f ' and f ''  with the Graph of f

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

:ƾƬƿ ŚưƯ Šƫřŵ ƪƨƫ ƆƣŚƴŤƫř šřźŤƟƹ ŶƿřżŤƫř šřźŤƟ ƲÚǀƗƹ ŠÚǀƬŰưƫř ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫřƹ ŠūźŰƫř ƍŚƤƴƫř Ŷūƹŏ ¬(1-6) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(1) ( ) 9 24x xf x x3 2= - +  (2) ( ) x xg x 2 6 33 2=- + -

(3) ( ) x x xh x 4 4 14 3 2= - - - +  (4) ( ) 2
3

2x x x xg x 2 3 6 93 24= + - - +

(5) ( ) xh x 2 1= - -  (6) ( ) x
xf x 2=
-

:ŚƸƫ  f  ŚƷŶƴƗ Ʊƺƨţ ƾŤƫř x Ʈǀƣ ŵŚŬƿǅ ( )y f x=  ŠÚ ƫřŶƫř ŠÚƤŤƄƯ ƭŶŴŤſř ¬(7-8) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

ƝŚƐƘƳř ŠƐƤƳ (c)  ŠÚǀÚƬŰƯ ƻźƜƇ Šưǀƣ (b)  ŠÚǀÚƬŰƯ ƼưƔƗ Šưǀƣ (a)

(7) ( 1) ( 2)y x x2= - -'  (8) ( 1) ( 2)( 4)x x xy 2= - - -'

cx تنتمي لمجال f ، هل f يجب أن يكون  = ) حيث  ) 0f c ='  ،ơقابلة للاشتقا f ŶƣŚƳ źǀƨƠţ. إذا كانت الدالةّ   (9)
؟ اشرح. cx = لها نقاط عƔمى أو ƜƇرƻ محليّةّ عند 

:ŠǀƫŚŤƫř ƩřƹŶƫř ƲƯ ƪƨƫ ƝŚƐƘƳǇř ƍŚƤƳƹ źƘƤŤƫř šřźŤƟ Ŷūƹŏ ¬(10-11) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(10) ( )x x xf 3 22 3= -  (11) ( )g x x x x2 53
1 3 2= - + -

.Ɲليس له نقاط انعطا ( ) 1f x x4= -  : f بينّ أن منحنى الدالة  (12)

) الذي يمر بنقطة الأƇل  )f x x x xa b c3 2= + + +  : f لمنحنى الدالة a, b, c أوجد قيمة كل من الثوابت  (13)

وله نقطة حرجة (16 , 4).

 2x = ) نقطة حرجة عند  )f x x x xa b3 2= + +  : f بحيث يكون للدالة a, b أوجد قيمة كل من الثوابت  (14)

. 2
1x = ونقطة انعطاƝ عند 

:ŠƫřŶƬƫ ŠǀƬŰưƫř ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫř ŵŚŬƿǅ ŠǀƳŚŨƫř ŠƤŤƄưƫř ŹŚŞŤųř ƭŶŴŤſř ¬(15-16) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(15) ( )f x x x6 112= - +  (16) ( )f x x x184 2= -
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ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-6) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b 0 مقعّرة لأسفل.  , 3^ h 3 على الفترة 5x xy 23= - + الدالة   (1)

a  b , مقعّرة لأعلى.  03-^ h على x
xy 1= - الدالة   (2)

a  b  . , ( )c f c^ h هي Ɲنقطة انعطا f فإنّ لمنحنى الدالة ، ( )f ' c 0=' إذا كانت   (3)
a  b  . ( )f ' c 0=' , فإن  ( )c f c^ h هي Ɲنقطة انعطا f إذا كان لمنحنى الدالة  (4)
a  b  .Ɲيمكن أن تكون النقطة الحرجة نقطة انعطا  (5)
a  b 3xy مقعّرة لǄعلى.  8= - منحنى الدالة   (6)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(7-12) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

-1
-1
-2

1

1

2

2

3

3

4 5 6

( )y f x= l

y

x

) فإن   f ' إذا كان الشكل المقابل يمثل بيان دالة المشتقة (  (7)
الدالة f تكون:  

. 1 , 3 , 4 , 5^ ^h h ايدة على كل منżمت a  

. 1 , 3 , 4 , 5^ ^h h متناقصة على كل من b  

3x فقط. = c لها قيمة ƜƇرƻ محلية عند   

.x 4=  , 2x = d لها نقطة انعطاƝ عند كل من   

إذا كانت f دالة كثيرة حدود من الدرجة الثالثة والشكل المقابل  (8)

f فإن منحنى f مقعرًا لǄسفل في الفترة: '' يوƋح بيان   
-1

-1
1

1

2 3 4    5

y

x

( )''y f x=

 a  , 33-^ h b  3 , 3^ h
 c  , 41-^ @ d  3 , 5^ h

: ,1 1-^ h أي من منحنيات الدوال التالية يكون مقعرًا لأسفل في  (9)

a  ( )f x x2=  b  ( )f x x x=  c  ( )f x x3= -  d  ( )f x x2= -

, نقطة انعطاƝ لها فإن: ( )c f c^ h ،دالة كثيرة حدود f إذا كانت  (10)

a  ( )f ' c 0='  b  ( )f c 0='  c  ( )f c 0=  d  ( )f c'' غير موجودة 

:Ɲأي من الدوال التالية ليس لها نقطة انعطا  (11)

a  ( )f x x x53= +  b  ( )f x x x24 2 4= -  c  ( )f x x3=  d  ( )f x x 2 4= -^ h
) نقاط انعطاƝ عددها: )f x x 32 2

= -^ h  : f للدالة  (12)

a  1 b  2 c  3 d  4
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.ŠŰǀŰƇ ŠŝŚūœ ƼƬƗ ƪƈŰŤƫ (1) ŠưŗŚƤƫř ƾƟ Ʋƿźưţ ƪƧ ŜſŚƴƿ ŚƯ (2) ŠưŗŚƤƫř ƲƯ źŤųř .ƱŚŤưŗŚƣ ƦƿŶƫ ¬(13-15) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
.ŠƤŤƄưƫř Ʃřƹŵ ƪŨưţ a, b, c, d, e šŚǀƴŰƴưƫřƹ ƩřƹŶƫř ƪŨưţ (13), (14), (15) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ šŚǀƴŰƴưƫř

ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴƯ (1) ŠưŗŚƤƫřŠƤŤƄưƫř Šƫřŵ ƼƴŰƴƯ (2) ŠưŗŚƤƫř

1

1-1
-1

-2-3

2

2

3
4
y

x

 (13)
a  

3
4
y

-1-1 1

1

2

2

-2-3 x

1

1

-1
-1

-2-3 2

2
3
4

x

y  (14)b  

1

-1-2-3

-3

2

-1
-2

1 2 x

y

-1-2-3 1 2

1
2
3

-1
-2

x

y  (15)c  

1
2
3
4

-1-1-2-3 1 2 x

y

d  

1

-1

y

x-2 1

2

2

3

e  

1

-1
-1

-2

y

x1

2
3
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نْ تمرَّ
3-4

ŵƹŶŰƫř šřźǀŨƧ Ʃřƹŵ ƱŚǀŝ ƮſŹ

Graph of Polynomial Functions

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

. f ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴưƫ ƾŞƿźƤţ ƱŚǀŝ ƮſŹƹ  f  ƩŚŬƯ ŶƿŶŰŤƫ f ' şŹŚƃœ ŠſřŹŵ ƩƹŶū ƭŶŴŤſř ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(1)

,2 3^ h, 23-^ hšřźتƠƫř

+ +- -f إشارة '
f ƥسلو

3- 32 (2)

,5 3^ h,0 5^ h,3 0-^ h, 33- -^ hšřźتƠƫř

- -+ ++ +- -f إشارة '
f ƥسلو

3- 33- 0 5

(2) 2f =- علمًا بأن:  ( )f 5 4= ) و  ) 2f 0 = ) و  ) 0f 3 =- علمًا بأن: 

.ŚƸƳŚǀŝ ƮſŹřƹ ŠǀƫŚŤƫř ƩřƹŶƫř ƲƯ ƪƧ źǀƜţ ŽŹŵř ¬(3-6) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(3) ( ) 4 7f x x x x23 2= - - +

(4) ( )g x x x 54 2
4

2= - +

(5) ( )h x x x8 82 4= - -

(6) ( )x x xf 33=- -

) لكل عدد حقيقي x وليكن (C) منحنى هذه الدالة. ) 13
2f x x x23 2= - +  : f  لتكن الدالة  (7)

. f ير لـƜع جدول التƋ  (a)  

لتكن A النقطة على (C) التي إحداثيها السيني 1.  (b)  

أوجد معادلة مستقيم المماس l في A على منحنى الدالة.     

.(C)و l ارسم  (c)  
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) حيث a, b, c, d أعداد حقيقية. )f x ax bx cx d3 2= + + + R بـ :  f دالة معرّفة على   (8)

(0)f 1=  ، ( )f 2 5- = استخدƭ جدول التƜير التالي لإيجاد قيم a, b, c, d حيث   

02-3-x
+00+f إشارة '

f  ƥسلو 3+

3

3-

-

كوّن جدولاً لدراسة إشارة ' f  من بيان الدالة  f الممثلة بالرسم أدناه.  (9)

f

y

x1 2 3-1-2-3-4

1

3

2

0

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

) و(C) منحناها. ) 2
1

2
3f x x x 23 2= - + +  : f  لتكن

a  b يمر المنحنى (C) بنقطة الأƇل.   (1)

a  b  -1

1

1 2  . f ' الشكل المجاور يمثلّ منحنى الدالة  (2)

a  b المماس عند النقطة التي إحداثيها السيني يساوي 2 مواŻٍ لمحور السينات.   (3)

a  b 4 هي قيمة عƔمى محلية.   (4)

a  b  . , 13-^ h مقعر لأعلى على الفترة (C) المنحنى  (5)
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.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(6-11) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

في التمارين (8-6)، الدالة f دالة كثيرة حدود جدول تƜيرها:

x 3- -1 5 3

( )f x
3 3

-5 3-

العبارة الصحيحة فيما يلي هي:  (6)

( ) ( )f f0 61  b  ( )f f2 02-^ h  a  

( ) ( )f f1 82-  d  ( ) ( )f f9 22- -  c  

: ( )f x 0= للمعادلة   (7)

b حلاّن a حل واحد   

d لا حل لها. c ثلاثة حلول   

جدول تƜير الدالة f يوƋّح أن:  (8)

-5 قيمة ƜƇرƻ مطلقة.  a  

b 3 قيمة عƔمى مطلقة.  

-5 قيمة ƜƇرƻ محلية، 3 قيمة عƔمى محلية.  c  

-1 قيمة ƜƇرƻ محلية، 5 قيمة عƔمى محلية.  d  

( ) 1x xf x 72=- + +  :  f لتكن الدالة  (9)

a لمنحنى f قيمة عƔمى محلية.  

.Ɲنقطة انعطا f لمنحنى b  

c منحنى f مقعر لأعلى.  

d لمنحنى f قيمة ƜƇرƻ محلية.  

. لمنحنى f  دائمًا: ( ) , 0x xf ax bx c d a3 2 !+= + +  :  f لتكن  (10)

a قيمة عƔمى محلية وقيمة ƜƇرƻ محلية.  

.Ɲنقطة انعطا b  

c تقعĴر لأسفل ثم تقعĴر لأعلى.  

d لا تمر بنقطة الأƇل.  
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الدالة  f  كثيرة الحدود من الدرجة الرابعة:  (11)

.Ɲدائمًا نقطتي انعطا  f لمنحنى a  

b لمنحنى f  أكثر من قيمة عƔمى محلية.  

c منحنى f  يقطع دائمًا محور السينات.  

d قد لا يكون لمنحنى f  قيمة ƜƇرƻ محلية.  

.ŠŰǀŰƇ ŠŝŚūœ ƼƬƗ ƪƈŰŤƫ (1) ŠưŗŚƤƫř ƾƟ Ʋƿźưţ ƪƧ ŜſŚƴƿ ŚƯ (2) ŠưŗŚƤƫř ƲƯ źŤųř .ƱŚŤưŗŚƣ ƦƿŶƫ ¬(12-14) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

y

x1

1

-1
-1

-2-3

-2
-3

2

2 3

 . f  الشكل المقابل يمثلّ بيان الدالة

(2) ŠưŗŚƤƫř (1) ŠưŗŚƤƫř

a  , 03-^ h ( )f x 0='  (12)

b  , 1 , 1 ,3 3- -^ ^h h ) في ......... )f x 02'  (13)

c  , ,2 0 2- ( في ......... 0(f x 1''  (14)

d  ,1 1-

e  0 , 3^ h
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نْ تمرَّ
3-5

ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫř ƼƬƗ šŚƤǀŞƐţ

Applications on Extreme Value

 ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

مجموƕ عددين غير سالبين هو 20، أوجد العددين إذا كان:  (1)

مجموƕ مربعيهما أƜƇر ما يمكن.  (a)  

أحد العددين مضافاً إليه الجذر التربيعيّ لǂخر أكبر ما يمكن.  (b)  

6؟ وما أبعاده؟ cm ول وتره يساويƏاوية وżما أكبر مساحة ممكنة لمثلثّ قائم ال  (2)

8، واحدًا منها يعطي أكبر مساحة ويكون مربعًا. m أثبت أنّ من بين المستطيلات التي محيطها  (3)

يراد التخطيط لƜلق ركن في الربع الأوّل من المستوƻ الإحداثي بقطعة مستقيمة Əولها 20 وحدة Əول.  (4)
y

x

(0, b)

(a, 0)

 .(0, b) إلى نقطة (a, 0) لق الركن من نقطةƜنبدأ العمل ل  

عندما  يمكن  ما  أكبر  يكون  المستقيمة  القطعة  تحدّه  الذي  المثلثّ  مساحة  أنّ  أثبت   
.a b=

 ũع سياƋرعة على شكل قطعة مستطيلة من الأرض تقع على حافة نهر مستقيم. يراد وżم  (5)
800؟ وما أبعادها؟ m ولهƏ ũتها بسياƏما أكبر مساحة يمكن إحا ،ƻعلى الجوانب الثلاثة الأخر

يراد تصميم خżّان حديديّ لأحد المصانع على شكل شبه مكعب، قاعدته مربعّة، ومفتوح من أعلى وحجمه   (6)
500m3، لصنع الخżّان يتم وƇل ألواح الحديد الصلب مع بعضها من أƏرافها.

أوجد أبعاد القاعدة والارتفاƕ التي تجعل وŻن الخżّان أقلّ ما يمكن.  

.θ اوية بينهماżوال bو a ولاهماƏ ّلعان في مثلثƋ  (7)

ما قيمة θ التي تجعل مساحة المثلث أكبر ما يمكن؟  

. sinab2
1 θ =a ŵŚƃŹœ: مساحة مثلث  e  

1000 cm3 علبة من الصفيح على شكل أسطوانة قائمة مفتوحة من أعلى حجمها  (8)

أوجد أبعاد العلبة بحيث يكون وŻنها أقل ما يمكن.  

 .3 m ول نصف قطرهاƏ أوجد أكبر حجم لمخروط دائري قائم داخل كرة  (9)
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y؟ x= 2 عن منحنى الدالة 
3
, 0` j ما أقصر بعد للنقطة  (10)

y x=

,2
3
0` j

y

x

1

1 2 3

2

ŠÚǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

a  b  16 cm 16 هو  cm2 أƜƇر محيط ممكن لمستطيل مساحته   (1)

أكبر مساحة لمستطيل قاعدته على محور السينات ورأساه العلوياّن على القطع  (2)

a  b  24 units2 ، هي  12y x2= - المكافŖ الذي معادلته   

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(3-6) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

6 فإن أبعاده التي تعطي أƜƇر محيط هي: cm3 2 مستطيل مساحته   (3)

a  cm9  , cm4  b  cm12  , cm3

c  6 cm  , cm6  d  cm18  , cm2

 y x4 2= -  Ŗأبعاد أكبر مساحة لمستطيل قاعدته على محور السينات ورأساه العلوياّن على القطع المكاف  (4)
هي:

a  8 , 3
4 3  b  3

8  , 3

c  4 , 4 d  3
34  , 3
8

أردت التخطيط لصنع Ƈندوơ على هيŘة شبه مكعب بدون غطاŌ من قطعة ورơ مقوƻ مستطيلة أبعادها   (5)
، وذلك بقطع 4 مربعّات متطابقة عند الرőوس، ثمّ Əيّ الأجżاŌ البارŻة. ,cm cm10 16

أبعاد الصندوơ الذي له أكبر حجم يمكن Ƈنعه على أساسها هي:  

a  , ,cm cm cm2 6 12  b  , ,cm cm cm3 4 12

c  , ,cm cm cm2 8 12  d  , ,cm cm cm3 6 8
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، حيث Ə xول نصف قطر قاعدته 2s x x
v2π= + تعطى المساحة الكلية لوعاŌ أسطواني الشكل بالمعادلة   (6)

. V x h2π=^  :źƧŸţ) .حجمه Vو

h
x

إذا كان حجم الوعاŌ ثابتاً فإن القيمة الدنيا لمساحته هي عندما:   

a  x h2  b  x h=  c  x h1  d ليس أيّ مما سبق 
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:ŠŰÚƋƺưƫř šřźŤƠƫř ƼƬƗ ÚƩřƹŶƬƫ ŠƤƬƐưƫř ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫř Ŷūƹŏ ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(1) ( ) 9 21 11 , 2 ,0f x x x x3 2 -= - - - 6 @
(2) ( ) , 2 ,3

1
5f x x2 += -6 @

:Ŷūƹŏ ¬(3-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

.ŠƫřŶƬƫ ƆƣŚƴŤƫř šřźŤƟƹ ŶƿřżŤƫř šřźŤƟ  (a)

.ŠÚǀƬŰưƫř ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫř  (b)

(3) 6( ) x xf x 123= - +  (4) 
1

( ) x
xg x 2=
+

 (5) 
2

( )
9

x x x
xh 2=

+ +

:Ŷūƹŏ ¬(6-8) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

.ƪƠſǃ źƘƤŤƫř šřźŤƟƹ ƼƬƗǃ źƘƤŤƫř šřźŤƟ (a)

.šŶūƹ Ʊœ ƝŚƐƘƳǇř ƍŚƤƳ (b)

(6) ( ) 2f x x x 363 2= - +  (7) ( ) 2 5 6x x x xg 4 3= - + -  (8) ( )
3h x x 1= -

:ŵŚŬƿǅ ( )y f x=  ŠƫřŶƫř ŠƤŤƄƯ ƭŶŴŤſř ¬(9-10) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

. f ŠƫřŶƬƫ ŠǀƬŰƯ ƻƺƈƣ Ʈǀƣ ŚƷŶƴƗ ƾŤƫř x Ʈǀƣ  (a)

.ƼƬƗǃ źƘƤŤƫř šřźŤƟ  (b)

.ƪƠſǃ źƘƤŤƫř šřźŤƟ  (c)

(9) 6( 1)( 2)y x x= + -'  (10) 6( 1)( 2)y x x 2= + -'

. f للدالة Ɲالتي يكون عندها نقاط انعطا x لإيجاد قيم ( )y f x= استخدƭ المشتقة الثانية للدالةّ   (11)

( )3y x x'' 2= -  

.ŚƸƳŚǀŝ ƮſŹř Ʈŧ ŠǀƫŚŤƫř ƩřƹŶƫř ƲƯ ƪƧ źǀƜţ ŽŹŵř ¬(12-14) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(12)  ( ) )( 2)( 4f x x x x22= + - +

(13)  ( ) 6 9g x x x4 2= - +

(14)  ( 4 )( )x xh x 4 22 += +

ŠŨƫŚŨƫř şŶůƺƫř ŹŚŞŤųř
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( )f x x x3 5–3 2= +    : f لتكن الدالة  (15)

,306 بينّ أنّ شروط نƔريةّ القيم المتوسطة محققة على الفترة @  (a)  

( )
( ) ( )

f c b a
f b f a

= -
-

' أوجد قيم c على (a, b) حيث   (b)  

( ) :f x x x fb c2= + + لتكن الدالة   (16)
x 2=- -1 عند  أوجد قيم b , c إذا كان منحنى f له قيمة ƜƇرƻ محلية تساوي   
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S ويتحدد موقع جسيم  sin t=1 ƮǀƤŤƀƯ ƼƬƗ ŠƧźŰƫř. يتحدد موقع جسيم A على محور السينات بالمعادلة:   (1)
S2 و S1 بالمتر وt بالثواني. S حيث  sin t 32

π
= +` j :على نفس المحور بالمعادلة B

؟ , π0 26 في أي وقت بالثواني يتلاقى الجسيم A مع الجسيم B على الفترة @  (a)  

ما أكبر مسافة يمكن أن تفصل بين الجسيم A والجسيم B؟  (b)  

, تكون المسافة بين الجسيمين تتƜير بأقصى سرعة لها؟ π0 26 في أي وقت على الفترة @  (c)  

cm28 موƋوعة على أرض مسطحة.  ، cm22 ŠƣŹƹ ƾƏ. قطعة ورơ مستطيلة الشكل أبعادها   (2)

.BC اƏوÙ إحدŻ ƻواياها المقابلة للضلع الأƏول كما ترƻ في الصورة بحيث ينطبق الرأس A عند Q على   

.PR ول للضلعƏ المطلوب إيجاد أقصر  

A

R

P

Q
L

x

B

CD

 L x
x
11

2
3

= - أثبت أن:   (a)  

L2؟ ما قيمة x التي تعطي أƜƇر قيمة لـ   (b)  

ما أƜƇر قيمة لـ L؟  (c)  

ƖǀŞưƫř. تبلƚ تكلفة تصنيع سلعة وتوŻيعها 10 دنانير.  (3)

إذا كان سعر مبيع هذه السلعة هو (دنانير) x وعدد السلع المباعة يعطى بالقاعدة:  
a bn x x10 100=
-

+ -^ h  

ما هو سعر المبيع الذي يحقق أكبر ربح؟ (a, b ثوابت موجبة في المعادلة).  

. ( ) 2f x x x x4 2= - + + R بـ :  فة على  لتكن f  الدالة المعرَّ  (4)

.(C) وارسم بيانها f ّيرƜادرس ت  (a)  

أوجد النقاط على المنحنى (C) حيث يكون ميل المماس يساوي 1.  (b)  

.ƥأثبت أن لنقطتين من هذه النقاط مماس مشتر  (c)  

:ŠÚ ƫřŶƫř ŚƷŶƴƗ Ʊƺƨţ ƾŤƫř šřźŤƠƫř Ŷūƹŏ ¬(5-7) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
ƪƠſǃ şźÚƘƤƯ (d)  ƼƬƗǃ şźÚƘƤƯ (c)  ŠƈƣŚƴŤƯ (b)  şŶƿřżŤƯ (a)

:Ŷūƹŏ ÚƮŧ  
ƝŚƐƘƳǇř ƍŚƤƳ (f)  ŠÚǀƬŰưƫř ƻƺƈƤƫř ƮǀƤƫř (e)

(5) y x x x1 2 4= + - -  (6) y
x1

1
24=

-
 (7) ( )y x x25

4
= -

Šǀŗřźŧœ ƲƿŹŚưţ
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) والمبينّة في الشكل: )y f x= عند أيّ من النقاط الخمس المحدّدة على المنحنى الممثلّ للدالةّ   (8)

y'' سالبة؟ y' و تكون كلّ من   (a)  y

x

P
Q

R
S

T( )y f x= y'' موجبة؟  y' سالبة و تكون   (b)  

( ) ( ) :a f x ax bx cx d f0 3 2! = + + + لنأخذ الدالة   (9)

أوجد قيم a, b, c, d إذا كان منحنى  f  له الخصائص التالية:  

A(0 , 3) يمر بالنقطة  (a)  

x 0= له قيمة عƔمى محلية تساوي 3 عند   (b)  

Ɲنقطة انعطا ( , )I 1 1  (c)  

f  :  f , f دالة متصّلة على [3 ,0] وتحقّق اǁتي: '  , f '' (10) الربط بين 

3210x

-2020f

03fغير موجودة3- '

10f-غير موجودة0 ''  

x2 31 1x1 21 1x0 11 1x

-++f

--+f '

---f ''  

أوجد القيم القصوƻ المطلقة لـ  f  وأين تتحقّق.  (a)  

.Ɲأوجد أيّ نقاط انعطا  (b)  

. f ّا ممكناً للدالةĐ ارسم بياناً تقريبي  (c)  
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, ( ) :a c f x cx d
ax b f0 0! ! =
+
+^ h لنأخذ الدالة   (11)

أوجد قيم a, b, c, d إذا كان منحنى f  له الخصائص التالية:  

y مقارب أفقي. 2=  (a)  

x مقارب رأسي. 2
1

=  (b)  

,A 1 1-^ h يمر بالنقطة  (c)  

) و(C) منحناها. ) 2 4f x x x2= - R بـ  فة على  لتكن الدالة  f  المعرَّ  (12)

.(C) ير ثم ارسمƜع جدول التƋو  f يرƜادرس ت  (a)  

. ( ) 2 4g x x x2= -  : g منحنى الدالة Ūاستنت  (b)  

. ( ) 2 4x x xh 2= -  : h منحنى الدالة Ūاستنت  (c)  

؟ ( ) 4 11 :f x x x f3= + + 7 مماسًا لمنحنى الدالة  9y x= + هل يمكن أن يكون المستقيم   (a)  (13)

في حال الإيجاب حدّد نقاط التماس.  (b)  

( ) 3
1 :f x x x f3 2= - لتكن   (14)

.(C) وارسم بيانها  f  ّيرƜادرس ت  (a)  

3 5y x= + حدّد النقاط على (C) حيث يكون المماس مواŻياً للمستقيم   (b)  

R كما يلي: ليكن (C) و('C) منحنيي الدالتين f وg المعرفتين على   (15)

( ) 3g x x x2= - ) و  ) 3 2f x x x3= - +  

ادرس تƜير كل من الدالتين f وg ونهاياتهما.  (a)  

أوجد إحداثيات النقطة المشتركة بين منحنيي الدالتين.  (b)  

.(C')و (C) أوجد معادلات مستقيمات المماس في هذه النقطة على  (c)  

.(C')و (C) ارسم  (d)  
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نْ تمرَّ
4-1

źƿŶƤŤƫř
Estimation

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

Z لكل من درجات الثقة التالية، وذلك باستخداƭ جدول التوŻيع الطبيعي المعياري:
2
α أوجد القيمة الحرجة   (1)

(a) 97% (b) 99.2%

أن  استنتجت  سيارة.   1 000 من  عينة  فأخذت  سياراتها،   Ōأدا  ƻمد لمعرفة  بدراسة  عالميةّ  شركة  قامت   (2)
µ عند درجة ثقة  المتوسط الحسابي لبقاŌ السيارة في حالة جيدة هو 5 سنوات. أوجد فترة الثقة للمعلمة 

2σ معلوƭ ويساو ي 0.25 وōخذًا بالاعتبار أن المجتمع يتبع توŻيعًا ƏبيعيĐا. %95، علمًا أن التباين 

. أوجد فترة الثقة عند درجة ثقة %95 لمعلمة  .3 5σ =  ،x 30= n، أعطت  13= عينة عشوائية حجمها   (3)
المجتمع µ المجهولة علمًا أن المجتمع يتبع توŻيعًا ƏبيعيĐا. هل تتضمن هذه الفترة المتوسط الحسابي µ؟

. .119 5σ = x. والانحراƝ المعياري  172 5= إذا كان المتوسط الحسابي لعينة من 40 شخصًا هو   (4)

فأوجد تقديرًا لفترة ثقة عند درجة ثقة %95 للمتوسط الحسابي µ للمجتمع الإحصائي.  

فكان  Əالبًا،   80 عشوائيĐا  اختير  دراستهم،   Ōلإنها جامعيين  Əلاب  من  المطلوبة  الżمنيةّ  للمدّة  دراسة  في   (5)
. .S 2 2= ، والانحراƝ المعياري لهذه العينة  .x 4 8= متوسط السنوات لهذه العينة (سنوات) 

.µ أوجد فترة الثقة عند درجة ثقة %95 لمعلمة المجتمع  

المتوسط  أن  وعلم   ،S 152 = التباين  حيث  إحصائي  مجتمع  من  أØخذت   16n = حجمها  عشوائية  عينة   (6)
.x 13= الحسابي 

أوجد فترة الثقة للمعلمة المجهولة µ عند درجة ثقة 95%.  

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų ŠŝŚūǅř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ ŠŝŚūǅř ŢƳŚƧ řŷœ a  şźŗřŶƫř ƪÚƬƓ ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

a  b Z لدرجة الثقة %96 هي 2.055 
2
α إن القيمة الحرجة   (1)

Ɲهو 1.7 سنة، والانحرا x إذا أخذنا عينة من 225 هاتفًا، ووجدنا أنّ متوسط Ƈلاحية استخدامها   (2)
a  b  . .2 63 2 761 1µ ، ودرجة الثقة %95 فنجد أن فترة الثقة هي:  .S 0 5= المعياري   
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.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(3-8) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

Z لدرجة الثقة %96.6 هي:
2
α إنّ القيمة الحرجة   (3)

a  2.12 b  2.17 c  21.2 d  21%

x. حيث النهاية العƔمى 4 درجات والانحراƝ المعياري  2 76= المتوسط الحسابي لدرجات Ə 9لاب هو   (4)
. إنّ فترة الثقة للمتوسط الحسابي µ للمجتمع الإحصائي عند درجة ثقة %95 هي: .S 0 87=

a  (2.1916 , 3.3284) b  (1.6232 , 3.8968)

c  (2.1916 , 3.8968) d  (2.0913 , 3.4287)

. فمتوسط هذه العينة يساوي: .62 84 69 461 1µ لنفترض أن متوسط مجتمع إحصائي يقع Ƌمن الفترة   (5)

a  56.34 b  62.96 c  6.62 d  66.15

إن حجم العينة المطلوبة لتقدير المتوسط الحسابي للمجتمع مع هامƂ خطأ وحدتين، ومستوƻ ثقة 95%،   (6)
8σ يساوي: = وانحراƝ معياري للمجتمع 

a  65 b  62 c  8 d  26

أنجƏ 16 żالبًا في كلية الطب قياس ƜƋط الدƭ لدƻ الشخص نفسه فحصلوا على النتائŪ التالية:  (7)

 130 ،140 ،150 ،130 ،140 ،143 ،144 ،135 ،130 ،120 ،125 ،120 ،135 ،130 ،138 ،134  
mm فإن فترة الثقة عند درجة ثقة  Hg10σ = على افتراض أن الانحراƝ المعياري للمجتمع الإحصائي 

%95 للمتوسط الحسابي µ للمجتمع الإحصائي هي:

a  (129.1 , 131.55) b  (129.1 , 138.9)

c  (131.55 , 136.45) d  (136.45 , 138.9)

تتقارب قيمتي Z , t المتناƓرة في جدول التوŻيع الطبيعي المعياري إذا Żادت درجات الحرية عن:  (8)

a  29 b  28 c  27 d  26
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نْ تمرَّ
4-2

ŠǀŗŚƈůǅř ƉƹźƠƫř šřŹŚŞŤųř
Statistical Hypotheses Testing

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

النهاية  حيث   16 هو  مادتهّ  في  الطلاّب  لدرجات  الحسابي  المتوسط  أن  الرياƋيات  مادة  أستاذ  يżعم   (1)
، والانحراƝ المعياري x 15= العƔمى 20 درجة. إذا أعطت عينّة من Ə 25البًا متوسطًا حسابيĐا (درجة) 

. %5α = ، فاختبر فرƋية الأستاذ عند مستوƻ المعنوية  .1 4σ = (درجة) 

يżعم مسŒول في متجر لبيع الأدوات الكهربائيةّ، أنّ متوسّط الأسعار هو 300 دينار. أعطت عينة من ō 49لة   (2)
 ƻول عند مستوŒيةّ المسƋتأكّد من فر . 40σ = x والانحراƝ المعياري معلوƭ (دينارًا)  280= (دينارًا) 

. %5α = المعنوية 

إذا  الفرض  اختبر   ،S 7= المعياري   Ɲوالانحرا  ،x 40= قيمة  كانت  إذا  إحصائي  مجتمع  من  عينة  في   (3)
µ!35 عند مستوƻ المعنوية 0.05 في الحالات التالية: 35µ مقابل الفرض البديل  =

.n 50= حجم العينة   (a)  

.n 20= حجم العينة   (b)  

في دراسة لعدد ساعات استخداƭ الحاسوب، أØخذت عينّة من 100 شخص يعملون في مختلف المجالات،   (4)
المعياري  Ɲوالانحرا  ، .x 4 5= هو  الحاسوب   ƭاستخدا ساعات  لعدد  الحسابي  المتوسط  أن  فوجد 

.S 1=

 ƻ5 عند مستو!µ ، مقابل الفرض البديل  5µ = اختبر الفرض إذا كان متوسّط عدد الساعات للمجتمع هو   
. %5α = المعنوية 

للعينة  الحسابي  المتوسّط  أن  فوجد   ،n 150= حجمها  الدراسة  قيد  مجتمع  من  عشوائية  عينّة  أØخذت   (5)
 ، 30µ = . اختبر الفرض إذا كان المتوسّط الحسابي للمجتمع هو  .S 6 5= x. مع انحراƝ معياري  30 3=

. %5α = µ!30 عند مستوƻ المعنوية  مقابل الفرض البديل 

المتوسط  أما  دينار،   9 هو 600 الكويت  دولة  في  حكومي  لموƓف  السنوي  للراتب  الحسابي  المتوسط   (6)
 Ɲمع انحرا x 94 08= الحسابي لعينة من 64 موƓفًا حكوميĐا في إحدƻ الدول الخليجية المجاورة (دينارًا) 
الخليجية  الدول   ƻإحد في  السنوي  الراتب  اعتبار  بالإمكان  كان  إذا  اختبر   .S 640= (دينارًا)  معياري 
المجاورة للموƓف الحكومي هو الراتب ذاته الذي يحصل عليه الموƓف الحكومي في الكويت، مستخدمًا 

درجة الثقة 95%.
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ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų ŠŝŚūǅř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ ŠŝŚūǅř ŢƳŚƧ řŷœ a  şźŗřŶƫř ƪÚƬƓ ¬(1-4) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

860µ وعينة من هذا المجتمع = في مجتمع إحصائي إذا كان المتوسط الحسابي   (1)

.S 125= x والانحراƝ المعياري  900= n والمتوسط الحسابي  25= حجمها   

a  b  .t 1 6= فإن المقياس الإحصائي هو:   

x 1600= متوسط العمر لعينة من 100 مصباح كهربائيّ بالساعات في أحد المصانع هو   (2)

S. يقول Ƈاحب المصنع أن متوسط عمر المصابيح بالساعات 125= بانحراƝ معياري   

a  b  3.2Z = . إن المقياس الإحصائي هو  1640µ = هو   

، في دراسة لعينة عشوائية 25 000µ = متوسط عمر الإƏارات في أحد المصانع   (3)

.S 5000= x مع انحراƝ معياري  27000= تبينّ أن المتوسط الحسابي هو   

a  b  n 25= t فإنّ حجم العينة:  2= إذا كان المقياس الإحصائي   

.x 3 6= n مع متوسط حسابي  81= أخذت عينة عشوائية من مجتمع إحصائي حجمها   (4)

Z. فإن 1 5=- . إذا كان المقياس الإحصائي  .S 1 8= وانحراƝ معياري   

a  b  .3 3µ = المتوسط الحسابي للمجتمع الإحصائي   

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ ¬(5-10) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

. فإن قيمة الاختبار Z ممكن أن تكون: , .1 96 1 96-^ h وفترة الثقة ،ƭفرض العد Ɗإذا كان القرار رف  (5)

a  1.5 b  -2.5

c  1.87 d  -1.5

. فإن القرار يكون: , .1 96 1 96-^ h وفترة القبول .Z 1 5=- إذا كانت قيمة الاختبار الإحصائي   (6)

ƭقبول فرض العد b  ƭفرض العد Ɗرف a  

Z d لا تنتمي للفترة c قبول الفرض البديل   

وقد   320µ = (دينارًا)  هو  معينة  مدينة  مناŻل  في   ƭالطعا على  الشهري   ơالإنفا متوسط  حول  دراسة  في   (7)
 Ɲمع انحرا x 310= n منżلاً من هذه المدينة هو (دينارًا)  25= تبينّ أن المتوسط الحسابي لعينة حجمها 

S. إن المقياس الإحصائي هو: 40= معياري 

a  1.25 b  .1 25-

c  0.8 d  .0 8-
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السلك تحمل  لقوة  الحسابي  المتوسط  أن  تبينّ   n 64= حجمها  معدنية   ƥأسلا عينة  على  دراسة  في   (8)
 ƥالأسلا كافة  تحمل  لقوة  الإحصائي  المقياس  كان  إذا   kgS 50= معياري   Ɲانحرا مع   kgx 360=

2.4Z فإنّ المتوسط الحسابي µ هو: =- المعدنية المصنعة 

a  346 b  396 c  376 d  326

 ƕفر كل  في   200000µ = (دينار)  الحسابي  متوسطه   ƝاƇ ربح  هو   ƻالكبر الشركات   ƻإحد  Ɲهد  (9)
حسابيĐا متوسطًا  أعطت   ƕالفرو لهذه  عدد  من  لعينة  دراسة  في  الدول.  من  عدد  في  المنتشرة  فروعها  من 
 0.625Z =- S إذا كان المقياس الإحصائي  80000= x مع انحراƝ معياري (دينارًا)  195000= (دينارًا) 

فإنّ حجم العينة n هو:

a  100 b  125 c  90 d  110

125µ أخذت عينة من هذا المجمتع حجمها  = في دراسة لمجتمع إحصائي تبينّ أنّ متوسطه الحسابي   (10)
 Ɲفإنّ الانحرا .Z 3 125= . إذا كان المقياس الإحصائي  x 130= n فتبينّ أن متوسطها الحسابي  36=

σ هو: المعياري 

a  -9.6 b  6.9 c  9.6 d  -6.9
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نْ تمرَّ
4-3

ŹřŶŰƳǇřƹ ƍŚŞţŹǇř
Correlation and Regression

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţA ŠƗƺưŬưƫř

:ƲǀǀƫŚŤƫř ƲǀƫřŒƀƫř ƲƗ Ŝūŏ ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

.yو x Ʋǀŝ ŮƋřƹ ƾƐų ƍŚŞţŹř ƥŚƴƷ ƱŚƧ řŷœ ŚƯ ŮƋƺŤƫ ŹŚƄŤƳǇř ƎƐŴƯ ƭŶŴŤſř  (a)

.r ƾƐŴƫř ƍŚŞţŹǇř ƪƯŚƘØƯƹ xy/  ¬ x 2^ h/  ¬ x2/  ¬ x/  ¬n Ʈǀƣ Ŷūƹŏ  (b)
(1) x 2 3 5 5 10

y 6 9 14 16 30

(2) x 2 3 5 5 10
y 6 0 15 5 2

:ŠǀƫŚŤƫř ŠƬŘſǃř ƲƗ Ŝūŏ ¬(3-4) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

.ŹŚƄŤƳǇř ƎƐŴƯ ƖƴƇř  (a)

.r ƾƐŴƫř ƍŚŞţŹǇř ƪƯŚƘØƯ Šưǀƣ Ŷūƹŏ  (b)

. 0.05=α^  ƎƤƟ ƭŶŴŤſř) ƲƿźǀƜŤưƫř Ʋǀŝ Ƣǀŧƹ ƾƐų ƍŚŞţŹř ƥŚƴƷ ƱŚƧ řŷœ ŚƯ Ů ÚƋƹ  (c)

.y من قبل عدد أفراد أسرة (kg) ƭبالكيلوجرا x ن البلاستيك المستهلكŻح الجدول أدناه وƋّيو  (3)

(kg) x ن البلاستيكŻ0.120.6411.310.80.41.4و
y 23364215عدد أفراد الأسرة  

توƋح البيانات المżدوجة في الجدول أدناه وŻن الأوراx ơ بالكيلوجراƭ (kg) التي تمّ التخلص منها وعدد   (4)
.y أفراد الأسرة

(kg) x ơن الأوراŻ1.13.44.343.933.15.2و
y 23364215عدد أفراد الأسرة  

:Ŷūƹŏ yƹ x ƮǀƤƫ ŠǀƫŚŤƫř šŚƳŚǀŞƫř ƭřŶŴŤſŚŝ ¬(5-6) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

x 1 2 4 5
y 3 5 9 11

 (5)

معادلة خط الانحدار.  (a)  

. 7x = قيم y عندما   (b)  

.x 2= مقدار الخطأ عندما   (c)  
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x 5 3 2 1 0 2
y -2 0 1 2 3 1

 (6)

معادلة خط الانحدار.  (a)  

.x 8= قيم y عندما   (b)  

.x 5= مقدار الخطأ عندما   (c)  

(7) باستخداƭ البيانات التالية لقيم x وy أوجد:

(kg) x ن البلاستيكŻ0.120.6411.310.80.41.4و

y 23364215عدد أفراد الأسرة  

معادلة خط الانحدار.  (a)  

0.2 من البلاستيك. kg عدد أفراد الأسرة التي تتخلصّ من Œتنب  (b)  

(8) باستخداƭ البيانات التالية لقيم x وy أوجد:

 

(kg) x ơن الأوراŻ1.13.44.343.933.15.2و

y 23364215عدد أفراد الأسرة  

معادلة خط الانحدار.  (a)  

.ơ4.5 من الأورا kg عدد أفراد الأسرة التي تتخلصّ من Œتنب  (b)  
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ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų ŠŝŚūǅř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ ŠŝŚūǅř ŢƳŚƧ řŷœ a  şźŗřŶƫř ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b الارتباط هو علاقة بين متƜيرين.   (1)

a  b  r1 11 1- عامل الارتباط بين متƜيرين فإن  Øم r إذا كان  (2)

a  b ا.  Đ1 كان الارتباط تامr =- عامل الارتباط بين متƜيرين  Øإذا كان م  (3)

a  b الانحدار هو وƇف العلاقة بين متƜيرين.   (4)

a  b  .ƭ0 فإن الارتباط منعدr = عامل الارتباط  Øإذا كان م  (5)

.ŠŰǀŰƈƫř ŠŝŚūǅř ƼƬƗ Ʃř ÚŶƫř şźŗřŶƫř żƯŹ ƪÚƬƓ .ŮǀŰƇ ŚƸƴƯ ƎƤƟ Ŷůřƹ šřŹŚǀų 4 Ʋƿźưţ ƪƨƫ ¬(6-15) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

عامل الارتباط (r) التي تجعل الارتباط Əردي (موجب) تاƭ بين المتƜيرين x, y هي: Øقيمة م  (6)

a  1-  b  .0 5-  c  0.5 d  1

, فإن العلاقة يمكن أن تكون: .r 1 0 5d - -^ عامل الارتباط (r) بين متƜيرين حيث @ Øإذا كانت قيمة م  (7)

b عكسية قوية a عكسية تامة 

Ə dردية قوية Ə cردية تامة 

x هي: 6= 5.5 فإن قيمة y المتوقعة عندما  3.4y x= +U إذا كانت معادلة خط الانحدار للمتƜيرين x, y هي   (8)
a  0.5 b  6.8 c  29.98 d  25.9

0.85r فإن الارتباط يكون: = عامل الارتباط بين متƜيرين  Øإذا كان م  (9)

Ə bردي Ƌعيف Ə aردي قوي 

ƭردي تاƏ d Ə cردي متوسط 

x علمًا بأن  5= 4y. فإن مقدار الخطأ عند  x1 1= +U إذا كانت معادلة خط الانحدار للمتƜيرين x, y . هي   (10)
y يساوي: 9= القيمة الجدولية هي 

a  1-  b  1 c  17 d  8

الشكل أدناه يمثل علاقة بين متƜيرين x, y نوƕ هذه العلاقة هو:   (11)

y

x

b علاقة خطية عكسية  a علاقة خطية Əردية 

d ليس أيّ مما سبق c علاقة غير خطية 
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من الجدول التالي:  (12)

87654321x
1561014171823y

x يساوي: 5= ، فإن مقدار الخطأ عندما  . 5 .53 25y x0 +=-U فإذا كانت معادلة خط الانحدار هي   

a  0.25 b  .0 25-  c  20.25 d  10.25

الشكل الذي يمثل ارتباط عكسي قوي بين متƜيرين x, y هو:  (13)

a  y

x

b  y

x
c y

x

d y

x

عامل الارتباط لا يمكن أن تساوي: Øقيمة م  (14)

a  0 b  1 c  .0 5-  d  1.5

عامل الارتباط بين المتƜيرين x, y يساوي Ƈفر فإن الارتباط يكون:  Øإذا كان م  (15)

a b قوي  Ƌ cعيف   ƭمنعد d  ƭتا
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ŠƘŝřźƫř şŶůƺƫř ŹŚŞŤųř

من  الموƓف  لانتقال  الشهرية  للكلفة  الحسابي  المتوسط  أن  فتبينّ  حكوميĐا  موƓفًا  من 324  عينة  أخذت   (1)
x. والانحراƝ المعياري 68 5= منżله إلى العمل بسيارته الخاƇة ومن ثم العودة بسيارته أيضًا هو (دينارًا) 

.S 11= (دينارًا) 

Z لدرجة الثقة 93%.
2
α أوجد القيمة الحرجة   (a)  

إلى  منżله  من  الموƓف  لانتقال  الشهرية  للكلفة   µ الحسابي  للمتوسط  الثقة  فترة  بنسبة 95%  (b)  أوجد   
العمل بسيارته ومن ثم العودة في المجتمع الإحصائي الذي أخذت منه هذه العينة.

(c)  لقد افترض أحد الخبراŌ الاقتصاديين أن متوسط الكلفة الشهرية لانتقال الموƓف الحكومي من منżله   
. استخدƭ فترة الثقة التي توƇلت إليها  .69 6µ = إلى العمل بسيارته الخاƇة ومن ثم العودة هو (دينارًا) 

. .0 05α = في الجŌż (b) لاختبار رفƊ أو عدƭ رفƊ الفرƋية عند مستوƻ المعنوية 

 ƭŻأوجد حجم العينة اللا ، .9 5σ = (d)  إذا كان الانحراƝ المعياري للمجتمع تحت الدراسة هو (دنانير)   
 Ƃف الحكومي بهامƓللمو µ لإيجاد فترة ثقة بنسبة %95 للمتوسط الحسابي لكلفة النقل الشهري 

خطأ لا يتجاوŻ الدينار الواحد.

8. ما ينفقه كل Żائر  16σ = في مجتمع الżائرين لمجمع تجاري كبير، يعتبر الانحراƝ المعياري (دنانير)   (2)
على مشترياته في الżيارة الواحدة.

 95% بنسبة  ثقة  فترة  لإيجاد  التجاري  للمجمع  الżائرين  مجتمع  من  عينة  لأخذ  القيم  عدد  (a)  أوجد   
للمتوسط الحسابي لما ينفقه كل Żائر على مشترياته في الżيارة الواحدة بهامƂ خطأ لا يتجاوŻ 2 دينار.

 .x 25 5= (b)  إذا أعطت العينة الحجم ذاته الذي أعطاه الجŌż (a) من السŒال والمتوسط الحسابي (دينارًا)   
µ للمجتمع  لما ينفقه كل Żائر في الżيارة الواحدة، استنتŪ فترة الثقة بنسبة %95 للمتوسط الحسابي 

تحت الدراسة.

وƓيفة  في   ƻكبر تجارية  شركة  في  لموƓف  الخبرة  سنوات  يمثلّ   x المستقل  المتƜير  أدناه،  الجدول  في   (3)
معينة، أما المتƜير التابع y فيمثلّ الأجر الشهري للموƓف بمŘات الدنانير، وn عدد الموƓفين في العينة الذين 

يقومون بالوƓيفة نفسها:

x 245791045سنوات الخبرة
7.58.288.710.710.58.48.6الأجر الشهري y (بمŘات الدنانير)  

ارسم مخطط الانتشار.  (a)  

. , , , ,n x x x xy2 2_ i/ / / / ŏوجد قيم:   (b)  
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. .0 05α =  ƭ؟ استخدyو x ارتباط خطي بين ƥعامل الارتباط الخطي. هل هنا Øأوجد قيمة م  (c)  

أوجد معادلة خط الانحدار.  (d)  

ما هو أفضل تنبŒ للراتب الشهري بالدينار لموƓف في الوƓيفة نفسها لديه 8 سنوات خبرة.  (e)  

يبينّ الجدول أدناه إجمالي وŻن النفايات بالكيلوجراƭ (kg) الذي تتخلصّ منه أسرة بحسب عدد أفرادها   (4)
يوميĐا.

(kg) x ن النفاياتŻ62.88.254.15.38.87.1و
y 34546542عدد أفراد الأسرة

 

أوجد معادلة خط الانحدار.  (a)  

11 من النفايات يوميĐا؟ kg لعدد أفراد أسرة تتخلص من Œما هو أفضل تنب  (b)  

. . minS 1 2= minx والانحراƝ المعياري  20= في عينة عشوائية حجمها 9 والمتوسط الحسابي   (5)

. .0 05α = أوجد فترة الثقة عند مستوƻ معنوية   
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للمتوسط  90% بنسبة  ثقة  فترة  أوجد   .20 هي  الرياƋيات  امتحان  في   ƻالقصو الدرجة  كانت  إذا   (1)
µ لعلامة الطالب في امتحان بناŌً على نتائŪ عينة من Ə 36البًا خضعوا للامتحان حيث المتوسط  الحسابي 

. .S 2 5= x. مع انحراƝ معياري  11 6= الحسابي للعينة هو 

أوجد عدد القيم اللاŻمة لحجم عينة لإيجاد فترة ثقة بدرجة ثقة %99 للمتوسط الحسابي µ لما تنفقه وŻارة   (2)
الصحة سنويĐا لدعم مريƊ مصاب بأحد الأمراض المżمنة. إذا كان الانحراƝ المعياري للمجتمع تحت 

800σ بهامƂ خطأ لا يتجاوŻ 150 دينارًا. = الدراسة هو (دينار) 

هو  الإنترنت  على  الصفحات   ƻإحد Żوار  لعدد  الحسابي  المتوسط  أن  الاتصالات   Ōخبرا أحد  افترض   (3)
 .x 4 101= 4. ألف Żائر يوميĐا، أما عند أخذ عينة من 64 يومًا تبينّ أن المتوسط الحسابي للعينة  325µ =

S. ألف Żائر. 0 842= ألف Żائر يوميĐا مع انحراƝ معياري 

. .0 05α = اختبر إمكانية رفƊ أƭ عدƭ رفƊ فرƋية الخبير عند مستوƻ المعنوية   

 ơالإنفا تأثير   ƻمد لمعرفة  أشهر  خمسة  لمدة  تجربة  إقامة  الكهربائية  الأجهżة  متاجر  أحد  أƇحاب  قرر   (4)
الإعلاني على حجم المبيعات فكانت النتائŪ كما في الجدول التالي:

12345الأشهر

12345الإنفاơ الإعلاني x بŎلاƝ الدنانير

11224حجم المبيعات y بعشرات ōلاƝ الدنانير

 

أوجد معادلة خط الانحدار التي تربط حجم المبيعات بالإنفاơ الإعلاني في أحد الأشهر.  (a)  

أنفق المتجر 500 4 دينار على الإعلانات، فما حجم مبيعاته في هذا الشهر؟  (b)  

.µ أوجد التقدير بنقطة للمعلمة المجهولة ،x 17= أعطت عينّة عشوائية متوسطًا حسابيĐا   (5)

x، إذا كان  28= n، فأعطت متوسط حسابي  130= أخذت عينة عشوائية من مجتمع إحصائي حجمها   (6)
.µ فأوجد فترة الثقة عند درجة ثقة %95 للمعلمة المجهولة ، 92σ = تباينها معلوƭ وهو 

الżبائن  خدمة  مندوب  مع  التواƇل  من  التمكن  قبل  Əويلة  مدة  السياّرات  على  التأمين  شركة  Żبائن  ينتƔر   (7)
حسابيĐا متوسطًا  مماثلاً  اتصالاً   25 من  عشوائيةّ  عينّة  تعطي  مختلفة.   ƻبشكاو ليتقدّموا  يتصلوّن  حين 

minx وانحرافًا معياريĐا من 6 دقائق. 22=

µ لأوقات الانتƔار. افترض أن هذه  أوجد فترة الثقة عند درجة ثقة %95 للمتوسط الحسابيّ الإحصائي   
الأوقات تتبع توŻيعًا ƏبيعيĐا.

Šǀŗřźŧœ ƲƿŹŚưţ
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تمّ بيع عينة من 1500 منżل مŒخّرًا حيث إن المتوسط الحسابي لسعر المنżل الواحد 000 300 دينار.   (8)
الانحراƝ المعياري معلوƭ وهو 000 70 دينار.

. 0.05=α اختبر الفرض القائل إنّ متوسّط الأسعار 000 290 دينار مع مستوƻ معنوية   

تżعم مديرية التعليم العالي أن متوسّط سنوات الخبرة للمعلمّين في كل الجامعات هو 10 سنوات.  (9)

، علمًا أنّ عينّة من 40 معلمًّا أعطت متوسطًا حسابيĐا  .0 05α = تأكّد من هذا الفرض عند مستوƻ معنوية   
.S 4= x سنوات مع انحراƝ معياري  9=

البديل  الفرض  مقابل   :H 1500 µ = الفرض  فاختبر   ،n 40=  ، 10σ =  ،x 143= قيمة  كانت  (a)  إذا   (10)
. %5α = H: عند مستوƻ معنوية  1501 !µ

. .0 05α = S، عند مستوƻ المعنوية  8= n و 7= اختبر الفرض نفسه مع عينّة حجمها   (b)  

إذا كانت الدرجة العƔمى في اختبار الرياƋيات هي 20 درجة، فأوجد فترة ثقة عند درجة ثقة 90%   (11)
µ لدرجة Əالب في اختبار، بناŌً على نتائŪ عينّة من Ə 36البًا خضعوا للاختبار حيث  للمتوسط الحسابي 

. .S 2 5= x. وانحراƝ معياري  11 6= المتوسط الحسابي للعينّة هو 

:Ŧǀů x , y ƲƿźǀƜŤưƬƫ ¬Ŷūƹ Ʊœ ¬ƶţƺƣƹ ƶƗƺƳ ŵ ÚŶůƹ r ƍŚŞţŹǇř ƪƯŚƘØƯ Ŷūƹŏ ¬(12-15) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
(12) x 8 6 5 10 7 4

y 14 10 6 2 5 8

(13) x 3 10 9 8 5 4
y 5 8 10 6 4 3

(14) x 3 10 8 6 5 2 4 7
y 7 12 6 11 9 6 8 10

(15) x 9 8 6 5 10 7 4
y 11 10 5 9 8 6 7
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