
لولأا سروــكـــلا

12
2 0 2 3 — 2 0 2 2U U L A . C O M

تاـــــيـــــضاــــيرــــلا

تابيردتلا ةركذم



لولأا سروــكـــلا

12
2 0 2 3 — 2 0 2 2U U L A . C O M

تاــــــيـــــــضاـــــيرـــــلا

تابيردتلا ةركذم



كتساردب قوفتت نولش

لاع ةصنم عم قوفتلا ملاع فشتكا
 حرشلابعتمتست و ةداـمـلاـب كرــتــشــتــل
QRلا ىلع طغضا وأ روص زيمملا

كبردت ةيكذ تارابتخا لوأب لوأ ةينورتكللإا تارابتخلاا لح كاوتسم عفرت ناشع

ىوقأ ةركذملا يلخت لاع ةصنم
اهحورب ةركذملا ىلع دمتعت لا ؟تاجردلا ىلعأ يبت
لاعةصنم يفتارابتخلاا و تاهويديفلا نم حص سردا

اهويديف
كل حرشتت

فلا عبات
اهويدي

ملا لأسا و ت
يف ملع

نأو لاع 
ت

لا نم سردت
ع ةركذم

ردلا طبضت ناش
س



ذــــــــقـــــــــنـــــــــمــــــــلا
!دوجوم ذقنملا ، ةداملاب ةدعاسم جاتحت ام لوأ

مدختستتنك اذإ هيلع طغضا وأ نوفلتلا اريماكبQRلاروص
.كل حرشي ويديف كل علطي و كزاهج نمةركذملا

قـــــلــــــعـــــمـــــلا
.ةلماك ةداملا يطغت ةركذملا هذه

 ءزجقيلعت وأ جهنملل رييغت يأ دوجو لاح يف
.ررقملا نم دكأتللQR زمر حسم مكنكمي هنم

      ينبرج
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تاياهنلا
لاصتلااوتاياهنلا

:نكمأ نإ دجوأ .g ةلادلا نايب لثمي ,لباقملا لكشلا1.

§ 𝑙𝑖𝑚
"→$%!

𝑔 𝑡

§ 𝑙𝑖𝑚
"→$%"

𝑔 𝑡

= 5

= 2

§ 𝑙𝑖𝑚
"→$%

𝑔 𝑡

§ 𝑔 −4

ةدوجوم ريغ

= 2

:نكمأ نإ دجوأ .f ةلادلا نايب لثمي ,لباقملا لكشلا2.

§ 𝑙𝑖𝑚
&→'!

𝑓 ℎ

§ 𝑙𝑖𝑚
&→'"

𝑓 ℎ

§ 𝑙𝑖𝑚
&→'

𝑓 ℎ

§ 𝑓 0

= −4

= −4

= −4

= −4

𝑙𝑖𝑚  نأ ضرفب3.
(→%

𝑔 𝑥 = 3 , 𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑓 𝑥 = :دجوأ,0

§ 𝑙𝑖𝑚
(→%

(𝑔 𝑥 + 3)

§ 𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑥𝑓 𝑥

§ 𝑙𝑖𝑚
(→%

(𝑔 𝑥 ⋅ 𝑔 𝑥 )

§ 𝑙𝑖𝑚
(→%

) (
* ( $+

= 𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑔 𝑥 + 𝑙𝑖𝑚
(→%

3 = 3 + 3 = 6

= 𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑥 ⋅ 𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑓 𝑥 = (4)(0) = 0

= 𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑔(𝑥) ⋅ 𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑔 𝑥 = 3 × 3 = 9

=
𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑔 𝑥

𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑓 𝑥 − 1

=
3
−1

= −3

𝑙𝑖𝑚
(→%

(𝑓 𝑥 − 1)= :ماقملا ةياهن

𝑙𝑖𝑚
(→%

𝑓 𝑥 − 𝑙𝑖𝑚
(→%

1 =
0 − 1 = −1,−1 ≠ 0

𝑙𝑖𝑚:طسبلا ةياهن
(→%

𝑔 𝑥 = 3

4. 𝑙𝑖𝑚
(→$#$

3𝑥, 2𝑥 − 1 = 𝑙𝑖𝑚
(→$#$

6𝑥- − 3𝑥2 = 6 $+
,

-
− 3 $+

,

,
= − -

,
= −1.5

:دجوأ ةيلاتلا نيرامتلا يف

6



U U L A . C O M
ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©

2023 — 2022

6. 𝑙𝑖𝑚
(→$%

𝑥 + 3 1998
= 𝑙𝑖𝑚

(→$%
𝑥 + 3

+../
= (-4+3)1998 = 1

7. 𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥 − 2 = 𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥 − 2 = 1 = 1

𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥 − 2 = 3 − 2 = 1 , 1 > 0 : رذجلا طرش

5. 𝑙𝑖𝑚
0→$-

0$1%01-
0$$-

=
−3 , + 4 −3 + 3

−3 , − 3

=
0
6
= 0

:ماقملا ةياهن
𝑙𝑖𝑚
0→$-

𝑦, − 3 = −3 , − 3 = 6
6 ≠ 0

𝑙𝑖𝑚:دجوأ:𝑓 ةلادلا نكتل8.
(→,

𝑓 𝑥

3 − 𝑥 𝑥
2

𝑙𝑖𝑚
(→,!

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→,!

3 − 𝑥

= 3 − 2 = 1
lim
(→,"

𝑓 𝑥 = lim
(→,"

𝑥
2
=
2
2
= 1

∵ lim
(→,!

𝑓 𝑥 = lim
(→,"

𝑓 𝑥 = 1 ∴ lim
(→,

𝑓 𝑥 = 1

2

𝑓 2 = 2

𝑓 𝑥 =

3 − 𝑥 ∶ 𝑥 < 2

2 ∶ 𝑥 = 2

𝑥
2

∶ 𝑥 > 2

𝑓 ةلادلا نكتل9. 𝑥 = D
) 1 − 𝑥, ,0 ≤ 𝑥 < 1
1 ,1 ≤ 𝑥 < 2
2 ,𝑥 = 2

∶ 𝑓

𝑎  : نكمأ نإ دجوأ lim
(→+

𝑓 𝑥 𝑏 lim
(→,!

𝑓 𝑥

210

lim
(→+!

𝑓 𝑥 = lim
(→+!

) 1 − 𝑥,

= ) lim
(→+!

1 − 𝑥,

= ) 1 − 1 , = 0

lim
(→+"

𝑓 𝑥 =

lim
(→+"

1 = 1

lim
(→,!

𝑓 𝑥 =

lim
(→,!

1 = 1

∵ lim
(→+!

𝑓 𝑥 ≠ lim
(→+"

𝑓 𝑥 ∴ lim
(→+

𝑓 𝑥 ةدوجوم ريغ

1 2) 1 − 𝑥!

:خيرملانملاؤس

7
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𝑓 ةلادلا نكتل10. 𝑥 = H
−𝑥, + 4 , − 1 ≤ 𝑥 < 1
2 ,1 ≤ 𝑥 < 2
𝑥 ,2 ≤ 𝑥 < 4

∶ 𝑓

𝑎  : نكمأ نإ دجوأ lim
(→+

𝑓 𝑥 𝑏 lim
(→,

𝑓 𝑥

41−1

2 𝑥−𝑥! + 4

2

𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→+!

−𝑥, + 4

= − 1 , + 4 = 3

𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→+"

2 = 2

∵ 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑓 𝑥 ≠ 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑓 𝑥

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→+

𝑓 𝑥 ةدوجوم ريغ

𝑙𝑖𝑚
(→,!

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→,!

2 = 2

𝑙𝑖𝑚
(→,"

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→,"

𝑥 = 2

∵ 𝑙𝑖𝑚
(→,!

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→,"

𝑓 𝑥 = 2

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→,

𝑓 𝑥 = 2

:خيرملانملاؤس

11. 𝑙𝑖𝑚
(→'

%1( $$+2
( ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن0 ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
4 + 𝑥 , − 16

𝑥
=

4 + 𝑥 + 4 4 + 𝑥 − 4
𝑥

= 8 + 𝑥 𝑥 ≠ 0

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→'

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→'

8 + 𝑥 = 8 + 0 = 8

12. 𝑙𝑖𝑚
"→,

"$$-"1,
"$$%

𝑓 𝑡 =
𝑡, − 3𝑡 + 2
𝑡, − 4

=
𝑡 − 2 𝑡 − 1
𝑡 − 2 𝑡 + 2

=
𝑡 − 1
𝑡 + 2

∶ 𝑡 ≠ 2

∴ 𝑙𝑖𝑚
"→,

𝑓 𝑡 = 𝑙𝑖𝑚
"→,

𝑡 − 1
𝑡 + 2

=
2 − 1
4

=
1
4

ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن2 ـب𝑡 نع رشابملاضيوعتلاب
(1)

(1)

:ماقملا ةياهن

𝑙𝑖𝑚
"→,

𝑡 + 2 = 2 + 2 = 4 ≠ 0

8
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13. 𝑙𝑖𝑚
(→'

-1( )$,3
( ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن0 ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
(3 + 𝑥 − 3)( 3 + 𝑥 , + 3 + 𝑥 3 + 3,)

𝑥 ∶ 𝑥 ≠ 0

= 3 + 𝑥 , + 3 3 + 𝑥 + 9

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→'

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→'

3 + 𝑥 , + 3 3 + 𝑥 + 9

= 𝑙𝑖𝑚
(→'

3 + 𝑥
,

+ 3𝑙𝑖𝑚
(→'

3 + 𝑥 + 𝑙𝑖𝑚
(→'

9 = 3 + 0 , + 3 3 + 0 + 9 = 27

(1)

14. 𝑙𝑖𝑚
(→$,

(1,
($1-(1,

∵ 𝑙𝑖𝑚
(→$,!

𝑓 𝑥 ≠ 𝑙𝑖𝑚
(→$,"

𝑓 𝑥 ∴ 𝑙𝑖𝑚
(→$,

𝑓 𝑥  ةدوجوم ريغ

−2

ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن2− ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =

𝑥 + 2
𝑥, + 3𝑥 + 2 =

𝑥 + 2
𝑥 + 2 𝑥 + 1 =

1
𝑥 + 1 𝑥 > −2

−𝑥 − 2
𝑥, + 3𝑥 + 2

=
−𝑥 − 2

𝑥 + 2 𝑥 + 1
=

−1
𝑥 + 1

𝑥 < −2

1
𝑥 + 1

−1
𝑥 + 1

1
−1

= −1

𝑙𝑖𝑚
(→$,"

𝑥 + 1

= −2 + 1 = −1

−1 ≠ 0

ماقملا ةياهن
𝑙𝑖𝑚

(→$,!
𝑓 𝑥 =

(1)

(−1)

𝑙𝑖𝑚
(→$,"

𝑓 𝑥 =

𝑙𝑖𝑚
(→$,"

1
𝑥 + 1 =𝑙𝑖𝑚

(→$,!
𝑥 + 1

= −2 + 1 = −1

−1 ≠ 0

ماقملا ةياهن

𝑥 ≠ −2

𝑥 ≠ −2

𝑙𝑖𝑚
(→$,!

−1
𝑥 + 1

=

−1
−1 = 1

9
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15. 𝑙𝑖𝑚
(→-

($13$%
($$%(1- ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن3 ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
𝑥, + 7 − 4
𝑥, − 4𝑥 + 3

×
𝑥, + 7 + 4
𝑥, + 7 + 4

=
𝑥, + 7 − 4,

𝑥, − 4𝑥 + 3 𝑥, + 7 + 4

=
𝑥 − 3 𝑥 + 3

𝑥 − 3 𝑥 − 1 𝑥, + 7 + 4
=

𝑥 + 3
𝑥 − 1 𝑥, + 7 + 4

∶ 𝑥 ≠ 3

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑓 𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥 + 3
𝑥 − 1 𝑥, + 7 + 4

=
𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥 + 3

𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥 − 1 𝑥, + 7 + 4

=
6
16 =

3
8

:رذجلا طرش
𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥, + 7

= 3, + 7 = 16, 16 > 0

 :طسبلا ةياهن
𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥 + 3 = 3 + 3 = 6
ماقملا ةياهن

𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥 − 1 𝑥, + 7 + 4

= 𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥 − 1 𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥, + 7 + 𝑙𝑖𝑚
(→-

4

= 3 − 1 16 + 4 = 16: 16 ≠ 0

(1)

−9

:خيرملانملاؤس

16. 𝑙𝑖𝑚
(→$-

(1-
) .(1-

ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن3− ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 3

) 9𝑥 + 3
=

9𝑥 + 27
9 ) 9𝑥 + 3

=
) 9𝑥

-
+ 3-

9 ) 9𝑥 + 3

=

) 9𝑥 + 3 ) 9𝑥
,
− 3) 9𝑥 + 3,

9 ) 9𝑥 + 3
=
1
9

) 81𝑥, − 3) 9𝑥 + 9

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→$-

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→$-

1
9

) 81𝑥, − 3) 9𝑥 + 9 =
1
9 𝑙𝑖𝑚

(→$-

) 81𝑥, − 𝑙𝑖𝑚
(→$-

3) 9𝑥 + 𝑙𝑖𝑚
(→$-

9

=
1
9

) 𝑙𝑖𝑚
(→$-

81𝑥, − 3) 𝑙𝑖𝑚
(→$-

9𝑥 + 9 =
1
9

) 9 −3 , − 3) 9 −3 + 9 =
1
9
9 + 9 + 9 = 3

: 𝑥 ≠ −3

(1)

10

قـــلـــعــــم
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17. 𝑙𝑖𝑚
(→$,

()$-($$3(12
(1, ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن2− ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
𝑥- − 3𝑥, − 7𝑥 + 6

𝑥 + 2

= 𝑥, − 5𝑥 + 3 ∶ 𝑥 ≠ −2

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→$,

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→$,

𝑥, − 5𝑥 + 3

= −2 , − 5 −2 + 3 = 17

-2 1 -3 -7 6
-2 10 -6

1 -5 3 0

18. 𝑙𝑖𝑚
(→-

(*$3($$+/
($-

ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن3 ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
𝑥% − 7𝑥, − 18

𝑥 − 3

= 𝑥- + 3𝑥, + 2𝑥 + 6 ∶ 𝑥 ≠ 3

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→-

𝑥- + 3𝑥, + 2𝑥 + 6

= 3- + 3 3 , + 2 3 + 6 = 66

3 1 0 -7 0 -18
3 9 6 18

1 3 2 6 0

19. 𝑙𝑖𝑚
(→,

%()$4($$+,
($,

ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن2 ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
4𝑥- − 5𝑥, − 12

𝑥 − 2

= 4𝑥, + 3𝑥 + 6 ∶ 𝑥 ≠ 2

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→,

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→,

4𝑥, + 3𝑥 + 6

= 4 2 , + 3 2 + 6 = 28

2 4 -5 0 -12
8 6 12

4 3 6 0

11
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ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن2 ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
𝑥

𝑥 − 2
−

4𝑥
𝑥 − 2 𝑥 + 2

=
𝑥 𝑥 + 2

𝑥 − 2 𝑥 + 2 −
4𝑥

𝑥 − 2 𝑥 + 2 =
𝑥, − 2𝑥

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)

=
𝑥(𝑥 − 2)

𝑥 − 2 𝑥 + 2
=

𝑥
(𝑥 + 2)

∶ 𝑥 ≠ 2

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→,

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→,

(
((1,)

= ,
%
= +

,
𝑙𝑖𝑚
(→,

𝑥 + 2 = 4 , 4 ≠ 0   ماقملا ةياهن

20. 𝑙𝑖𝑚
(→+

+
($+

− ,
($$+

ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن1 ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
1

𝑥 − 1
−

2
𝑥 − 1 𝑥 + 1

=
1 𝑥 + 1

𝑥 − 1 𝑥 + 1
−

2
𝑥 − 1 𝑥 + 1

=
𝑥 − 1

𝑥 − 1 𝑥 + 1

=
1

𝑥 + 1 ∶ 𝑥 ≠ 1

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→+

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→+

+
(1+

= +
,

𝑙𝑖𝑚
(→+

𝑥 + 1 = 2 , 2 ≠ 0    ماقملا ةياهن

21. 𝑙𝑖𝑚
(→+

+
($+

− -
()$+ ةنيعم ريغ ةغيص ىلع لصحن1 ـب𝑥 نع رشابملاضيوعتلاب

𝑓 𝑥 =
1

𝑥 − 1
−

3
𝑥 − 1 𝑥, + 𝑥 + 1

=
1 𝑥, + 𝑥 + 1

𝑥 − 1 𝑥, + 𝑥 + 1
−

3
𝑥 − 1 𝑥, + 𝑥 + 1

=
𝑥, + 𝑥 − 2

𝑥 − 1 𝑥, + 𝑥 + 1

=
(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)

𝑥 − 1 𝑥, + 𝑥 + 1
=

𝑥 + 2
𝑥, + 𝑥 + 1

∶ 𝑥 ≠ 1

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→+

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→+

(1,
($1(1+

= +1,
-
= 1 𝑙𝑖𝑚

(→+
𝑥, + 𝑥 + 1 = 3, 3 ≠ 0  ماقملا ةياهن

22. 𝑙𝑖𝑚
(→,

(
($,

− %(
($$%

(1)

(1)

(1)

:خيرملانمةلئسأ
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∞± ىلع لمتشت تاياهن
لاصتلااوتاياهنلا

1. lim
(→$7

+
($,

= 0

2. lim
(→7

($1+
()

= 0

lim
8→$7

2 − lim
8→$7

(
(1+

lim
8→$7

($

41($
= 2 − +

+
+
+
= 1

5. lim
(→'

+
%($

4. lim
(→$7

2 − (
(1+

($

41($
=

3. lim
(→7

($+
,(1-

= +
,

1
4𝑥,

=
1
2 𝑥 =

1
2𝑥

𝑥 > 0

−1
2𝑥 𝑥 < 0

lim
(→'"

1
4𝑥,

= lim
(→'"

1
2
M

1
𝑥 − 0

0

= +∞ ②

1
2𝑥

=
1
2
M

1
𝑥 − 0

① = +∞ ∶
−1
2 < 0

①,②⟹ lim
(⟶'

1
4𝑥,

= ∞

−1
2𝑥

=
−1
2
M

1
𝑥 − 0

lim
(→'!

1
4𝑥,

= lim
(→'!

−1
2
M

1
𝑥 − 0

13
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6. lim
(→4

-
($4 3

𝑥 − 5 =

3
𝑥 − 5

𝑥 > 5

−3
𝑥 − 5

𝑥 < 5

lim
(→4"

3
𝑥 − 5

= lim
(→4"

3 M
1

𝑥 − 5

= +∞ ②

3
𝑥 − 5

= 3 M
1

𝑥 − 5

5

① = +∞ ∶ −3 < 0

①,②⟹ lim
(→4

3
𝑥 − 5

= +∞

−3
𝑥 − 5

= −3 M
1

𝑥 − 5

lim
(→4!

3
𝑥 − 5

= lim
(→4!

−3 M
1

𝑥 − 5

7. lim
(→$,

$3
(1, −7

|𝑥 + 2| =

−7
𝑥 + 2

𝑥 > −2

−7
−𝑥 − 2

=
7

𝑥 + 2
𝑥 < −2

lim
(→$,"

−7
|𝑥 + 2| = lim

(→$,"
−7 M

1
𝑥 + 2

② = −∞: −7 < 0

−7
𝑥 + 2 = −7 M

1
𝑥 + 2

−2

= −∞ ①

①,②⟹ lim
(→$,

−7
|𝑥 + 2|

= −∞

7
𝑥 + 2 = 7 M

1
𝑥 + 2

lim
(→$,!

−7
|𝑥 + 2| = lim

(→$,!
7 M

1
𝑥 + 2

:خيرملانملاؤس

8. lim
(→#$

"
,($+
,($+ +

2𝑥 − 1

2𝑥 − 1 /
=

2𝑥 − 1
2𝑥 − 1 % : 𝑥 ≠ +

,=
1

2𝑥 − 1 -

=
1

2 𝑥 − +
,

- =
1

8 𝑥 − +
,
-

∴ lim
(→+,

"

2𝑥 − 1

2𝑥 − 1 /
= lim
(→+,

"

1

8 𝑥 − +
,
- = lim

(→+,
"

1
8
M

1

𝑥 − +
,
- = +∞

14

قـــلـــعــــم



U U L A . C O M
ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©

2023 — 2022

ةنيعم ريغ غيص
لاصتلااوتاياهنلا

1. lim
(→7

3𝑥, − 5𝑥 + 4 = lim
(→7

3𝑥, = ∞

2. lim
(→7

−4𝑥, + 𝑥 − 1 = lim
(→7

−4𝑥, = −∞ ∶ −4 < 0

3. lim
(→$7

2𝑥- − 3𝑥 + 7 = lim
(→$7

2𝑥- = −∞

4. lim
(→$7

−4𝑥- + 2𝑥 + 5 = lim
(→$7

−4𝑥- = ∞ ∶ −4 < 0

5. lim
(→7

%($$4(13
$,($1-($+

= %
$,
= −2

7. lim
(→7

($$-(14
,()1($+

= 0

6. lim
(→$7

,()13($+
$4()1(1,

= ,
$4

ماقملا ةيدودح ةجرد = طسبلا ةيدودح ةجرد

ماقملا ةيدودح ةجرد = طسبلا ةيدودح ةجرد

ماقملا ةيدودح ةجرد< طسبلا ةيدودح ةجرد

8. lim
(→$7

,
($$,(1-

= 0 ماقملا ةيدودح ةجرد< طسبلا ةيدودح ةجرد

9. lim
(→7

(14
($1,(13

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 5

𝑥, + 2𝑥 + 7
=

𝑥 1 + 5𝑥

𝑥, 1 + 2𝑥 +
7
𝑥,

=
𝑥 1 + 5𝑥

𝑥 1 + 2𝑥 +
7
𝑥,

=
𝑥 1 + 5𝑥

𝑥 1 + 2𝑥 +
7
𝑥,

=
1 + 5𝑥

1 + 2𝑥 +
7
𝑥,

∶ 𝑥 ≠ 0

lim :رذجلا طرش
(→7

1 + ,
(
+ 3

($
= lim

(→7
1 + lim

(→7
,
(
+ lim

(→7
3
($
= 1 + 0 + 0 = 1 > 0

lim :طسبلا ةياهن
(→7

1 + 4
(
= lim

(→7
1 + lim

(→7
4
(
= 1 + 0 = 1

lim  :ماقملا ةياهن
(→7

1 + ,
(
+ 3

($
= lim

(→7
1 + ,

(
+ 3

($
1 = 1 ≠ 0

𝑥 > 0 , 𝑥 = 𝑥

∴ lim
(→7

𝑓 𝑥 = lim
(→7

1 + 5𝑥

1 + 2𝑥 +
7
𝑥,

=
lim
(→7

1 + 5𝑥

lim
(→7

1 + 2𝑥 +
7
𝑥,

=
1
1 = 1

( 1)

15
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=
𝑥 2 − 3𝑥

−𝑥 4 + 5𝑥 +
6
𝑥,

=
−2 + 3𝑥

4 + 5𝑥 +
6
𝑥,

10. lim
(→$7

,($-
%($14(12

𝑓 𝑥 =
𝑥 2 − 3𝑥

𝑥, 4 + 5𝑥 +
6
𝑥,

=
𝑥 2 − 3𝑥

𝑥 4 + 5𝑥 +
6
𝑥,

𝑙𝑖𝑚 :رذجلا طرش
(→$7

4 + 4
(
+ 2

($
= 𝑙𝑖𝑚

(→$7
4 + 𝑙𝑖𝑚

(→$7
4
(
+ 𝑙𝑖𝑚

(→$7
2
($

= 4 + 0 + 0 = 4, 4 > 0

𝑙𝑖𝑚 طسبلا ةياهن
(→$7

−2 + -
(
= 𝑙𝑖𝑚

(→$7
−2 + 𝑙𝑖𝑚

(→$7
-
(
= −2 + 0 = −2

𝑙𝑖𝑚: ماقملا ةياهن
(→$7

4 + 4
(
+ 2

($
= 𝑙𝑖𝑚

(→$7
4 + 4

(
+ 2

($
= 4 = 2 ≠ 0

(−1)

𝑥 < 0 , 𝑥 = −𝑥

: 𝑥 ≠ 0

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→$7

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→$7

−2 + 3𝑥

4 + 5𝑥 +
6
𝑥,

=
𝑙𝑖𝑚
(→$7

−2 + 3𝑥

𝑙𝑖𝑚
(→$7

4 + 5𝑥 +
6
𝑥,

=
−2
2
= −1

lim :تناك اذإ11.
(→7

:()1;($1%
-($$,(1+

= 𝑎,𝑏 ميق دجوأف1−

−1, − 1 ≠ 0∵ lim
(→7

:()1;($1%
-($$,(1+

=

:يلاتلاب ،ةيناثلا ةجردلا نم طسبلا ةيدودح نأ يأ ماقملا ةيدودح ةجرد= طسبلا ةيدودح ةجرد∴

𝑎𝑥- = 0 ⇒ 𝑎 = 0

𝑙𝑖𝑚
(→7

𝑏𝑥, + 4
3𝑥, − 2𝑥 + 1

= −1 ⟹
𝑏
3
= −1 ⇒ 𝑏 = −3

𝑙𝑖𝑚 :تناك اذإ12.
(→$7

,($1,($4
:()1;($1-

= 𝑎,𝑏 ميق دجوأف1−

∵ 𝑙𝑖𝑚
(→$7

,($1,($4
:()1;($1-

= −1, − 1 ≠ 0

يلاتلاب ،ةيناثلا ةجردلا نم ماقملا ةيدودح نأ يأ ماقملا ةيدودح ةجرد= طسبلا ةيدودح ةجرد∴

𝑎𝑥- = 0 ⇒ 𝑎 = 0

𝑙𝑖𝑚
(→$7

2𝑥, + 2𝑥 − 5
𝑏𝑥, + 3

= −1 ⟹
2
𝑏
= −1 ⇒ 𝑏 = −2
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:خيرملانملاؤس

lim :تناك اذإ13.
(→7

-($4
:($13($,

= 𝑎 ميق دجوأف2

𝑓 𝑥 =
3𝑥 − 5

𝑎𝑥, + 7𝑥 − 2
=

𝑥 3 − 5𝑥

𝑥, 𝑎 + 7𝑥 −
2
𝑥,

=
𝑥 3 − 5𝑥

𝑥 𝑎 + 7𝑥 −
2
𝑥,

=
𝑥 3 − 5𝑥

𝑥 𝑎 + 7𝑥 −
2
𝑥,

=
3 − 5𝑥

𝑎 + 7𝑥 −
2
𝑥,

𝑥 > 0, 𝑥 = 𝑥

∴ 𝑙𝑖𝑚
(→7

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→7

3 − 5𝑥

𝑎 + 7𝑥 −
2
𝑥,

=
𝑙𝑖𝑚
(→7

3 − 5𝑥

𝑙𝑖𝑚
(→7

𝑎 + 7𝑥 −
2
𝑥,

=
lim
(→7

3 − lim
(→7

5
𝑥

lim
(→7

𝑎 + lim
(→7

7
𝑥 − lim

(→7
2
𝑥,

=
3 − 0
𝑎 + 0 − 0

=
3
𝑎

∴
3
𝑎
= 2 ⇒ 𝑎 =

3
2
⇒ 𝑎 =

3
2

,
=
9
4

(1)

17
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ةيثلثملا لاودلا ضعب تاياهن
لاصتلااوتاياهنلا

1. lim
(→'

<=> 4(
-(

= 4
-

2. lim
(→'

+$?@< ,(
<=> ,(

× +1?@< ,(
+1?@< ,(

=

lim
(→'

1 − cos, 2𝑥
sin 2 𝑥 1 + cos 2 𝑥

= lim
(→'

sin, 2𝑥
sin 2 𝑥 1 + cos 2 𝑥

= lim
(→'

sin 2 𝑥
1 + cos 2 𝑥

=
lim
(→'

sin 2 𝑥

lim
(→'

(1 + cos 2 𝑥)
=
0
2
= 0

lim
(→'

sin 2 𝑥 = 0

3. lim
(→'

($

+$?@<,(
× +1?@< ,(
+1?@< ,(

= lim
(→'

($ +1?@< ,(
+$?@<$ ,(

= lim
(→'

($ +1?@< ,(
<=>$ ,(

= lim
(→'

(
<=> ,(

,
⋅ 1 + cos 2 𝑥 = lim

(→'
(

<=> ,( 

,
⋅ lim

(→'
1 + lim

(→'
cos 2 𝑥

= +
,

,
⋅ 1 + 1 = +

,

:طسبلا ةياهن

lim:ماقملا ةياهن
(→'

1 + cos 2 𝑥 = lim
(→'

1 + lim
(→'

cos 2𝑥 = 1 + 1 = 2 , 2 ≠ 0

4. lim
(→'

($

+1?@< (
lim
(→'

1 + cos 𝑥

= lim
(→'

1 + lim
(→'

cos 𝑥 = 1 + 1 = 2 , 2 ≠ 0

:طسبلا ةياهن

:ماقملا ةياهن

lim
(→'

𝑥, = 0, = 0

=
lim
(→'

𝑥,

lim
(→'

1 + cos 𝑥 =
0,

2 = 0

5. 𝑙𝑖𝑚
(→'

+$":B (
CDB ($EFC (

lim
(→'

sin 𝑥 − cos 𝑥

= lim
(→'

sin 𝑥 − lim
(→'

cos 𝑥 = 0 − 1 = −1

−1 ≠ 0

:طسبلا ةياهن

:ماقملا ةياهن

lim
(→'

1 − tan 𝑥

=
lim
(→'

1 − tan 𝑥

lim
(→'

sin 𝑥 − cos 𝑥

=
1
−1

= −1

= lim
(→'

1 − lim
(→'

tan 𝑥 = 1 − 0 = 1

18



U U L A . C O M
ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©

2023 — 2022

8. 𝑙𝑖𝑚
(→'

+$EFC (
CDB$ (

= 𝑙𝑖𝑚
(→'

+$EFC (
+$EFC$ (

= lim
(→'

+$?@< (
+$?@< ( +1?@< (

= lim
(→'

+
+1?@< (

=
G=H
,→.

+

G=H
,→.

+1?@< (
= +

,

lim
(→'

1 + cos 𝑥 = lim
(→'

1 + lim
(→'

cos 𝑥 = 1 + 1 = 2 , 2 ≠ 0

:طسبلا ةياهن

:ماقملا ةياهن
lim
(→'

1 = 1

9. 𝑙𝑖𝑚
(→'

CDB$ (
+$EFC (

= 𝑙𝑖𝑚
(→'

+$EFC$ (
+$EFC (

= lim
(→'

+$?@< ( +1?@< (
+$?@< (

= lim
(→'

1 + cos 𝑥 = lim
(→'

1 + lim
(→'

cos 𝑥 = 1 + 1 = 2

10. 𝑙𝑖𝑚
(→'

CDB%(÷(
CDB 3(÷(

lim
(→'

sin 7 𝑥
𝑥

=7, 7 ≠ 0
= 𝑙𝑖𝑚

(→'

/01 *,
,

/01 2,
,

=
JDK
,→.

/01 *,
,

JDK
,→.

/01 2,
,

= %
3

lim
(→'

sin 4 𝑥
𝑥

=4 :طسبلا ةياهن

:ماقملا ةياهن

11. 𝑙𝑖𝑚
(→'

":B -(÷(
":B ,(÷(

lim
(→'

tan 2 𝑥
𝑥

=
2
1
= 2 , 2 ≠ 0

12. 𝑙𝑖𝑚
(→'

EFC 4(
EFC -(

=
JDK
,→.

EFC 4(

JDK
,→.

EFC -(
= +

+
= 1

lim
(→'

cos 3𝑥 = 1 , 1 ≠ 0

= 𝑙𝑖𝑚
(→'

341 ),
,

341 $,
,

=
JDK
,→.

341 ),
,

JDK
,→.

341 $,
,

= -
,

:طسبلا ةياهن

:ماقملا ةياهن

lim
(→'

tan 3 𝑥
𝑥

= 3

:طسبلا ةياهن

:ماقملا ةياهن

lim
(→'

cos 5𝑥 = 1
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لاصتلاا
لاصتلااوتاياهنلا

𝑓 𝑥 =

𝑥, − 1 , −1 ≤ 𝑥 < 0
2𝑥 , 0 < 𝑥 < 1
1 , 𝑥 = 1
−2𝑥 + 4 , 1 < 𝑥 < 2
0 , 2 ≤ 𝑥 < 3

𝑥 دنع𝑓 ةلادلا لاصتا ثحبا1. = 0

𝑓(0) ةدوجوم ريغ

Z
lim
(→'!

𝑓 𝑥 = −1

lim
(→'"

𝑓 𝑥 = 0 ⇒

∵ lim
(→'!

𝑓 𝑥 ≠ lim
(→'"

𝑓 𝑥

∴ lim
(→'

𝑓 𝑥 ةدوجوم ريغ

𝑓 𝑥 دنع ةلصتم ريغ∴ = 0

𝑥 دنع𝑓 ةلادلا لاصتا ثحبا2. = 1

𝑓 1 = 1

lim
(→+!

𝑓 𝑥 = 2, lim
(→+"

𝑓 𝑥 = 2

∵ lim
(→+!

𝑓 𝑥 = lim
(→+"

𝑓 𝑥 = 2

∴ lim
(→+

𝑓 𝑥 = 2

∵ lim
(→+

𝑓 𝑥 ≠ 𝑓(1)

𝑓 𝑥 دنع ةلصتم ريغ∴ = 1

𝑥 دنع𝑓 ةلادلا لاصتا ثحبا3. = 2

𝑓 2 = 0

Z
lim
(→,!

𝑓 𝑥 = 0
lim
(→,"

𝑓 𝑥 = 0 ⇒

∵ lim
(→,!

𝑓 𝑥 = lim
(→,"

𝑓 𝑥 = 0

∴ lim
(→,

𝑓 𝑥 = 0

∵ lim
(→,

𝑓 𝑥 = 𝑓 2 = 0

𝑓 𝑥 دنع ةلصتم∴ = 2
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∶ دنع ةيلاتلا لاودلا نم لك لاصتا ثحبا 𝒙 = 𝒄

6. 𝑓 𝑥 = ]𝑥 + 5 ∶ 𝑥 ≥ 0
5 − 𝑥 ∶ 𝑥 < 0 , 𝑥 = 0

5 − 𝑥
0

𝑥 + 5

lim
(→'!

𝑓 𝑥 = lim
(→'!

5 − 𝑥

= 5 − 0 = 5

𝑓 0 = 0 + 5 = 5

lim
(→'"

𝑓 𝑥 = lim
(→'"

𝑥 + 5

= 0 + 5 = 5

∵ lim
(→'!

𝑓 𝑥 = lim
(→'"

𝑓 𝑥 = 5 ⇒ lim
(→'

𝑓 𝑥 = 5

∵ lim
(→'

𝑓 𝑥 = 𝑓 0 = 5 ⇒

7. ℎ 𝑥 = _
($$-($%
(1+

∶ 𝑥 ≠ −1
−1 ∶ 𝑥 = −1

, 𝑥 = −1

lim
(→$+

ℎ 𝑥 = lim
(→$+

𝑥, − 3𝑥 − 4
𝑥 + 1

= lim
(→$+

(𝑥 + 1)(𝑥 − 4)
𝑥 + 1

= lim
(→$+

𝑥 − 4 = −1 − 4 = −5 → ②

∵ lim
(→$+

ℎ 𝑥 ≠ ℎ(−𝑦1) ⇒

Qلاصتا ثحبا 𝑓(𝑥)دنع ∶ 𝑥 = 0

8. 𝑓 𝑥 = _
($$-(
|(|

∶ 𝑥 ≠ 0
−3 ∶ 𝑥 = 0

=

($$-(
(

= ( ($-
(

= 𝑥 − 3 ∶ 𝑥 > 0
−3 ∶ 𝑥 = 0
($$-(
$(

= ( ($-
$(

= −𝑥 + 3 ∶ 𝑥 < 0

−𝑥 + 3 0 𝑥 − 3
lim
(→'!

𝑓 𝑥 = lim
(→'!

−𝑥 + 3

= −0 + 3 = 3

lim
(→'"

𝑓 𝑥 = lim
(→'"

𝑥 − 3

= 0 − 3 = −3

∵ lim
(→'!

𝑓 𝑥 ≠ lim
(→'"

𝑓 𝑥

𝑓 0 = −3

𝑓 𝑥 دنع ةلصتم ريغ∴ = 0

∴ lim
(→'

𝑓 𝑥  ةدوجوم ريغ

𝑓 𝑥 دنع ةلصتم∴ = 0

ℎ 𝑥 دنع ةلصتم ريغ∴ = −1

ℎ −1 = −1 → ①

𝑥 دنع ةلصتم𝑓 ةلادلا:ةظحلام = ∵طقف نيميلا نم0 lim
(→'"

𝑓 𝑥 =𝑓 0 = −3 ⇒

𝑥 ≠ −1
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9. 𝑓 𝑥 = H
($1-$,
($+

∶ 𝑥 ≠ 1
+
,

∶ 𝑥 = 1
, 𝑥 = 1

=
lim
(→+

(𝑥 + 1)

lim
(→+

( 𝑥, + 3 + 2)

=
1 + 1
4

=
1
2
→ ②

دجن①,② نم

lim
(→+

𝑓 𝑥 = 𝑓 1 =
1
2

𝑓 𝑥 دنع ةلصتم∴ = 1

:رذجلا طرش

lim
(→+

𝑥, + 3 = 1, + 3 = 4, 4 > 0

:طسبلا ةياهن

lim
(→+

𝑥 + 1 = 1 + 1 = 2

:ماقملا ةياهن

lim
(→+

𝑥, + 3 + 2 =

lim
(→+

𝑥, + 3 + lim
(→+

2 =

4 + 2 = 4, 4 ≠ 0

: 𝑥 ≠ 1

𝑥, + 3 − 2
𝑥 − 1

×
𝑥, + 3 + 2
𝑥, + 3 + 2

=
𝑥, + 3 − 2,

(𝑥 − 1)( 𝑥, + 3 + 2)

=
𝑥, − 1

(𝑥 − 1)( 𝑥, + 3 + 2)

=
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)( 𝑥, + 3 + 2)

=
(𝑥 + 1)

( 𝑥, + 3 + 2)

𝑓 1 =
1
2
→ ①

lim
(→+

𝑓 𝑥 = lim
(→+

𝑥, + 3 − 2
𝑥 − 1

𝑥 دنع ةلصتم ةيلاتلا ةلادلا حبصت ثيحب𝑎 ةميق دجوأ10. = 3

𝑓 𝑥 = _𝑥
, − 1 , 𝑥 < 3
2𝑎𝑥 , 𝑥 ≥ 3

𝑓 𝑥 دنع ةلصتم∵ = 3

∴ lim
(→-!

𝑓 𝑥 = lim
(→-"

𝑓 𝑥

lim
(→-!

𝑥, − 1 = lim
(→-"

(2𝑎𝑥)

⟹ 3, − 1 = 2𝑎 3 ⟹ 8 = 6𝑎 ⟹ 𝑎 =
8
6
=
4
3

.ببسلا ركذ عم هنم صلختلا ةيناكمإ و لاصفنلاا عون ددح مث ةلصفنم ةلادلا اهدنع نوكت يتلا𝒙 ميق دجوأ

11. 𝑦 = ($+
($$%(1-

= ($+
(($+)(($-)

ارفص = ماقملا نوكي امدنع ةلصفنم ةلادلا

𝑥 هتلازإ نكمي لاصفنا − 1 𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 →

𝑥 هتلازإ نكمي لا لاصفنا = 3 ⟶

12. 𝑦 = 2𝑥 − 1 )دودحلا ةريثك ةلاد( لاصفنا طقن دجوي لا
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13. 𝑓 𝑥 = _1 − 𝑥
, , 𝑥 ≠ −1

2 , 𝑥 = −1
𝑓 −1 = 2

lim
(→$+

𝑓 𝑥 = lim
(→$+

1 − 𝑥, = 1 − −1 , = 0

∴ lim
(→$+

𝑓 𝑥 ≠ 𝑓 −1 𝑓 𝑥 دنع ةلصتم تسيل∵ = −1

هتلازإ نكميلالاصفنا

لاصتلاا تايرظن
لاصتلااوتاياهنلا

1. 𝑓 𝑥 = 𝑥, − 2𝑥 − 3 , 𝑥 = 2

2. 𝑓 𝑥 = (1-
($1+

− -
(
, 𝑥 = −1

3. 𝑓 𝑥 = 𝑥, + 3𝑥 + 𝑥 , 𝑥 = 3

Qدنع يلي امم ةلاد لك لاصتا ثحبا 𝑥 = 𝑐:

ℎ 𝑥 = 𝑥,دنع ةلصتم دودح ةريثك𝑥 = 2

𝑔 𝑥 = 2𝑥 − 𝑥 دنع ةلصتم3 = :نلأ2

𝑓 𝑥 = ℎ 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑥 دنع ةلصتم∴ = 2

ℎ 𝑥 = (1-
($1+

𝑔 𝑥 = -
(

𝑓 𝑥 = ℎ 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑥 دنع ةلصتم∴ = −1

𝑢 𝑥 = 𝑥, + 3𝑥دنع ةلصتم دودح ةريثك𝑥 = 3

𝑣 𝑥 = 𝑥دنع ةلصتم 𝑥 = 3

𝑓 𝑥 = 𝑢 𝑥 + 𝑣 𝑥 𝑥 دنع ةلصتم∴ = 3

4. 𝑓 𝑥 =
) (
($1+

, 𝑥 = −1

①ℎ 𝑥 = ) 𝑥دنع ةلصتم يبيعكت رذج ةلاد 𝑥 = −1

𝑔 𝑥 = 𝑥, + 𝑥دنع ةلصتم دودح ةريثك②1 = −1

𝑔(−1)ماقملا طرش③ = −1 , + 1 = 2, 2 ≠ 0

𝑓دنع ةلصتم 𝑥 = −1①,②,③ ⇒

a 𝑥 = 2𝑥 − 𝑥دنع ةلصتم دودح ةريثك3 = 2

a 2 = 2 2 − 3 = 1

𝑏 𝑥 = |𝑥|دنع ةلصتم ةلاد𝑥 = 1

𝑔 ً:اذإ 𝑥 = 𝑏 ∘ 𝑎 𝑥دنع ةلصتم𝑥 = 2

𝑥 دنع ةلصتم ةيبسن ةيدودح = 0ماقملا نلأ1− 𝑥 دنع≠ = −1

𝑥 دنع ةلصتم ةيبسن ةيدودح = 0ماقملا نلأ1− 𝑥 دنع≠ = −1
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5. 𝑓 𝑥 = 𝑥, + 5𝑥 + 4, 𝑥 = −5

𝑥 = −5 𝑔 دنع ةلصتم

𝑔 −5 = −5 , + 5 −5 + 4 = 4, 4 > 0
𝑔 𝑥 = 𝑥, + 5𝑥 + 4

𝑥 = −5 دنع ةلصتم 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 ∴

:يلي امكℝ ىلع ناتفرعم𝑓,𝑔 ناتلادلا6.

a) 𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 , − 3 = −𝑥 + 2 , − 3
= 𝑥, − 4𝑥 + 4 − 3 = 𝑥, − 4𝑥 + 1

b) 𝑔 ∘ 𝑓 −1 = −1 , − 4 −1 + 1 = 6

c) 𝑓 ∘ 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑔 𝑥 = − 𝑔 𝑥 + 2 = − 𝑥, − 3 + 2 = −𝑥, + 5

d) 𝑓 ∘ 𝑔 −1 = − −1 , + 5 = 4

𝑔:يلي امك ناتفرعم𝑓,𝑔 ناتلادلا7. 𝑥 = 𝑥, + 4,𝑓 𝑥 = 𝑥دجوأ

a) 𝑓 ∘ 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑔 𝑥 = 𝑔 𝑥 = 𝑥, + 4

b) 𝑓 ∘ 𝑔 2 = 2 , + 4 = 8 = 2 2

c) 𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 = 𝑥 , + 4 = 𝑥 + 4

d) 𝑔 ∘ 𝑓 2 = 2 + 4 = 6

𝑔:يلي امك ناتفرعم𝑓,𝑔 ناتلادلا8. 𝑥 = +
($1+2

,𝑓 𝑥 = 𝑥, − دجوأ9

a) 𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥, − 9 = +

($$.
$
1+2

= +
($13

b) 𝑔 ∘ 𝑓 4 = +
% $13

= +
,-

c) 𝑔 ∘ 𝑓 −4 = +
$% $13

= +
,-

𝑓 𝑥 = −𝑥 + 2, 𝑔 𝑥 = 𝑥, − دجوأ3
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𝑔نكتل9. 𝑥 = 𝑥 + 4 , 𝑓 𝑥 = 2𝑥, − 𝑔ةلادلا لاصتا ثحبا:3 ∘ 𝑓دنع𝑥 = −2

①𝑓 𝑥 = 2𝑥, − 𝑥 دنع ةلصتم دودح ةريثك3 = −2

𝑓 −2 = 2 −2 , − 3 = 5②

𝑔 𝑥 = 𝑥 + 𝑥 دنع ةلصتم③4 = نلأ5

𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 دنع ةلصتم③,②,①⇐ = −2 ⇒

𝑓 ةلادلا لاصتا ثحبا10. 𝑥 = 𝑥 − 𝑥دنع3 = 4

𝑓 𝑥 = 𝑔 ∘ ℎ 𝑥 = 𝑔 ℎ 𝑥 = 𝑔 𝑥 − 3 = 𝑥 − 3 iℎ 𝑥 = 𝑥 − 3
𝑔 𝑥 = 𝑥

ℎ 𝑥 = 𝑥 − 𝑥 دنع ةلصتم①3 = 4

4 دنع نيتلصتم نيتلاد حرط اهنلأ > 0 𝑥 = 4

ℎ 4 = 4 − 3 = −1

𝑔 𝑥 = 𝑥 𝑥 دنع ةلصتم ةقلطم ةلاد② = −1

𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ 𝑥 دنع ةلصتم②,①⇐ = 4

𝑥 = 5 𝑢 دنع ةلصتم

𝑢 5 = 5 + 4 = 9, 9 > 0
𝑢 𝑥 = 𝑥 + 4

:خيرملانملاؤس

𝑔 ةلادلا لاصتا ثحبا11. 𝑥 = 𝑥, + 1 − 𝑥 − 𝑥دنع3 = 3

ℎ 𝑥 = 𝑥 − 3

𝑢 𝑥 = 𝑥 − 3 , 𝑣 𝑥 = 𝑥

ℎ 𝑥 = 𝑣 ∘ 𝑢 𝑥 = 𝑣 𝑢 𝑥 =

𝑣 𝑥 − 3 = 𝑥 − 3

𝑢 𝑥 = 𝑥 − 𝑥 دنع ةلصتم①3 = 3

𝑢 3 = 0

𝑣 𝑥 = 𝑥 𝑥 دنع ةلصتم② = 0

ℎ = 𝑣 ∘ 𝑢 𝑥 دنع ةلصتم②,①⇐ = 3

𝑔 اذإ 𝑥 = 𝑓 𝑥 − ℎ(𝑥)دنع ةلصتم 𝑥 = 3

𝑓 𝑥 = 𝑥, + 1

𝑎 𝑥 = 𝑥, + 1

𝑎 𝑥دنع ةلصتم 𝑥 = 3

𝑎 3 = 3, + 1 = 10, 10 > 0

𝑓 𝑥 = 𝑎(𝑥) 𝑥 دنع ةلصتم∴ = 3
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:ةنيبملا ةرتفلا  ىلع  يلي امم ةلاد لك لاصتا سردا

1. 𝑓 𝑥 = 𝑥, + 2𝑥 − 3 , −2,5

𝑓ىلع  ةلصتم دودح ةريثك ℝ

−2 , 5 ⊆ ℝ

−2 , 5 𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

2. 𝑓 𝑥 = 3(
($14

, [1,3]

∀𝑥 ∈ ℝ𝑥, + 5 ≠ 0

𝑓 ℝ ىلع  ةلصتم ةيبسن ةيدودح∴
∵ 1 , 3 ⊆ ℝ

1 , 3 𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

3. 𝑓 𝑥 = ,(1+
($-

, 0,5

𝑥 − 3 = 0 ⟹ 𝑥 = 3
∀𝑥 ∈ ℝ − 3 𝑓  ةلصتم ةيبسن ةيدودح

3 ∈ 0 , 5 , 𝑥 = 3 𝑓 دنع ةلصتم ريغ ∵

∀𝑥 ∈ 0 , 5 − 3 𝑓  ةلصتم ∴

[0 , )3 , (3 , ]5 𝑓   نم لك  ىلع  ةلصتم ∴

4. 𝑓 𝑥 = $(1-
($$4(1%

, [−2,6]

𝑥, − 5𝑥 + 4 = 0 ⟹ 𝑥 = 1 , 𝑥 = 4

∀𝑥 ∈ ℝ − 1 , 4 𝑓  ةلصتم ةيبسن ةيدودح ∴

𝑥 = 1 , 𝑥 = 4 𝑓 دنع ةلصتم ريغ ∵

∀𝑥 ∈ −2 , 6 − 1 , 4 𝑓  ةلصتم ∴

[−2 , )1 , (1 ,4) , (4 , ]6 𝑓   نم لك  ىلع  ةلصتم ∴

ةرتف  ىلع  لاصتلاا
لاصتلااوتاياهنلا

:ثيح[3,4−]  ىلع  ةلادلا لاصتا سردا5.

𝑓 −3 = −5 𝑓 𝑥 = −𝑥, + 4
: 𝑥 ∈ −3 , 4

𝑓 4 = −10

lim
(→$-"

𝑓 𝑥 =

lim
(→$-"

−𝑥, + 4 = −5

lim
(→%!

𝑓 𝑥 =

lim
(→%!

−𝑥, + 4

∀𝑐 ∈ −3 , 4

𝑓 𝑐 = −𝑐, + 4

lim
(→E

𝑓 𝑥 = −𝑐, +4

𝑓 دنع ةلصتم∴
𝑥 = نيميلانم3−

𝑓 3−  ىلع  ةلصتم∴ ,4 𝑓 دنع ةلصتمريغ∴
𝑥 = راسيلانم4

𝑓1,2,3  ىلع  ةلصتم ⟹ −3 ,4

= −12

𝑓 𝑥 = H
−5 ∶ 𝑥 = −3
−𝑥, + 4 ∶ −3 < 𝑥 < 4
−10 ∶ 𝑥 = 4

∵ lim
(→$-"

𝑓(𝑥) = 𝑓 −3

∵ lim
(→%!

𝑓(𝑥) ≠ 𝑓 4

① ③②

∵ lim
(→E

𝑓 𝑥 =𝑓 𝑐

4−3

1,4 ∈ −2 , 6
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𝑓 −3 = −5 𝑔 𝑥 = −𝑥, + 4 𝑓 4 = −10

lim
(→$-"

𝑓 𝑥 =

lim
(→$-"

−𝑥, + 4 = −5

lim
(→%!

𝑓 𝑥 =

lim
(→%!

−𝑥, + 4

𝑓 دنع ةلصتم∴
𝑥 = نيميلانم3−

𝑓 3−  ىلع  ةلصتم∴ ,4

𝑓 دنع ةلصتمريغ∴
𝑥 = راسيلانم4

𝑓1,2,3  ىلع  ةلصتم ⟹ −3 ,4

= −12∵ lim
(→$-"

𝑓(𝑥) = 𝑓 −3

∵ lim
(→%!

𝑓(𝑥) ≠ 𝑓 4

① ③②

𝑔(𝑥)ىلع ةلصتم دودح ةريثك ℝ

∵ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥

∀𝑥 ∈ −3 , 4

Q3−4:ةيناث ةقيرط

𝑓:اهلاجم  ىلع  ةلادلا لاصتا سردا6. 𝑥 = _
−𝑥 + 4, 𝑥 ≤ 7

.
$(1%

,𝑥 > 7

𝑔 𝑥 =
9

−𝑥 + 4
ℎ 𝑥 = −𝑥 + 4

∵ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 ∀𝑥 ∈ 7,∞

lim
(→3"

𝑓(𝑥) = lim
(→3"

9
−𝑥 + 4 =

9
−3 = −3

𝑥    نيميلا نم = 7 𝑓  دنع ةلصتم ∴

7

𝐷𝑓 = (−∞ , ]7 ∪ 7 ,∞ = ℝ

(−∞, ]7 𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

7 ,∞ 𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

ℎىلع  ةلصتم دودح ةريثك ℝ

∵ 𝑓 𝑥 = ℎ 𝑥 ∀𝑥 ∈ (−∞, 7]

𝑓 7 = − 7 + 4 = −3

ℝ 𝑓 اهلاجم  ىلع  ةلصتم دجن ①,②,③ نم

lim
(→3"

−𝑥 + 4 =
−7 + 4 = −3
−3 ≠ 0

ماقملا طرش

∵ lim
(→3"

𝑓(𝑥) = 𝑓 7 ⇒ ③

①

②

𝑔 𝑥ةلصتم ةيبسنةيدودح
∀𝑥 ∈ ℝ − −3

𝑥    نيميلا نم = 7 دنع لاصتلاا سردن
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𝑓: اهلاجم  ىلع𝑓لاصتا سردا7. 𝑥 = H
𝑥, + 9 ∶ 𝑥 ≤ 0
2

(1-
∶ 𝑥 > 0

𝑔 𝑥 =
6

𝑥 + 3
ℎ 𝑥 = 𝑥, + 9

lim
(→'"

𝑓(𝑥) = lim
(→'"

6
𝑥 + 3

=
6
3
= 2

0    نيميلا نم دنع ةلصتم تسيل 𝑓 ∴

0

𝐷𝑓 = (−∞ , ]0 ∪ 0 ,∞ = ℝ

𝑔 𝑥ةلصتم ةيبسنةيدودح
∀𝑥 ∈ ℝ − −3

(−∞, ]0 𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

0 ,∞ 𝑓 ىلع  ةلصتم 𝑥 ∴

𝑎 :ضرفب 𝑥 = 𝑥, + 9
𝑎 𝑥ىلع  ةلصتم ℝ

𝑎 𝑥 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ 𝑅

𝑓 0 = 0, + 9 = 3

ℝ ℎ   ىلع  ةلصتم 𝑥 = 𝑎 𝑥 ∴

lim
(→'"

𝑥 + 3 = 3
:3 ≠ 0

ماقملا ةياهن

∵ lim
!→#M

𝑓(𝑥) ≠ 𝑓 0

③

①

②

∵ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 ∀𝑥 ∈ 0,∞

∵ 𝑓 𝑥 = ℎ 𝑥 ∀𝑥 ∈ −∞, 0

①,②,③ ⇒
𝑓 اهلاجم  ىلع  ةلصتم ريغ

(−∞, ]0 , 0 ,∞ نم لك  ىلع  ةلصتم 𝑓 نكل
ℝ

𝑥    نيميلا نم = 0 دنع لاصتلاا سردن
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𝑓 :اهلاجم  ىلع𝑓لاصتا سردا8. 𝑥 = D
𝑥- − 1 ,𝑥 ≤ −2
𝑥 − 7 , − 2 < 𝑥 < 4
𝑥, − 7 ,𝑥 ≥ 4

𝑢 𝑥 = 𝑥- − 1

lim
(→$,"

𝑓(𝑥) = lim
(→$,"

𝑥 − 7 = −9

2−    نيميلا نم دنع ةلصتم 𝑓 ∴

−2

𝐷𝑓 = (−∞ , ]−2 ∪ −2 , 4 ∪ [4 , )∞ = ℝ

𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

ℝىلع  ةلصتم دودح ةريثك ةلاد

𝑓 −2 = −2 - − 1 = −9

∀𝑥 ∈ (−∞ , ]−2

∵ 𝑓 𝑥 = 𝑢 𝑥

(−∞, ]−2

4
ℎ 𝑥 = 𝑥 − 7

𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

ℝ ىلع  ةلصتم دودح ةريثك ةلاد

∀𝑥 ∈ −2 , 4

∵ 𝑓 𝑥 = ℎ 𝑥

−2 , 4

𝑔 𝑥 = 𝑥, − 7

𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

ℝ ىلع  ةلصتم دودح ةريثك ةلاد

∀𝑥 ∈ [4 , )∞

∵ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥

[4 , )∞

lim
(→%!

𝑓(𝑥) = lim
(→%!

𝑥 − 7 = −3

4    راسيلا نم دنع ةلصتمريغ 𝑓 ∴

𝑓 4 = 4 , − 7 = 9

③① ②

∵ lim
(→$,"

𝑓(𝑥) = 𝑓 −2 ∵ lim
(→%!

𝑓(𝑥) ≠ 𝑓 4

④ ⑤

①,②,③,④,⑤ ⇒
𝑓 اهلاجم  ىلع  ةلصتم ريغ

(−∞, 4) , [4 , )∞ نم لك  ىلع  ةلصتم 𝑓 نكل

𝑥    راسيلا نم = 4 𝑥    نيميلا نمدنع لاصتلاا سردن = −2 دنع لاصتلاا سردن
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𝑓:اهلاجم  ىلع𝑓لاصتا سردا9. 𝑥 =

%
(1,

∶ 𝑥 ≤ −4

𝑥, + 3𝑥 − 6 ∶ −4 < 𝑥 ≤ 1

𝑥- − 3𝑥, ∶ 𝑥 > 1

ℎ 𝑥 =
4

𝑥 + 2

lim
(→$%"

𝑓(𝑥) = lim
(→$%"

𝑥, + 3𝑥 − 6

4−    نيميلا نم دنع ةلصتم 𝑓 ∴

−4

𝐷𝑓 = (−∞ , ]−4 ∪ (−4 , ]1 ∪ 1 ,∞ = ℝ

𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

ℎةلصتم ةيبسن ةيدودح

𝑓 −4 =
4

−4 + 2
= −2

ℝ اهلاجم  ىلع  ةلصتم 𝑓 ∶ دجن ①,②,③,④,⑤ نم

∀𝑥 ∈ ℝ − −2

∵ 𝑓 𝑥 = ℎ 𝑥

(−∞, ]−4

1𝑔 𝑥 = 𝑥, + 3𝑥 − 6

𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

ℝ ىلع  ةلصتم دودح ةريثك

∀𝑥 ∈ (−4 , ]1

∵ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥

−4 , 1

𝑢 𝑥 = 𝑥- − 3𝑥,

𝑓   ىلع  ةلصتم ∴

ℝ ىلع  ةلصتم دودح ةريثك

∀𝑥 ∈ 1 ,∞

∵ 𝑓 𝑥 = 𝑢 𝑥

1 ,∞

lim
(→+"

𝑓(𝑥) = lim
(→+"

𝑥- − 3𝑥,

1    نيميلا نم دنع ةلصتم 𝑓 ∴

𝑓 1 = 1 , + 3 1 − 6 = −2

∀𝑥 ∈ (−∞, ]−4

= −4 , + 3 −4 − 6 = −2

∵ lim
(→$%"

𝑓(𝑥) = 𝑓 −4 ∵ lim
(→+"

𝑓(𝑥) = 𝑓 1

= 1 - − 3 1 , = −2

③① ②

④ ⑤

𝑥    نيميلا نم = 1 𝑥    نيميلا نمدنع لاصتلاا سردن = −4 دنع لاصتلاا سردن
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اهفيرعت لاجم  ىلع  ةلصتم ةلاد لك نوكت ثيحب a , b ميق دجوأ

10. 𝑓 𝑥 = H
𝑥, − 𝑥 , 𝑥 < 1
3𝑥 + 𝑎 , 𝑥 > 1
𝑏 , 𝑥 = 1

𝑥, − 𝑥

𝑓 1 = 𝑏

3𝑥 + 𝑎1

𝐷𝑓 = 𝑅

𝑓 𝑓  اهلاجم  ىلع  ةلصتم∵ 𝑥 دنع ةلصتم∴ = 1

lim
(→+"

(3𝑥 + 𝑎) = 𝑓 1lim
(→+!

(𝑥, − 𝑥) = 𝑓 1

3 1 + 𝑎 = 𝑏

3 + 𝑎 = 𝑏

𝑎 = −3

lim
(→+!

𝑥, − lim
(→+!

𝑥 = 𝑏

1, − 1 = 𝑏

0 = 𝑏

1 > 0

11. 𝑓 𝑥 =
𝑥, , 𝑥 < −2

($$:
($;

, −2 ≤ 𝑥 < 1
𝑥 , 𝑥 ≥ 1

𝑥, 𝑥, − 𝑎
𝑥 − 𝑏

𝑥−2 1

1    راسيلا نم دنع ةلصتم 𝑓

𝑓 𝑅  اهلاجم  ىلع  ةلصتم∵

2−    راسيلا نم دنع ةلصتم 𝑓

lim
(→$,!

𝑓(𝑥) = 𝑓 −2

lim
(→$,!

𝑥, =
4 − 𝑎
−2 − 𝑏

lim
(→+!

𝑓(𝑥) = 𝑓 1

lim
(→+!

𝑥, − 𝑎
𝑥 − 𝑏 = 1

4
1
=

4 − 𝑎
−2 − 𝑏

1 − 𝑎
1 − 𝑏

=
1
1
⟹ 1 − 𝑎 = 1 − 𝑏

𝑎 = 𝑏

4 − 𝑎 = −8 − 4𝑏 ∶ (𝑎 = 𝑏)

4 − 𝑏 = −8 − 4𝑏

4𝑏 − 𝑏 = −8 − 4

3𝑏 = −12 ⇒ 𝑏 = −4 ⇒ 𝑎 = −4

3 + 𝑎 = 0

−2 , =
4 − 𝑎
−2 − 𝑏
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𝑓 ةلادلا نكتل12. 𝑥 = −𝑥, + 5𝑥 + [0,4]ةرتفلا ىلع𝑓لاصتا سردا مث𝑓 ةلادلا لاجم دجوأ6

① 𝑔 𝑥 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ 0 , 4

𝑔 𝑥 = −𝑥, + 5𝑥 + 6

𝐷𝑓 = 𝑥 ∶ 𝑔 𝑥 ≥ 0

−𝑥, + 5𝑥 + 6 ≥ 0

𝑥 = −1 , 𝑥 = 6𝑔 𝑥ىلع  ةلصتم  ② 0 ,4

𝑓ىلع  ةلصتم  ① ,②⟹ 0 ,4

𝐷𝑓 = −1 , 6

6−1

−+−
−𝑥, + 5𝑥 + 6 = 0 ⇒

𝑔 𝑥 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ −1 , 6

∵ 0 , 4 ⊆ −1 , 6

① 𝑔 𝑥 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ −2 , 2
𝑔 𝑥 = 8 − 2𝑥,

𝐷𝑓 = 𝑥 ∶ 𝑔 𝑥 ≥ 0

8 − 2𝑥, ≥ 0
𝑔 𝑥ىلع  ةلصتم  ② −2 ,2

𝑓ىلع  ةلصتم  ① ,②⟹ −2 ,2

𝐷𝑓 = −2 , 2

2−2

−+−

8 − 2𝑥, = 0 ⇒ −2𝑥, = −8 ⇒

𝑥, = 4 ⇒ 𝑥 = ∓2

14.𝑓 𝑥 = 𝑥, − 1

① 𝑔 𝑥 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ − −1 , 1 𝑔 𝑥 = 𝑥, − 1

𝐷𝑓 = 𝑥 ∶ 𝑔 𝑥 ≥ 0

𝑥, − 1 ≥ 0

𝑔 𝑥ىلع  ةلصتم  ② ℝ− −1 ,1

𝑓ىلع  ةلصتم  ① ,②⟹ ℝ− −1 ,1

1−1

+−+ ∞−∞
𝑥, − 1 = 0 ⇒ 𝑥, = 1 ⇒ 𝑥 = ±1

𝐷𝑓 = t−∞ , ]−1 ∪ [1 , )∞

= ℝ − −1 , 1

:اهلاجم  ىلع  ةيلاتلا لاودلا نم لك لاصتا سردا

13.𝑓 𝑥 = 8 − 2𝑥,
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ℝ  ىلع  ةيلاتلا لاودلا نم لكلاصتا سردا

15. 𝑓 𝑥 = ) 𝑥, + 3𝑥 − 2

ℎ 𝑥ىلع  ةلصتم ℝ

𝑔 𝑥ىلع  ةلصتم ℝ

𝑓 𝑥 ℝ ىلع  نيتلصتم نيتلاد بيكرت اهنلأℝ ىلع  ةلصتم∴

𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑜 ℎ 𝑥 = 𝑔 ℎ 𝑥 = 𝑔 𝑥, + 3𝑥 − 2 = ) 𝑥, + 3𝑥 − 2

ℎ 𝑥 = 𝑥, + 3𝑥 − 2

𝑔 𝑥 = ) 𝑥

16. 𝑓 𝑥 = 3𝑥, + 4𝑥 − 1

ℎ 𝑥ىلع  ةلصتم ℝ

𝑔 𝑥ىلع  ةلصتم ℝ

𝑓 𝑥 ℝ ىلع  نيتلصتم نيتلاد بيكرت اهنلأℝ   ىلع  ةلصتم∴

ℎ 𝑥 = 3𝑥, + 4𝑥 − 1

𝑔 𝑥 = 𝑥

𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑜 ℎ 𝑥 = 𝑔 ℎ 𝑥 = 𝑔 3𝑥, + 4𝑥 − 1 = 3𝑥, + 4𝑥 − 1
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𝑓  ةلادلا ةقتشم داجيلإ فيرعتلا مدختسا1. 𝑥 = -
(

𝑥 دنع = 3

𝑓! 𝑎 = 𝑙𝑖𝑚
(→:

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑎
𝑥 − 𝑎 = 𝑙𝑖𝑚

(→-

3
𝑥 − 1
𝑥 − 3 = 𝑙𝑖𝑚

(→-

3 − 𝑥
𝑥

𝑥 − 3 𝑥 ≠ 3

= 𝑙𝑖𝑚
(→-

−1
𝑥 =

−1
3 ∶ lim𝑥

(→-
= 3,3 ≠ 0

𝑓  ةلادلا ةقتشم داجيلإفيرعتلا مدختسا2. 𝑥 = 2𝑥-دنع 𝑥 = 1

𝑓 1 = 2 1 - = 2

𝑓! 1 = 𝑙𝑖𝑚
(→+

𝑓 𝑥 − 𝑓 1
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+

2𝑥- − 2
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+

2 𝑥- − 1-

𝑥 − 1
= 2 𝑙𝑖𝑚

(→+

𝑥 − 1 𝑥, + 𝑥 + 1,

𝑥 − 1

= 2 𝑙𝑖𝑚
(→+

𝑥, + 𝑥 + 1 = 2 1, + 1 + 1 = 6 𝑥 ≠ 1

ةقتشملا
قاقتشلاا

ماقملا ةياهن

𝑓 3 =
3
3 = 1

)تدجو نإ(

)تدجو نإ(

𝑥 دنع راسيلا ةهجل ةقتشم و نيميلا ةهجل ةقتشم اهل𝑓 ةلادلا نأ نيب3. = 1

𝑓 دنع ةقتشم اهل سيل نكل 𝑥 = v𝑥
-, 𝑥 ≤ 1
𝑥, 𝑥 > 1 𝑥 = 1

𝑓 1 = 1 - = 1

𝑓
!

!(1) = 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑓 𝑥 − 𝑓(1)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑥- − 1-

𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+!

(𝑥 − 1)(𝑥, + 𝑥 + 1,)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑥, + 𝑥 + 1 = 1, + 1 + 1 = 3

𝑥- 𝑥

1

𝑓
"

!(1) = 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑓 𝑥 − 𝑓(1)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑥 − 1
𝑥 − 1

= 1

∵ 𝑓
!

!(1) ≠ 𝑓
"

!(1) ⇒ 𝑓′(1) ةدوجوم ريغ

)تدجو نإ(
)تدجو نإ(
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𝑓 نكتل4. 𝑥 = v𝑥
, + 2𝑥 ∶ 𝑥 ≤ 1
4𝑥 − 1 ∶ 𝑥 > 1

∶ 𝑓قاقتشا ةيلباق ثحبا 𝑓دنع 𝑥 = 1.

𝑓 1 = 1, + 2 1 = 3

𝑓
!

!(1) = 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑓 𝑥 − 𝑓(1)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑥, + 2𝑥 − 3
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+!

(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑥 + 3 = 4

𝑥, + 2𝑥 4𝑥 − 11

𝑓
"

!(1) = 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑓 𝑥 − 𝑓(1)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

4𝑥 − 1 − 3
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

4𝑥 − 4
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

4(𝑥 − 1)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

4 = 4

∵ 𝑓
!

! 1 = 𝑓
"

! 1 = 4 ⇒ 𝑓! 1 = 4

:لاصتلاا

𝑓 1 = 1, + 2 1 = 3

𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑥, + 2𝑥

= 1 , + 2 1 = 3

𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→+"

4𝑥 − 1

= 4 1 − 1 = 3

∵ 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑓 𝑥 = 3 ∴ 𝑙𝑖𝑚
(→+

𝑓 𝑥 = 3

𝑓 𝑥 دنع ةلصتم∴ = 1∵ 𝑙𝑖𝑚
(→+

𝑓 𝑥 = 𝑓(1)

:قاقتشلاا

)تدجو نإ(

)تدجو نإ(

𝑓 𝑥 دنع قاقتشلال ةلباقو ةلصتم∴ = 1
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𝑓 ةلادلا نكتل5. 𝑥 = |𝑥 − 3|
𝑥 دنع ةلصتم𝑓 ةلادلا نأ نيب = .اهدنع قاقتشلال ةلباق ريغ اهنكل و3

𝑥 − 33−𝑥 + 3

𝑓 𝑥 = _𝑥 − 3 ∶ 𝑥 ≥ 3
−𝑥 + 3 ∶ 𝑥 < 3

𝑓 3 = 3 − 3 = 0lim
(→-!

𝑓 𝑥 = lim
(→-!

−𝑥 + 3 = 0

lim
(→-"

𝑓 𝑥 = lim
(→-"

𝑥 − 3 = 0

lim
(→-

𝑓 𝑥 = 0 = 𝑓 3 𝑥 = 3 𝑓 نلأدنع ةلصتم∴

𝑓$! 3 = lim
(→-!

𝑓 𝑥 − 𝑓 3
𝑥 − 3

𝑓1! 3 = lim
(→-"

𝑓 𝑥 − 𝑓 3
𝑥 − 3

= lim
(→-!

−𝑥 + 3 − 0
𝑥 − 3 = −1 = lim

(→-"
𝑥 − 3 − 0
𝑥 − 3 = 1

𝑓$! 3 ≠ 𝑓1! 3 𝑥 نلأ = 3 𝑓   دنع قاقتشلال ةلباق ريغ ∴

𝑓 ةلادلا نكتل6. 𝑥 = H
0 ∶ 𝑥 < 0
1 ∶ 𝑥 = 0
2 ∶ 𝑥 > 0

∶ 𝑓ةلادلا نأ نيب 𝑓دنع قاقتشلال ةلباق ريغ𝑥 = 0.

Z
lim
(→'!

𝑓 𝑥 = 0

lim
(→'"

𝑓 𝑥 = 2 ⟹ lim
(→'

𝑓 𝑥 ةدوجوم ريغ

)تدجو نإ()تدجو نإ(

𝑓 𝑥 دنع ةلصتم ريغ∴ = 0

𝑓 𝑥 دنع قاقتشلال ةلباق ريغ∴ = 0

𝑔 ةلادلا نكتل7. 𝑥 = v 𝑥 + 1
, , 𝑥 ≤ 0

2𝑥 + 1 , 𝑥 > 0 ∶ 𝑔دجوأ 𝑔! 0.

𝑔
!

!(0) = 𝑙𝑖𝑚
(→'!

𝑔 𝑥 − 𝑔(0)
𝑥 − 0

= 𝑙𝑖𝑚
(→'!

𝑥 + 1 , − 1,

𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
(→'!

(𝑥 + 1 − 1)(𝑥 + 1 + 1)
𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
(→'!

𝑥 𝑥 + 2
𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
(→'!

𝑥 + 2 =2

𝑥 + 1 , 2𝑥 + 10

𝑔
"

! 0 =

= 𝑙𝑖𝑚
(→'"

𝑔 𝑥 − 𝑔(0)
𝑥 − 0

= 𝑙𝑖𝑚
(→'"

2𝑥 + 1 − 1
𝑥

= 𝑙𝑖𝑚
(→'"

2𝑥
𝑥
= 2

∵ 𝑔
!

! 0 = 𝑔
"

! 0 = 2 ⇒ 𝑔! 0 = 2

𝑔 0 = 0 + 1 , = 1

)تدجو نإ(
)تدجو نإ(
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𝑓 ةلادلا نكتل8. 𝑥 = v𝑥
, ∶ 𝑥 ≤ 2
4𝑥 − 4 ∶ 𝑥 > 2

∶ 𝑓دجوأ 𝑓! 2.

𝑓 2 = 2, = 4

𝑓
!

!(2) = 𝑙𝑖𝑚
(→,!

𝑓 𝑥 − 𝑓(2)
𝑥 − 2

= 𝑙𝑖𝑚
(→,!

𝑥, − 4
𝑥 − 2

= 𝑙𝑖𝑚
(→,!

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)
𝑥 − 2

= 𝑙𝑖𝑚
(→,!

(𝑥 + 2) = 4

𝑥, 4𝑥 − 4

2

𝑓
"

! 2 =

= 𝑙𝑖𝑚
(→,"

𝑓 𝑥 − 𝑓(2)
𝑥 − 2

= 𝑙𝑖𝑚
(→,"

4𝑥 − 4 − 4
𝑥 − 2

= 𝑙𝑖𝑚
(→,"

4𝑥 − 8
𝑥 − 2

= 𝑙𝑖𝑚
(→,"

4(𝑥 − 2)
𝑥 − 2

= 4

∵ 𝑓
!

! 2 = 𝑓
"

! 2 = 4 ⇒ 𝑓! 2 = 4

𝑓 ةلادلا نكتل9. 𝑥 = _𝑥
- , 𝑥 ≤ 1
3𝑥 + 𝑘 , 𝑥 > 1 ∶ 𝑓

𝑥 دنع قاقتشلال ةلباق = 𝑘 ةميق دجوأف1
3𝑥 + 𝑘

1

𝑥$

𝑥 = 1 دنعقاقتشلالةلباق 𝑓 ∵𝑥 = 1 دنعةلصتم 𝑓 ∴

lim
(→+!

𝑓 𝑥 = lim
(⟶+"

𝑓 𝑥 ⇒ lim
(→+!

𝑥- = lim
(⟶+"

3𝑥 + 𝑘 ⇒ 1 = 3 + 𝑘 ⟹ 𝑘 = −2

)تدجو نإ( )تدجو نإ(
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:خيرملانملاؤس

𝑓 ةلادلا نكتل10. 𝑥 = _3 − 𝑥 𝑥 < 1
𝑎𝑥, + 𝑏𝑥 𝑥 ≥ 1 ∶ 𝑓ثيح 𝑎,𝑏ناتباث.

(aتناك اذإ 𝑓ميق لكل ةلصتم 𝑥نيب ةقلاعلا امف 𝑎و 𝑏؟

(bنم لكل ةديحولا ميقلا دجوأ 𝑎,𝑏لعجت يتلا 𝑓قاقتشلال ةلباق و ةلصتم

3 − 𝑥 𝑎𝑥, + 𝑏𝑥1

𝑓 𝑥𝑓 ميق لكل ةلصتم∵ 𝑥 دنع ةلصتم∴ = 1

∴ lim
(→+!

3 − 𝑥 = lim
(→+"

𝑎𝑥, + 𝑏𝑥

2 = 𝑎 + 𝑏 →①

𝑓
!

!(1) = 𝑙𝑖𝑚
(→+!

𝑓 𝑥 − 𝑓(1)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+!

3 − 𝑥 − 2
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+!

1 − 𝑥
𝑥 − 1

= −1

𝑓
"

! 1 = 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑓 𝑥 − 𝑓 1
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑎𝑥, + 𝑏𝑥 − (𝑎 + 𝑏)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑎𝑥, + 𝑏𝑥 − 𝑎 − 𝑏
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑎(𝑥,−1) + 𝑏(𝑥 − 1)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑎 𝑥 − 1 𝑥 + 1 + 𝑏(𝑥 − 1)
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑥 − 1 𝑎 𝑥 + 1 + 𝑏
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
(→+"

𝑎 𝑥 + 1 + 𝑏 = 𝑎 1 + 1 + 𝑏

= 2𝑎 + 𝑏

𝑓 𝑥 دنع قاقتشلال ةلباق∵ = 1

∴ 𝑓
!

! 1 = 𝑓
"

! 1 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 = −1 →②

𝑎 = −3, 𝑏 = 5
① ,② ⇒

)تدجو نإ( )تدجو نإ(
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قاقتشلاا دعاوق
قاقتشلاا

N0 دجوأ1.
N(

1. 𝑦 = ()

-
− 𝑥

2. 𝑦 = 2𝑥 + 1 𝑦! = 2

3. 𝑦 = 𝑥% − 7𝑥- + 2𝑥, + 15 𝑦! = 4𝑥- − 21𝑥, + 4𝑥

𝑦! =
1
3 3𝑥, − 1 = 𝑥, − 1

4. 𝑦 = 4𝑥$, − 8𝑥 + 1 𝑦! = −8𝑥$- − 8 =
−8
𝑥-

− 8

5. 𝑓 𝑥 = 𝑥, − 5𝑥 + 6 𝑥- + 2𝑥, + 1

𝑓! 𝑥 = 2𝑥 − 5 𝑥- + 2𝑥, + 1 + 𝑥, − 5𝑥 + 6 3𝑥, + 4𝑥

= 2𝑥% + 4𝑥- + 2𝑥 − 5𝑥- − 10𝑥, − 5 + 3𝑥% − 15𝑥- + 18𝑥,

+4𝑥- − 20𝑥, + 24𝑥

= 5𝑥% − 12𝑥- − 12𝑥, + 26𝑥 − 5

6. 𝑓 𝑥 = 2𝑥4 + 4 5 − 𝑥,

𝑓! 𝑥 = 10𝑥% 5 − 𝑥, + 2𝑥4 + 4 −2𝑥

= 50𝑥% − 10𝑥2 − 4𝑥2 − 8𝑥 = −14𝑥2 + 50𝑥% − 8𝑥

𝑦  نكتل7. = ($1-
(

N0 دجوأ
N(

:مادختساب

𝑦! =
𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
2𝑥 𝑥 − 𝑥, + 3 1

𝑥 ,

=
2𝑥, − 𝑥, − 3

𝑥,

=
𝑥, − 3
𝑥,

𝑦 =
𝑥, + 3
𝑥

=
𝑥,

𝑥
+
3
𝑥
= 𝑥 +

3
𝑥
⇒

𝑦! = 1 −
3
𝑥,

.aةمسقلا ةدعاق.bماقملا ىلع طسبلا دودح عيزوت

طقف لكشلاب ناتفلتخم ناتباجلإا :ةظحلام

8. 𝑦 = ($

+$()
𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
2𝑥 1 − 𝑥- − 𝑥, −3𝑥,

1 − 𝑥- , =
2𝑥 − 2𝑥% + 3𝑥%

1 − 𝑥- , =
𝑥% + 2𝑥
1 − 𝑥- ,
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9. 𝑦 = ($+
(1+

=

1
2 +

1
2 𝑥

− 12 +
1
2 𝑥

𝑥 + 1 , =
1

𝑥 𝑥 + 1 ,

𝑑𝑦
𝑑𝑥

=

1
2 𝑥 𝑥 + 1 − 𝑥 − 1 1

2 𝑥
𝑥 + 1 ,

𝑦 ىنحنملل سامملا ةلداعم دجوأ11. = 𝑥- + 𝑥ةطقنلا دنع. 1,2

𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑥- + 𝑥
𝑦! = 𝑓! 𝑥 = 3𝑥, + 1

𝑦 − 2 = 4 𝑥 − 1
𝑦 − 2 =

−1
4

𝑥 − 1
𝑦 = 4𝑥 − 4 + 2

𝑦 =
−1
4
𝑥 +

1
4
+ 2 𝑦 = 4𝑥 − 2𝑦 =

−1
4
𝑥 +

9
4

𝑦 − 𝑓 𝑎 = 𝑓! 𝑎 𝑥 − 𝑎𝑦 − 𝑓 𝑎 = $+
*6 :

𝑥 − 𝑎

سامملا ليم

)يدومعلا( مظانلا ةلداعمسامملا ةلداعم

𝑓! 𝑎 = 𝑓! 1 = 3 1 , + 1 = 4

𝑦 − 𝑓 1 = 𝑓! 1 𝑥 − 1𝑦 − 𝑓 1 = $+
*6 +

𝑥 − 1

:خيرملانملاؤس

𝑥, دنع قاقتشلال ناتلباق و𝑥 يف ناتلاد𝑢,𝑣 نأ ضرفب10. = نأ و0
𝑣! 0 = 2, 𝑣 0 = −1, 𝑢! 0 = −3, 𝑢 0 = 5

𝑥دنع ةيلاتلا تاقتشملا ميق دجوأ = 0

a) 𝑢𝑣 ! 0 = 𝑢! 0 𝑣 0 + 𝑢 0 𝑣! 0

= −3 −1 + 5 2 = 3 + 10 = 13

b) O
P

!
0 =

O6 ' P ' $ O ' P6 '

P ' $ =
−3 −1 − 5 2

−1 , = −7

c) P
O

!
0 =

P6 ' O ' $ P ' O6 '

O ' $ =
2 5 − −1 −3

5 , =
10 − 3
25

=
7
25

d) 7𝑣 − 2𝑢 ! 0 = 7𝑣! 0 − 2𝑢! 0 = 7 2 − 2 −3 = 14 + 6 = 20
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𝑦 ةلادلا ىنحنمل )مظانلا( يدومعلا ةلداعم و سامملا ةلداعم دجوأ13. = /
%1($

.ةطقنلا دنع 2,1

𝑦 − 1 = 2 𝑥 − 2

𝑦 = 2𝑥 − 4 + 1

𝑦 = 2𝑥 − 3

𝑦 − 1 =
−1
2

𝑥 − 2

𝑦 =
−1
2
𝑥 + 1 + 1

𝑦 =
−1
2 𝑥 + 2

𝑦 = 𝑓 𝑥 =
8

4 + 𝑥,

𝑦! = 𝑓! 𝑥 =
−8 2𝑥
4 + 𝑥, , =

−16𝑥
4 + 𝑥, ,

!𝑓سامملا ليم 𝑎 = 𝑓! 2 =
−16 2
4 + 2, , =

−1
2

𝑦 − 𝑓 𝑎 = 𝑓! 𝑎 𝑥 − 𝑎𝑦 − 𝑓 𝑎 = $+
*6 :

𝑥 − 𝑎

)يدومعلا( مظانلا ةلداعمسامملا ةلداعم

𝑦 − 𝑓 2 = 𝑓! 2 𝑥 − 2𝑦 − 𝑓 2 = $+
*6 ,

𝑥 − 2

:خيرملانملاؤس

𝑦 ةلادلا ىنحنم سامم ةطساوب تاداصلا و تانيسلا يروحم نم ةعوطقملا ءازجلأا دجوأ12. = 𝑥-
. ةطقنلا دنع −2, − 8

:تانيسلاروحم نم عوطقملا ءزجلا

𝑥 = 0

𝑦 = 12𝑥 + 16

𝑦 = 12 0 + 16 = 16

𝑦 = 0

𝑦 = 12𝑥 + 16 = 0

𝑥 =
−16
12

=
−4
3

𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑥-
𝑦! = 𝑓! 𝑥 = 3𝑥,

سامملا ليم

𝑓! 𝑎 = 𝑓! −2 = 3 −2 , = 12

𝑦 − 𝑓 𝑎 = 𝑓! 𝑎 𝑥 − 𝑎
𝑦 − 𝑓 −2 = 𝑓! −2 𝑥 − −2
𝑦 + 8 = 12 𝑥 + 2

𝑦 = 12𝑥 + 24 − 8

𝑦 = 12𝑥 + 16

سامملا ةلداعم
:تاداصلا روحم نم عوطقملا ءزجلا
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𝑓:𝑓 ةلادلا نكتل14. 𝑥 = H
𝑥 − %

(
,𝑥 ≥ 2

𝑥, − 4 ,𝑥 < 2
 اهلاجم نيعو𝑓′(𝑥) دجوأ

𝑓 2 = 2 −
4
2
= 0

𝐷𝑓 = −∞, 2 ∪ [2, )∞ = ℝ

𝑓! 𝑥 =
1 +

4
𝑥,

𝑥 > 2

𝑥 = 2
2𝑥 𝑥 < 2

ثحبت

𝑥
1
−
4
𝑥
=
𝑥, − 4
𝑥

=
𝑥 − 2 𝑥 + 2

𝑥
2

𝑥, − 4

𝑓$! 2 = lim
(→,!

𝑓 𝑥 − 𝑓 2
𝑥 − 2

𝑓1! 2 = lim
(→,"

𝑓 𝑥 − 𝑓 2
𝑥 − 2

= lim
(→,!

𝑥, − 4 − 0
𝑥 − 2 = lim

(→,"

𝑥 − 2 𝑥 + 2
𝑥

𝑥 − 2

= lim
(→,!

𝑥 − 2 𝑥 + 2
𝑥 − 2

= lim
(→,"

𝑥 + 2
𝑥

=
4
2
= 2= 4 2 ≠ 0

ةدوجوم ريغ 𝑓! 2 ∴

∴ 𝑓! 𝑥 = H 1 +
4
𝑥, 𝑥 > 2

2𝑥 ∶ 𝑥 < 2

𝐷𝑓 # = ℝ − 2

∵ 𝑓$! 2 ≠ 𝑓1! 2

𝑥 −
4
𝑥
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ةيثلثملا لاودلا تاقتشم
قاقتشلاا

Qدجوأ نيرامتلا يف N0
N(

1. 𝑦 = 2 sin 𝑥 − tan 𝑥

2. 𝑦 = 4 − 𝑥, sin 𝑥

𝑦! = −2𝑥 sin 𝑥 + (−𝑥,)(cos 𝑥) = −2𝑥 sin 𝑥 − 𝑥, cos 𝑥

3. 𝑦 = ?@Q (
+1?@Q (

𝑦! =
−csc, 𝑥 1 + cot 𝑥 − cot 𝑥 − csc, 𝑥

1 + cot 𝑥 ,

=
−csc, 𝑥 − csc, 𝑥 cot 𝑥 + cot 𝑥 csc, 𝑥

1 + cot 𝑥 , =
−csc, 𝑥
1 + cot 𝑥 ,

𝑦! = 2 cos 𝑥 − sec, 𝑥

4. 𝑦 = ?@< (
+1<=> (

𝑦! = $ <=> ( +1<=> ( $ ?@< ( ?@< (
+1<=> ( $ = $ <=> ($<=>$ ($?@<$ (

+1<=> ( $

=
−sin 𝑥 − sin, 𝑥 + cos, 𝑥

1 + sin 𝑥 , =
−sin 𝑥 − 1
1 + sin 𝑥 , = −

sin 𝑥 + 1
1 + sin 𝑥 , =

−1
1 + sin 𝑥

𝑦 ةلادلا ةقتشم دجوأ5. = QR> (
(

𝑥 دنع = S
%

.

𝑦! =
sec, 𝑥 𝑥 − tan 𝑥 1

𝑥,
=
𝑥 sec, 𝑥 − tan 𝑥

𝑥,

𝑦!
𝜋
4

=
𝜋
4 sec

, 𝜋
4 − tan𝜋4
𝜋
4

, =
𝜋
4 2 − 1

𝜋,
16

≈ 0.925

43



U U L A . C O M
ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©

2023 — 2022

:خيرملانملاؤس

𝑦 نيتلادلا نم لك ىنحنم نأ تبثأ6. = cos 𝑥 ,𝑦 = +
?@< (

𝑥 دنع يقفأ سامم هل = 0

𝑦 = cos 𝑥 𝑦! = −sin 𝑥

𝑦! 0 = − sin 0 = 0

𝑥 دنع سامملا ليم∴ = ارفص وه0

يقفأ سامملا∴

𝑦 = +
?@< (

= sec 𝑥 𝑦! = sec 𝑥 M tan 𝑥

𝑦! 0 = sec(0) M tan 0 = 0

𝑥 دنع سامملا ليم∴ = ارفص وه0

يقفأ سامملا∴

𝑦  نكتل7. = 1 + ,
<=> (

+ cot 𝑥 𝑃 دنع ةلادلا ىنحنمل سامملا ةلداعم دجوأ∶ S
%
,4

𝑦 = 1 + 2 csc 𝑥 + cot 𝑥 ⇒ 𝑦! = − 2 csc 𝑥 cot 𝑥 − csc, 𝑥

𝑦!
𝜋
4

= − 2 csc
𝜋
4
cot

𝜋
4
− csc,

𝜋
4

= −4

𝑦 − 4 = −4 𝑥 −
𝜋
4

𝑦 = −4𝑥 + 𝜋 + 4

سامملا ليم

سامملا ةلداعم
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ةلسلسلا ةدعاق
قاقتشلاا

1. 𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 1 , 𝑔 𝑥 = 3𝑥,

2. 𝑓 𝑥 = ($+
(
, 𝑔 𝑥 = 𝑥, + 1

𝑓(𝑥) =
𝑥
𝑥 −

1
𝑥 = 1 −

1
𝑥

𝑓 ∘ 𝑔 ! 𝑥 = 𝑓! 𝑔 𝑥 ⋅ 𝑔′(𝑥)

𝑓 ∘ 𝑔 ! 𝑥 = 𝑓! 𝑔 𝑥 ⋅ 𝑔′(𝑥)

𝑓! 𝑥 = 2

𝑓! 𝑔 𝑥 = 2

𝑔! 𝑥 = 6𝑥

𝑓 ∘ 𝑔 ! 𝑥 = 2×6𝑥 = 12𝑥

𝑓! 𝑥 = −
−1
𝑥,

=
1
𝑥,

𝑓! 𝑔 𝑥 =
1

𝑥, + 1 ,

𝑔! 𝑥 =
2𝑥
1

∴ 𝑓 ∘ 𝑔 ! 𝑥 =
2𝑥

𝑥, + 1 ,

𝐟) دجوأ ةيلاتلا نيرامتلا يف ∘ 𝐠)′(𝐱)

3. 𝑓 𝑥 = 5𝑥, − 1 , 𝑔 𝑥 = 𝑥+4

𝑓 ∘ 𝑔 ! 𝑥 = 𝑓! 𝑔 𝑥 ⋅ 𝑔′(𝑥)

𝑓! 𝑥 = 10𝑥

𝑓! 𝑔 𝑥 = 10 𝑥+4

𝑔! 𝑥 = 15𝑥+%

𝑓 ∘ 𝑔 ! 𝑥 = 150𝑥,.
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4. 𝑓 𝑥 = 𝑥4 + 1 , 𝑔 𝑥 = 𝑥 , 𝑥 = 1

𝑓 ∘ 𝑔 ! 1 = 𝑓! 𝑔 1 ⋅ 𝑔′(1)

= 𝑓! 1 ⋅ 𝑔′(1)

𝑓! 𝑥 = 5𝑥%

𝑓! 1 = 5 1 % = 5
𝑔! 𝑥 =

1
2 𝑥

𝑔! 1 =
1
2

∴ 𝑓 ∘ 𝑔 ! 1 = 5×
1
2 = 2.5

𝒇) دجوأ ∘ 𝒈)′ل ةاطعملا ميقلا دنع 𝒙.

𝑔 1 = 1 = 1

5. 𝑓 𝑥 = 𝑥 + +
?@<$ (

, 𝑔 𝑥 = 𝜋𝑥 , 𝑥 = +
%

𝑓(𝑥) = 𝑥 + sec 𝑥 ,

𝑓 ∘ 𝑔 ! 1
4

= 𝑓! 𝑔
1
4

⋅ 𝑔!
1
4

= 𝑓!
𝜋
4

⋅ 𝑔!
1
4

𝑓! 𝑥 = 1 + 2 ⋅ sec 𝑥 ⋅ sec 𝑥 ⋅ tan 𝑥

𝑓!
𝜋
4 = 1 + 2 ⋅ sec

𝜋
4 ⋅ sec

𝜋
4 ⋅ tan

𝜋
4

= 5

𝑔! 𝑥 = 𝜋

𝑔!
1
4

= 𝜋

⇒ 𝑓 ∘ 𝑔 ! 1
4

= 5𝜋

𝑔
1
4 = 𝜋×

1
4 =

𝜋
4

6. 𝑓 𝑥 = ,(
($1+

, 𝑔 𝑥 = 10𝑥, + 𝑥 + 1 , 𝑥 = 0

𝑓 ∘ 𝑔 ! 0 = 𝑓! 𝑔 0 ⋅ 𝑔! 0

= 𝑓! 1 ⋅ 𝑔! 0

𝑓! 𝑥 =
2 𝑥, + 1 − 2𝑥 2𝑥

𝑥, + 1 ,

𝑓! 1 =
2 1 + 1 − 2×2

1 + 1 , = 0

𝑔! 𝑥 = 20𝑥 + 1

𝑔! 0 = 20 0 + 1 = 1

𝑓 ∘ 𝑔 ! 0 = 0×1 = 0

: 𝑔 0 = 10 0 , + 0 + 1 = 1
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N0 دجوأ7.
N(

.لسلستلا ةدعاق مادختساب

a) 𝑦 = cos 𝑢 , 𝑢 = 6𝑥 + 2

𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
𝑑𝑦
𝑑𝑢

⋅
𝑑𝑢
𝑑𝑥

= − sin 𝑢 ⋅ 6 = −6 sin 6𝑥 + 2

b) 𝑦 = 5𝑢- + 4 , 𝑢 = 3𝑥, + 1

𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
𝑑𝑦
𝑑𝑢

⋅
𝑑𝑢
𝑑𝑥

= 15𝑢, 6𝑥 = 90 𝑥 𝑢, = 90 𝑥 3𝑥, + 1 ,

= 90𝑥 9𝑥% + 6𝑥, + 1 = 810𝑥4 + 540𝑥- + 90𝑥

NC
N"
= cos -S

,
𝑡 -S

,
+ −sin 3S

%
𝑡 3S

%
= -S

,
cos -S

,
𝑡 − 3S

%
sin 3S

%
𝑡

NC دجوأ8.
N"

𝑠 ثيح = sin -S
,
𝑡 + cos 3S

%
𝑡

9. 𝑦 = tan 2𝑥 − 𝑥-

𝑦! = sec, 2𝑥 − 𝑥- ⋅ 2 − 3𝑥,

10. 𝑦 = sin 3𝑥 + 1

𝑦! = cos 3𝑥 + 1 ⋅ 3

11. 𝑦 = tan 𝑥 + sec 𝑥 ,

𝑦! = 2 tan 𝑥 + sec 𝑥 ⋅ sec, 𝑥 + sec 𝑥 tan 𝑥

12. 𝑦 = ($+
(1+

,

𝑦! = 2
𝑥 − 1
𝑥 + 1

⋅
1 𝑥 + 1 − 𝑥 − 1 1

𝑥 + 1 ,

= 2
𝑥 − 1
𝑥 + 1

⋅
𝑥 + 1 − 𝑥 + 1

𝑥 + 1 , =
4 𝑥 − 1
𝑥 + 1 -

𝒅𝒚 دجوأ
𝒅𝒙

13. 𝑦 = 1 − 6𝑥
$
) 𝑦! =

2
3
1 − 6𝑥 $+- ⋅ −6 = −4 1 − 6𝑥 $+-
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15. 𝑦 = sin, 3𝑥 − 2

𝑦! = 2 sin 3𝑥 − 2 cos 3𝑥 − 2 3 = 6 sin 3𝑥 − 2 cos 3𝑥 − 2

14. 𝑦 = (
+1($

= 𝑥 1 + 𝑥, $#$

𝑦! = 1 1 + 𝑥, $+, + 𝑥 −
1
2 1 + 𝑥, $-, 2𝑥

= 1 + 𝑥, $+, + 𝑥 −𝑥 1 + 𝑥, $-,

= 1 + 𝑥, $+, − 𝑥, 1 + 𝑥, $-,

16. 𝑓 𝑥 = 𝑥, + 5 , 2,3

𝑓(𝑥) = 𝑥, + 5
+
, ⇒ 𝑓! 𝑥 =

1
2
𝑥, + 5 $+, 2𝑥 = 𝑥 𝑥, + 5 $+,

𝑓! 𝑎 = 𝑓! 2 = 2 2, + 5 $+, =
2
3

مظانلا

𝑦 − 𝑓 𝑎 = −
1

𝑓! 𝑎
𝑥 − 𝑎

𝑦 − 3 = −
3
2 𝑥 − 2

𝑦 = −
3
2 𝑥 + 3 + 3

𝑦 = −
3
2 𝑥 + 6

سامملا

𝑦 − 𝑓 𝑎 = 𝑓! 𝑎 𝑥 − 𝑎

𝑦 − 3 =
2
3
𝑥 − 2

𝑦 =
2
3
𝑥 −

4
3
+ 3

𝑦 =
2
3 𝑥 +

5
3

17. 𝑔 𝑥 = 𝑥- + 1 / , 0,1 دنع

𝑔! 𝑥 = 8 𝑥- + 1 3 3𝑥, = 24𝑥, 𝑥- + 1 3

𝑔! 0 = 24 0 , 0- + 1 3 = 0

هتلداعم يسأر مظانلا

𝑥 = 𝑎
𝑥 = 0

هتلداعم يقفأ سامملا

𝑦 = 𝑔 𝑎

𝑦 = 1

:يلي امم لك يف سامملا ىلع يدومعلا طخلا ةلداعمو سامملا ةلداعم دجوأ

سامملا ليم

سامملا ليم
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ينمضلا قاقشنلاا و ايلعلا بترُلا تاذ تاقتشملا
قاقتشلاا

𝒅𝟑𝒚 :دجوأ ،)1-6( نيرامتلا يف
𝒅𝒙𝟑

, 𝒅
𝟐𝒚
𝒅𝒙𝟐

, 𝒅𝒚
𝒅𝒙

1. 𝑦 = 2𝑥% − 𝑥- + 𝑥, − 3𝑥

2. 𝑦 = −𝑥4 + 2𝑥- − 4𝑥 + 1

𝑦! = −5𝑥% + 6𝑥, − 4
𝑦!! = −20𝑥- + 12𝑥
𝑦!!! = −60𝑥, + 12

𝑦! = 8𝑥- − 3𝑥, + 2𝑥 − 3
𝑦!! = 24𝑥, − 6𝑥 + 2
𝑦!!! = 48𝑥 − 6

3. 𝑦 = -
($,

= 3 𝑥 − 2 $+

𝑦! = 3 −1 𝑥 − 2 $, 1 = −3 𝑥 − 2 $,

𝑦!! = −3 −2 𝑥 − 2 $- 1 = 6 𝑥 − 2 $-

𝑦!!! = 6 −3 𝑥 − 2 $% 1 = −18 𝑥 − 2 $%

4. 𝑦 = sin 2 𝑥

𝑦! = 2 cos 2 𝑥
𝑦!! = 2 − sin 2 𝑥 2 = −4 sin 2 𝑥
𝑦!!! = −4 cos 2 𝑥 2 = −8 cos 2 𝑥

5. 𝑦 = cos 4 𝑥

𝑦! = −sin 4 𝑥 4 = −4 sin 4 𝑥
𝑦!! = −4 cos 4 𝑥 4 = −16 cos 4 𝑥
𝑦!!! = −16 −sin4𝑥 4 = 64 sin 4 𝑥

6. 𝑦 = sin, 𝑥

𝑦! = 2 sin 𝑥 cos 𝑥
𝑦!! = 2 cos 𝑥 cos 𝑥 + 2 sin 𝑥 − sin 𝑥 = 2cos,𝑥 − 2sin,𝑥
𝑦!!! = 2 2 cos 𝑥 − sin 𝑥 − 2 2 sin 𝑥 cos 𝑥

= −4 sin 𝑥 cos 𝑥 − 4 sin 𝑥 cos 𝑥 = −8 sin 𝑥 cos 𝑥
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𝒅𝟐𝒚 :دجوأ ،)9-7( نيرامتلا يف
𝒅𝒙𝟐

, 𝒅𝒚
𝒅𝒙

7. 𝑦, = 𝑥, + 4𝑥 + 2

2𝑦𝑦! = 2𝑥 + 4 ⇒ 𝑦! =
2𝑥 + 4
2𝑦

=
2 𝑥 + 2
2𝑦

=
𝑥 + 2
𝑦

𝑦!! =
1 𝑦 − 𝑥 + 2 𝑦!

𝑦, =
𝑦 − 𝑥 + 2 𝑥 + 2

𝑦
𝑦,

=
𝑦 − 𝑥 + 2 ,

𝑦 ×𝑦

𝑦, ×𝑦
=
𝑦, − 𝑥 + 2 ,

𝑦-

8. 𝑦, − 4𝑦 = 𝑥 − 3

2𝑦𝑦! − 4𝑦! = 1

𝑦!! =
−1 2𝑦!

2𝑦 − 4 , =
−2𝑦!

2𝑦 − 4 , =
−2× 1

2𝑦 − 4 × 2𝑦 − 4

2𝑦 − 4 , × 2𝑦 − 4
=

−2
2𝑦 − 4 -

9. 𝑥
$
) + 𝑦

$
) = 4

2
3 𝑥

$+- +
2
3𝑦

$+- ⋅ 𝑦!= 0

𝑦! =
−23𝑥

$+-

2
3 𝑦

$+-
= −

𝑥$
+
-

𝑦$
+
-
= −𝑥$

+
- ⋅ 𝑦

+
-

𝑦!! = −𝑥$
+
-
!
𝑦
+
- + −𝑥$

+
- 𝑦

+
-
!

=
1
3
𝑥$

%
- 𝑦

+
- + −𝑥$

+
-

1
3
𝑦$

,
- ⋅ 𝑦!

=
1
3
𝑥$

%
- 𝑦

+
- + −𝑥$

+
- ×

1
3
𝑦$

,
- ⋅ −𝑥$

+
- ⋅ 𝑦

+
-

=
1
3
𝑥$

%
- 𝑦

+
- +

1
3
𝑥$

,
-𝑦$

+
-
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10. 𝑥, + 2𝑥𝑦 − 𝑦, = 7 , 2,3

2𝑥 + 2 𝑦 + 2𝑥 𝑦! − 2𝑦𝑦! = 0

𝑦! 2𝑥 − 2𝑦 = −2𝑥 − 2𝑦

𝑦! =
−2𝑥 − 2𝑦
2𝑥 − 2𝑦

,⇒ 𝑚 = �
𝑑𝑦
𝑑𝑥 ,,-

=
−4 − 6
4 − 6

= 5 = 𝑚

مظانلا

𝑦 − 𝑦+ =
−1
𝑚 𝑥 − 𝑥+

𝑦 − 3 =
−1
5 𝑥 − 2

𝑦 =
−1
5
𝑥 +

2
5
+ 3

𝑦 =
−1
5
𝑥 +

17
5

سامملا

𝑦 − 𝑦+ = 𝑚 𝑥 − 𝑥+

𝑦 − 3 = 5 𝑥 − 2

𝑦 = 5𝑥 − 10 + 3

𝑦 = 5𝑥 − 7

.ةاطعم ةطقن لك دنع ةلادلا ىنحنم ىلع سامملا ىلع يدومعلا طخلا ةلداعمو سامملا ةلداعم دجوأ

11. 6𝑥, + 3𝑥𝑦 − 2𝑦- − 7𝑦 − 6 = 0 , −1,0

12𝑥 + 3 𝑦 + 3𝑥 𝑦! − 6𝑦, ⋅ 𝑦! − 7𝑦! = 0

𝑦! =
−12𝑥 − 3𝑦
3𝑥 − 6𝑦, − 7

⇒ 𝑚 = �
𝑑𝑦
𝑑𝑥 $+,'

=
12 − 0

−3 − 0 − 7
=
−6
5
= 𝑚

مظانلا

𝑦 − 𝑦+ =
−1
𝑚

𝑥 − 𝑥+

𝑦 − 0 =
5
6 𝑥 + 1

𝑦 =
5
6 𝑥 +

5
6

سامملا

𝑦 − 𝑦+ = 𝑚 𝑥 − 𝑥+

𝑦 − 0 =
−6
5 𝑥 + 1

𝑦 =
−6
5 𝑥 −

6
5

سامملا ليم
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12. 2𝑥𝑦 + π 𝑠𝑖𝑛 𝑦 = 2π, 1, X
,

2 𝑦 + 2𝑥 𝑦! + π𝑐𝑜𝑠 𝑦 𝑦! = 0

𝑦! 2𝑥 + π 𝑐𝑜𝑠 𝑦 = −2𝑦

⇒ 𝑦!=
−2𝑦

2𝑥 + π 𝑐𝑜𝑠 𝑦

⇒ 𝑚 = �
𝑑𝑦
𝑑𝑥 +,S,

=
−2×π2

2 + π 𝑐𝑜𝑠 π
2

=
−π
2
= 𝑚

مظانلا

𝑦 − 𝑦+ =
−1
𝑚

𝑥 − 𝑥+

𝑦 −
𝜋
2
=
2
𝜋
𝑥 − 1

𝑦 =
2
𝜋
𝑥 −

2
𝜋
+
𝜋
2

سامملا

𝑦 − 𝑦+ = 𝑚 𝑥 − 𝑥+

𝑦 −
𝜋
2 =

−𝜋
2 𝑥 − 1

𝑦 =
−𝜋
2 𝑥 +

𝜋
2 +

𝜋
2

𝑦 =
−𝜋
2
𝑥 + π

:خيرملانملاؤس

𝑦 يف𝐴,𝐵 دجوأ13. = 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥 !!𝑦 ثيح: − 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑦! = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑦!! = −𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑦!! − 𝑦 = −𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥

= −𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥

= −2𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 2𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥

⇒ −2𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 2𝐵 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 1 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 0 cos 𝑥

−2𝐴 = 1 ⇒ 𝐴 =
−1
2 , 𝐵 = 0
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𝑓 تناك اذإ15. 𝑥 = +
(

!!4𝑥,𝑓 نأ تبثأف 𝑥 − 3𝑓 𝑥 = 0:

𝑓 𝑥 =
1
𝑥
= 𝑥

$+
,

𝑓! 𝑥 = −
1
2
𝑥$

-
,

𝑓!! 𝑥 =
−1
2
⋅
−3
2
𝑥$

4
, =

3
4
𝑥$

4
,

∴ 4𝑥,𝑓!! 𝑥 − 3𝑓 𝑥 = 4𝑥, ⋅
3
4
𝑥$

4
, − 3𝑥

$+
, = 3𝑥

$+
, − 3𝑥

$+
, = 0

𝑓 تناك اذإ16. 𝑥 = +
+$($

1 نأ تبثأف − 𝑥, 𝑓!!! 𝑥 − 6𝑥𝑓!! 𝑥 − 6𝑓! 𝑥 = 0:

𝑦
1
=

1
1 − 𝑥,

, 𝑦 1 − 𝑥, = 1

① 𝑦! 1 − 𝑥, + 𝑦 −2𝑥 = 0

② 𝑦!! 1 − 𝑥, + 𝑦! −2𝑥 + 𝑦! −2𝑥 + 𝑦 −2 = 0

𝑦!! 1 − 𝑥, + −4𝑥 𝑦! − 2𝑦 = 0

③ 𝑦!!! 1 − 𝑥, + 𝑦!! −2𝑥 + −4 𝑦′ + −4𝑥 𝑦!! − 2𝑦! = 0

𝑦!!! 1 − 𝑥, − 6𝑥𝑦!! − 6𝑦! = 0

N0 دجوأ14.
N(

𝑦 ثيح = EFC (
+1":B (

𝐴 دنع ةلادلا ىنحنم ىلع سامملا ةلداعم بتكا و 0,1

𝑦! =
−𝑠𝑖𝑛 𝑥 1 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠𝑒𝑐, 𝑥

1 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥 ,

⇒ 𝑚 = 𝑦! 0 =
0 − 1 1 ,

1 + 0 , = −1

𝑦 − 𝑦+ = 𝑚 𝑥 − 𝑥+

𝑦 − 1 = −1 𝑥 − 0

𝑦 = −𝑥 + 1
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لاودلل )ىرغصلا و ىمظعلا( ىوصقلا ميقلا
قاقتشلااتاقيبطت

𝟕)نيرامتلا يف − ةجرحلا طاقنلا ددح ،(𝟗

7. 𝑦 = 𝑥, 𝑥 + 2 = 𝑥- + 2𝑥,

ℝ ىلع قاقتشلال ةلباق و ةلصتم دودح ةريثك ةلاد
𝑦! = 3𝑥, + 4𝑥

𝑦! = 0 ⇒ 3𝑥, + 4𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 3𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥 = 0 , 𝑥 = −
4
3

𝑦 0 = 0, 𝑦 −
4
3

= −
4
3

-
+ 2 −

4
3

,
=
32
27

0,0ةجرحلا طاقنلا − %
-
, -,
,3

:خيرملانملاؤس

8. 𝑦 = 𝑥 3 − 𝑥

3 − 𝑥 ≥ 0 , 3 ≥ 𝑥 , 𝑥 ≤ 3

𝑓3,∞− ىلع قاقتشلال ةلباق و3,∞− ىلعةلصتم

𝑦 = 𝑥 3 − 𝑥
+
,

𝑦! = 1 3 − 𝑥
+
, + 𝑥

1
2 3 − 𝑥 $+, −1 = 3 − 𝑥 −

1
2 𝑥

1
3 − 𝑥

= 3 − 𝑥 −
𝑥

2 3 − 𝑥
=
2 3 − 𝑥 − 𝑥
2 3 − 𝑥

=
6 − 3𝑥
2 3 − 𝑥

⇒ 𝑦!=
6 − 3𝑥
2 3 − 𝑥

𝒚! = 𝟎

6 − 3𝑥 = 0

−3𝑥 = −6

𝑥 = 2 , 2 ∈ −∞, 3

𝑓 2 = 2 3 − 2 = 2

 ةجرح ةطقن2,2

ةدوجوم ريغ 𝒚′

2 3 − 𝑥 = 0

3 − 𝑥 = 0

3 − 𝑥 = 0

𝑥 = 3 , 3 ∉ −∞, 3

ةلاحلا هذه يف ةجرح ةطقن دجوي لا

:نيتيلاتلا نيتلاحلا سردن نأ بجي ةجرحلا طاقنلاداجيلإ

②①
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9. 𝑦 = 𝑓 𝑥 = _3 − 𝑥 , 𝑥 < 0
3 + 2𝑥 − 𝑥, , 𝑥 ≥ 0

𝑦! 𝑥 = 𝑓! 𝑥 = H
−1 𝑥 < 0

ثحبت 𝑥 = 0
2 − 2𝑥 𝑥 > 0

3 − 𝑥 3 + 2𝑥 − 𝑥!0

𝑓!! 0 = lim
(→'!

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)
𝑥 − 0

= lim
(→'!

3 − 𝑥 − 3
𝑥

= −1

𝑓 0 = 3

𝑓"! 0 = lim
(→'"

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)
𝑥 − 0

= lim
(→'"

3 + 2𝑥 − 𝑥, − 3
𝑥

= lim
(→'"

𝑥 2 − 𝑥
𝑥 = 2

ةجرحلا طاقنلا

𝑥 < 0, 𝑥 ∈ −∞, 0

𝑦! = 𝑓′(𝑥) = −1

𝑥 > 0, 𝑥 ∈ 0,∞

𝑦! = 2 − 2𝑥 = 0

𝑥 =
−2
−2 = 1

1 ∈ 0,∞
ةجرح ةطقن ةلادلل

𝑥 دنع = 1
𝑓 1 = 3 + 2 − 1 = 4

(1,4) ةجرح ةطقن∴

دنع ةجرح ةطقن دجوي يلاتلاب ةدوجوم ريغ 𝑓! 0 ∴

∵ 𝑓$! 0 ≠ 𝑓1! 0

𝑥 = 0

𝑥 = 0

𝑓! ةدوجومريغ0

0 , 𝑓 0

ةجرح ةطقن ةلادلل
𝑥 دنع = :يهو0

0 , 3

 ةجرح ةطقندجوتلا يلاتلاب
ةرتفلا هذه ىلع

∀𝑥 ∈ −∞, 0 , 𝑓! 𝑥 ≠ 0
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𝟏𝟎 − .ةنيبملا ةرتفلا يف ةيلاتلا لاودلا نم ةلاد لكل ةقلطملا ىوصقلا ميقلا دجوأ𝟏𝟒

10. 𝑦 = 2𝑥, − 8𝑥 + 9 , 0,4

ةقلطم ىرغص ةميق و ةقلطم ىمظع ةميق دجويً:اذإ0,4 ىلع ةلصتم ةلادلا∵

𝑓 0 = 2 0 , − 8 0 + 9 = 9 , 𝑓 4 = 2 4 , − 8 4 + 9 = 9

𝑓!(𝑥) = 4𝑥 − 8, 𝑓!(𝑥) = 0 ⇒ 4𝑥 − 8 = 0 ⇒ 𝑥 =
8
4
= 2, 2 ∈ 0,4

𝑓 2 = 2 2 , − 8 2 + 9 = 1

2,1 ةجرح ةطقن∴

𝑥 0 2 4

𝑦 9 1 9

11. 𝑓(𝑥) = 𝑥
)
9 , −2,3 2,3− ىلع ةلصتم ةلادلا∵

ةقلطم ىرغص ةميق و ةقلطم ىمظع ةميق دجوي∴

𝑥 −2 0 3

𝑓(𝑥) −1.516 0 1.933

𝑓 −2 = −2
-
4 = −1.516 , 𝑓 3 = 3

-
4 = 1.933

𝑓! 𝑥 =
3
5 𝑥

$,4 =
3

5𝑥
,
4
=

3
59 𝑥,

(0,0) ةجرح ةطقن∴

:لودجلا نم

⇐ يه[0,4]ةرتفلا يف ةلادلل ةميق ربكأ§ ةقلطم ىمظع ةميق99
1يه[0,4]ةرتفلا يف ةلادلل ةميق رغصأ§ ⇐ ةقلطم ىرغص ةميق1

!𝑓  :نأ ظحلا 𝑥 ≠ "رفصلا يواسي لا طسبلا نلأ"0

𝑓! 𝑥ارفص يواسي ماقملا نوكي امدنع" ةدوجوم ريغ"ً

59 𝑥, = 0 ⇒ 𝑥 = 0, 0 ∈ −2,3 , 𝑓 0 = 0
-
4 = 0

:لودجلا نم

⇐ يه[2,3−]ةرتفلا يف ةلادلل ةميق ربكأ§ ةقلطم ىمظع ةميق1.9331.933

1.516−يه[2,3−]ةرتفلا يف ةلادلل ةميق رغصأ§ ⇐ ةقلطم ىرغص ةميق1.516−

𝑦:ضرفب = 𝑓(𝑥)
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:خيرملانملاؤس

3,0− ىلع ةلصتم ةلادلا∵

ةقلطم ىرغص ةميق و ةقلطم ىمظع ةميق دجوي∴

12. 𝑦 = (
($1+

, −3,0

𝑥 −3 −1 0

𝑦 −
3
10 −

1
2

0

𝑓!(𝑥) =
1 𝑥, + 1 − 𝑥 2𝑥

𝑥, + 1 , =
𝑥, + 1 − 2𝑥,

𝑥, + 1 , =
1 − 𝑥,

𝑥, + 1 ,

𝑓!(𝑥) = 0 ⇒ 1 − 𝑥, = 0 ⇒ 1 − 𝑥 1 + 𝑥 = 0 ⇒

𝑥 = 1 , 1 ∉ −3,0

𝑥 = −1 ,−1 ∈ −3,0 ⇒ 𝑓 −1 =
−1

−1 , + 1 =
−1
2

𝑓! 𝑥 ةدوجوم ريغ ⇒ 𝑥, + 1 , = 0 ⇒ 𝑥, + 1 = 0 ⇒ 𝑥, = −1

:نيتيلاتلا نيتلاحلا ةشقانم بجي ةجرحلا طاقنلا داجيلإ

②

①

:لودجلا نم

⇐ يه[3,0−]ةرتفلا يف ةلادلل ةميق ربكأ§ ةقلطم ىمظع ةميق00

+$ يه[3,0−]ةرتفلا يف ةلادلل ةميق رغصأ§
,
⇐ $+

,
ةقلطم ىرغص ةميق

𝑦:ضرفب = 𝑓(𝑥)

𝑓 −3 =
−3

−3 , + 1
=
−3
10

, 𝑓 0 =
0

0, + 1
= 0

ةلاحلا هذه يف ةجرح طاقن دجوي لا يلاتلاب لولحدجوي لا

(−1, $+
,
) ةجرح ةطقن∴
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13. 𝑦 = 3 + 2𝑥 − 𝑥, , −1,1

1,1− ىلع ةلصتم ةلادلا∵

ةقلطم ىرغص ةميق و ةقلطم ىمظع ةميق دجوي∴

𝑓 −1 = 0 ، 𝑓 1 = 2

𝑓(𝑥) = 3 + 2𝑥 − 𝑥,
+
, ⇒ 𝑓!(𝑥) =

1
2
3 + 2𝑥 − 𝑥, $+, 2 − 2𝑥

=
2 − 2𝑥

2 3 + 2𝑥 − 𝑥,
+
,
=

2 1 − 𝑥
2 3 + 2𝑥 − 𝑥,

=
1 − 𝑥

3 + 2𝑥 − 𝑥,

𝑥 = 3 , 3 ∉ −1,1

𝑥 = −1 ,−1 ∉ −1,1

 هذه يفةجرح طاقن دجوي لا
ةلاحلا

𝑥 −1 1

𝑦 0 2

𝑓!(𝑥) = 0 ⇒ 1 − 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 , 1 ∉ −1,1 ⇒

𝑓!(𝑥) ةدوجوم ريغ ⇒ 3 + 2𝑥 − 𝑥, = 0 ⇒ 3 + 2𝑥 − 𝑥, = 0 ⇒

:نيتيلاتلا نيتلاحلا ةشقانم بجي ةجرحلا طاقنلا داجيلإ

②

①

⇒  هذه يفةجرح طاقن دجوي لاً اضيأ
ةلاحلا

:لودجلا نم

⇐ يه[1,1−]ةرتفلا يف ةلادلل ةميق ربكأ§ ةقلطم ىمظع ةميق22

0 يه[1,1−]ةرتفلا يف ةلادلل ةميق رغصأ§ ⇐ ةقلطم ىرغص ةميق0

𝑦:ضرفب = 𝑓(𝑥)
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14. 𝑦 = +
+$($

, − +
,
, +
,

− ىلع ةلصتم ةلادلا∵ +
,
, +
,

ةقلطم ىرغص ةميق و ةقلطم ىمظع ةميق دجوي∴

𝑓 −
1
2

=
2 3
3

≈ 1.155 ، 𝑓
1
2

=
2 3
3

≈ 1.155

𝑓!(𝑥) = −
1
2
1 − 𝑥, $-, −2𝑥 =

𝑥

1 − 𝑥,
-
,

0,1 ةجرح ةطقن∴

𝑥 −
1
2

0 1
2

𝑦 1.155 1 1.155

𝑓!(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 = 0 , 0 ∈ −
1
2
,
1
2

⇒ 𝑦 0 =
1

1 − 0 ,
= 1

𝑓!(𝑥) ةدوجوم ريغ ⇒ 1 − 𝑥,
)
$ = 0 ⇒ 1 − 𝑥, = 0 ⇒

1 − 𝑥 1 + 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 , 1 ∉ −
1
2 ,
1
2

𝑥 = −1 ,−1 ∉ −
1
2 ,
1
2

:نيتيلاتلا نيتلاحلا ةشقانم بجي ةجرحلا طاقنلا داجيلإ

②

①

طاقن دجوي لا
 هذه يفةجرح

ةلاحلا

:لودجلا نم

−ةرتفلا يف ةلادلل ةميق ربكأ§ +
,
, +
,

1.155 يه ⇐ ةقلطم ىمظع ةميق1.155

−ةرتفلا يف ةلادلل ةميق رغصأ§ +
,
, +
,

1 يه ⇐ ةقلطم ىرغص ةميق1

⇒

𝑦:ضرفب = 𝑓(𝑥)

:خيرملانملاؤس
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𝑓 ةلادلا نأ نيّب1. 𝑥 = 𝑥, + 2𝑥 − 1: 𝑓دجوأ مث0,1 ىلع ةطسوتملا ةميقلا ةيرظن طورش ققحت 
.كتباجإ رسّف .ةيرظنلا اهب ئبنت يتلا𝑐 ةميق

لاودلا صقانتو ديازت
قاقتشلااتاقيبطت

𝑓: طورشلا 𝑥 = 𝑥, + 2𝑥 − يهفℝ ىلع ةلصتم دودح ةريثك ةلاد1
0 ةرتفلا ىلع ةلصتم 0 ةرتفلا ىلع قاقتشلال ةلباقو1, ,1.

0 ةرتفلا ىلع ةققحم ةطسوتملا ةميقلا ةيرظن طورش∵ ,1
𝑐 لقلأاىلع دجوي∴ ∈ 0 : ثيحب1,

𝑓! 𝑐 =
𝑓 𝑏 − 𝑓 𝑎

𝑏 − 𝑎
=
𝑓 1 − 𝑓 0

1 − 0
=
𝑓 1 − 𝑓 0

1
𝑓! 𝑥 = 2𝑥 + 2 ⟹ 𝑓! 𝑐 = 2𝑐 + 2
𝑓 1 = 1 , + 2 1 − 1 = 2 , 𝑓 0 = 0 , + 2 0 − 1 = −1

∴ 2𝑐 + 2 =
2 − (−1)

1
= 3 ⟹ 2𝑐 = 1, 𝑐 =

1
2
∈ 0,1

𝑥 دنع ةلادلا ينحنمل سامم دجوي: ريسفتلا = +
,

0 نيتطقنلاب راملا عطاقلا يزاوي ,0 2 , 4

𝑓 ةلادلا نأ نيّب2. 𝑥 = 𝑥 + +
(
: 𝑓ىلع ةطسوتملا ةميقلا ةيرظن طورش ققحت +

,
,2

.كتباجإ رسّف .ةيرظنلا اهب ئبنت يتلا𝑐 ةميق دجوأ مث

𝑐 = −1 ∉ 0.5 , 2 , c =1 ∈ 0.5 , 2

ℎ 𝑥 = 𝑥 , 𝑔 𝑥 =
1
𝑥

𝐷& = ℝ , 𝐷) = ℝ − 0 ⟹ 𝐷* = 𝐷& ∩ 𝐷) = ℝ − 0

𝑓 ℝ ىلع ةلصتم∴ − 0

𝑓طورشلا 𝑥 = 𝑥 + +
(
+  ىلع ةلصتم يه يلاتلاب∗ℝ ىلع ةلصتم:

,
+ ىلع قاقتشلال ةلباق و2,

,
,2

+ ةرتفلا ىلع ةققحم ةطسوتملا ةميقلا ةيرظن طورش∵
,
,2

𝑐 لقلأا ىلع دجوي∴ ∈ +
,
: ثيحب2,

𝑓! 𝑐 =
𝑓 𝑏 − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎 =
𝑓 2 − 𝑓(0.5 )

2 − 0.5 =
𝑓 2 − 𝑓(0.5)

1.5

𝑓! 𝑥 = 1 +
−1
𝑥,

⟹ 𝑓! 𝑐 = 1 +
−1
𝑐,

𝑓 2 = 2 + 0.5 = 2.5 , 𝑓 0.5 = 0.5 +
1
0.5 = 2.5

∴ 1 +
−1
𝑐,

=
2.5 − 2.5
1.5

= 0 ⟹
1
c,
= 1 ⟹ c, = 1 ⟹ c = ±1

𝑥 دنع𝑓 ةلادلا ىنحنمل يقفأ سامم دجوي = 1

0.5 نيتطقنلاب راملا عطاقلا يزاوي , 2.5 , (2 , 2.5)

:ريسفتلا
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: لاودلا نم لكل صقانتلا و ديازتلا تارتف ددح

𝑓ىلع ةلصتم دودح ةريثك ℝ

𝑓! 𝑥 = 5 − 2𝑥 , 𝑓! 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 2.5

3. 𝑓 𝑥 = 5𝑥 − 𝑥,

−∞ ∞2.5
تارتفلا (−∞, 𝟐. 𝟓) (𝟐. 𝟓,∞)

′𝑓 ةراشإ + −

𝑓 كولس ↗ ↘

𝑓(2.5,∞−)  ىلع ةديازتم

𝑓ىلع ةلصتم دودح ةريثك ℝ

𝑓! 𝑥 = 3𝑥, − 18𝑥 , 𝑓! 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 0 ، 𝑥 = 6

4. 𝑓 𝑥 = 𝑥- − 9𝑥, + 24

−∞ ∞0

تارتفلا (−∞, 0) (0,6) (6,∞)

′𝑓 ةراشإ + − +

𝑓 كولس ↗ ↘ ↗

6

𝑓(∞,6)نم لك ىلع ةديازتم ,(−∞,0)

𝑓(∞,2.5) ىلع ةصقانتم

𝑓(0,6) ىلع ةصقانتم

𝑘! 𝑥 = −2𝑥$- =
−2
𝑥-

≠ 0

5. 𝑘 𝑥 = +
($
= 𝑥$,

−∞ ∞0

تارتفلا (−∞, 𝟎) (𝟎,∞)

′𝑘 ةراشإ + −

𝑘كولس ↗ ↘

𝑘(∞,0) ىلع ةصقانتم𝑘(0,∞−) ىلع ةديازتم

𝑘∀𝑥 ةلصتم ةيبسن ةيدودح ∈ ℝ − 0

ةفرعم ريغ

ℎ! 𝑥 =
−1 𝑥, + 4 − (−𝑥)(2𝑥)

𝑥, + 4 , =
𝑥, − 4
𝑥, + 4 ,

ℎ! 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥, − 4 = 0 ⇒ 𝑥 − 2 𝑥 + 2 = 0 ⟹ 𝑥 = ±2

6. ℎ 𝑥 = $(
($1%

−∞ ∞−2
تارتفلا (−∞,−2) (−2,2) (2,∞)

′h ةراشإ + − +

h كولس ↗ ↘ ↗

2

ℎ(∞,2)نم لك ىلع ةديازتم , −∞, − 2ℎ(2,2−) ىلع ةصقانتم

ℝ ,ℎ𝑥 ىلع ةلصتم ةيبسن ةيدودح + 4 ≠ 0
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𝑓اهلاجم ىلع ةلصتم دودح ةريثك ℝ

𝑓! 𝑥 = 4𝑥- − 4𝑥

𝑓! 𝑥 = 0 ⇒ 4𝑥 𝑥, − 1 = 0 ⇒ 4𝑥 𝑥 − 1 𝑥 + 1 = 0 ⇒

𝑥 = 0 , 𝑥 = 1 , 𝑥 = −1

7. 𝑓 𝑥 = 𝑥% − 2𝑥,

−∞ ∞−1

تارتفلا (−∞,−1) (−1,0) (0,1) (1,∞)

′𝑓 ةراشإ − + − +

𝑓 كولس ↘ ↗ ↘ ↗

0 1

𝑓(∞,1)نم لك ىلع ةديازتم , −1,0𝑓نم لك ىلع ةصقانتم−∞, − 1 , (0,1)

1. 𝑓 𝑥 = 𝑥- − 9𝑥, + 24𝑥

𝑓ىلع قاقتشلال ةلباق و ةلصتم دودح ةريثك ℝ

𝑓! 𝑥 = 3𝑥, − 18𝑥 + 24 = 0 ⇒ 𝑥 = 4 , 𝑓 4 = 16
𝑥 = 2 , 𝑓 2 = 20

4,16 ةجرحلا طاقنلا∴ , 2,20
2

تارتفلا (−∞, 2) (2,4) (4,∞)

′𝑓 ةراشإ + − +

𝑓 كولس ↗ ↘ ↗

ةديازتم ةصقانتم ةديازتم

4

𝑥 دنع ةيلحم ىمظع ةميق𝑓 ل دجوي = 𝑓 يه و2 2 = 20

𝑥 دنع ةيلحم ىرغص ةميق𝑓 ل دجوي = 𝑓 يه و4 4 = 16

𝟏 −  ةلاد لكل صقانتلا تارتف و ديازتلا تارتف نيّع و ةيّلحملا ىوصقلا ميقلا و ةجرحلا طاقنلا دجوأ𝟔
: يلي امم

𝑓(∞,4)نم لك ىلع ةديازتم , −∞,2

𝑓(2,4) ىلع ةصقانتم

𝒇 ةلادلا نايبب′′𝒇!,𝒇طبر
قاقتشلااتاقيبطت

−∞ ∞
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2. 𝑔 𝑥 = −2𝑥- + 6𝑥, − 3

𝑔ىلع قاقتشلال ةلباق و ةلصتم دودح ةريثك ℝ

𝑔! 𝑥 = −6𝑥, + 12𝑥 = 0 ⇒ −6𝑥 𝑥 − 2 = 0

�𝑥 = 0 → 𝑓 0 = −3 0,−3
𝑥 = 2 → 𝑓 2 = 5 2,5 ةجرح طقن

𝑥 دنع ةيلحم ىمظع ةميق𝑔 ل دجوي = 𝑔 يه و2 2 = 5

𝑥 دنع ةيلحم ىرغص ةميق𝑔 ل دجوي = 𝑔 يه و0 0 = −3

−∞ ∞0
تارتفلا (−∞, 0) (0,2) (2,∞)

′𝑔 ةراشإ − + −

𝑔 كولس ↘ ↗ ↘

2

𝑔(0,2) ىلع ةديازتم

𝑔(0,∞−)نم لك ىلع ةصقانتم ,(2,∞)

3. ℎ 𝑥 = −𝑥% − 4𝑥- − 4𝑥, + 1

ℎىلع قاقتشلال ةلباق و ةلصتم دودح ةريثك ℝ

ℎ! 𝑥 = −4𝑥- − 12𝑥, − 8𝑥 = 0 ⇒ −4𝑥 𝑥, + 3𝑥 + 2 = 0

�
𝑥 = 0 , ℎ 0 = 1 , 0,1

𝑥 = −1 , ℎ −1 = 0 , −1,0
𝑥 = −2 , ℎ −2 = 1 , −2,1

ةجرح طاقن

−∞ ∞−2
تارتفلا (−∞,−2) (−2,−1) (−1,0) (0,∞)

′ℎ ةراشإ + − + −

ℎ كولس ↗ ↘ ↗ ↘

−1 0

𝑥 دنع ةيلحم ىمظع ةميقℎ ل دجوي = ℎ يه و2− −2 = 1

𝑥 دنع ةيلحم ىرغص ةميقℎ ل دجوي = ℎ يه و1− −1 = 0

𝑥 دنع ةيلحم ىمظع ةميقℎ ل دجوي = ℎ يه و0 0 = 1

ℎنم لكىلع ةديازتم(−∞, − 2) ,(−1,0)

ℎ2−)نم لك ىلع ةصقانتم, − 1) ,(0,∞)
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4. 𝑔 𝑥 = -
,
𝑥% + 2𝑥- − 3𝑥, − 6𝑥 + .

,

ℝ ىلع قاقتشلال ةلباق و ةلصتم دودح ةريثك 𝑔

𝑔! 𝑥 = 6𝑥- + 6𝑥, − 6𝑥 − 6 = 0 ⇒
𝑥 = 1 , 𝑔 1 = −1
𝑥 = −1 , 𝑔 −1 = 7

∴−1,7 , 1, − ةجرح طاقن1

−∞ ∞−1
تارتفلا (−∞,−1) (−1,1) (1,∞)

′𝑔 ةراشإ − − +

𝑔 كولس ↘ ↘ ↗

1

𝑥 دنع ةيلحم ىرغص ةميق𝑔 ل دجوي∴ = 𝑔 يه و1 1 = −1
𝑔(∞,1)ىلع ةديازتم&𝑔نم لك ىلع ةصقانتم(−∞, − 1) ,(−1,1)

:خيرملانملاؤس

5. ℎ 𝑥 = 2 − 𝑥 − 1

−∞ ∞1
تارتفلا (−∞, 1) (1,∞)

′ℎ ةراشإ + −

ℎ كولس ↗ ↘

ةديازتم ةصقانتم

𝑥 دنع ةيلحم ىمظع ةميقℎ ل دجوي = ℎ يه و1 1 = 2

ℎ(∞,1)ىلع ةصقانتم&ℎ(1,∞−) ىلع ةديازتم

= _2 − 𝑥 − 1 = 2 − 𝑥 + 1 = 3 − 𝑥 ∶ 𝑥 ≥ 1
2 − −𝑥 + 1 = 2 + 𝑥 − 1 = 1 + 𝑥 ∶ 𝑥 < 1 𝐷&= ℝ

1, ℎ 1 = ةجرح ةطقن1,2

ℎ$! 1 = lim
(→+!

ℎ 𝑥 − ℎ(1)
𝑥 − 1

= lim
(→+!

1 + 𝑥 − 2
𝑥 − 1 = 1

ℎ" 𝑥 = 1
−1 ∶ 𝑥 > 1

ثحبت ∶ 𝑥 = 1
1 ∶ 𝑥 < 1

ℎ1! 1 = lim
(→+"

ℎ 𝑥 − ℎ(1)
𝑥 − 1

= lim
(→+!

3 − 𝑥 − 2
𝑥 − 1 = −1

1

1

ℎ 1 = 2 − 1 − 1 = 2

∵ ℎ$! 1 ≠ ℎ1! 1 ∴ ℎ! 1 ةدوجوم ريغ

:يلاتلاب
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:خيرملانملاؤس

6. 𝑓 𝑥 = (
($,

𝑓! 𝑥 =
1 𝑥 − 2 − 𝑥 1

𝑥 − 2 , =
𝑥 − 2 − 𝑥
𝑥 − 2 , =

−2
𝑥 − 2 ,

𝑓′(𝑥) ≠ 0          ةجرح طاقن دجوي لا

−∞ ∞2
تارتفلا (−∞, 2) (2,∞)

′𝑓 ةراشإ − −

𝑓 كولس ↘ ↘

ةصقانتم ةصقانتم

ىوصق ميق دجوي لا

𝑓! 𝑥 < 0 , ∀ 𝑥 ∈ ℝ − 2

ℎ(∞,2) ،(2,∞−):نم لك ىلع ةصقانتم
ةفرعم ريغ

𝐷* = ℝ − 2

𝑓 ,∞−)نيترتفلا نم لك ىلع قاقتشلال ةلباقو ةلصتم∴ 2) (2,∞)

𝒚 ةلادلا ةقتشم مدختسا = 𝒇(𝒙)ميق داجيلإ 𝒙اهدنع نوكت يتلا 𝒇اهل :

(aةيلحم ىمظع ةميق

(bةيلحم ىرغص ةميق

(cفاطعنا ةطقن

7. 𝑦! = 𝑥 − 1 , 𝑥 − 2

𝑦! = 𝑥 − 1 , 𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 , 𝑥 = 2  ةجرح دادعأ

𝑥 −∞ ∞

𝑦′ ةراشإ − − +

𝑦 ↘ كولس ↘ ↗

21

𝑥 دنع = ةيلحم ىرغص ةميق دجوي2

𝑦!! = 2 𝑥 − 1 1 𝑥 − 2 + 𝑥 − 1 , 1

0 0

𝑦!! = 2𝑥 − 2 𝑥 − 2 + 𝑥, − 2𝑥 + 1

𝑦!! = 2𝑥, − 4𝑥 − 2𝑥 + 4 + 𝑥, − 2𝑥 + 1

𝑦!! = 3𝑥, − 8𝑥 + 5

𝑦!! = 0 ⇒ 𝑥 = 1 , 𝑥 =
5
3

𝑥 −∞ ∞

𝑦′′ + ةراشإ − +

ةلادلا نايب ⋃ ⋂ ⋃

1
5
3

𝑥  دنع فاطعنا اتطقن دجوي = 1 , 𝑥 = 4
-

0 0
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8. 𝑦! = 𝑥 − 1 , 𝑥 − 2 𝑥 − 4

𝑦! = 𝑥 − 1 , 𝑥 − 2 𝑥 − 4 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 , 𝑥 = 2, 𝑥 = 4

𝑥 −∞ ∞

𝑦′ ةراشإ + + − +

𝑦 ولس
ك ↗ ↗ ↘ ↗

21

𝑥 دنع = ةيلحم ىمظع ةميق دجوي2

𝑥 دنع = ةيلحم ىرغص ةميق دجوي4

𝑦! = 𝑥 − 1 , 𝑥 − 2 𝑥 − 4 = 𝑥, − 2𝑥 + 1 𝑥, − 6𝑥 + 8

= 𝑥% − 6𝑥- + 8𝑥, − 2𝑥- + 12𝑥, − 16𝑥 + 𝑥, − 6𝑥 + 8

= 𝑥% − 8𝑥- + 21𝑥, − 22𝑥 + 8

𝑦!! = 4𝑥- − 24𝑥, + 42𝑥 − 22 = 0 ⇒ 𝑥 = 1, 𝑥 =
5 ∓ 3
2

𝑥 −∞ ∞

𝑦′′ − + − +

ةلادلا نايب ⋂ ⋃ ⋂ ⋃

1

𝑥  دنع فاطعنا طاقن3 دجوي = 1 , 𝑥 = 41 -
,

,𝑥 = 4$ -
,

4

0 0 0

5 − 3
2

5 + 3
2

:خيرملانملاؤس
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 فاطعنلااو رعقتلا تارتف دجوأ

𝑔! 𝑥 = 6𝑥 − 6𝑥,

𝑔!! 𝑥 = 6 − 12𝑥 , 𝑔!! 𝑥 = 0 → 6 − 12𝑥 = 0 , 𝑥 =
1
2

10. 𝑔 𝑥 = 3𝑥, − 2𝑥-

−∞ ∞

تارتفلا −∞,
1
2

1
2
,∞

′′𝑔 ةراشإ + −

ةلادلا نايب ∪ ∩

1
2

+يف لفسلأ رعقم𝑔 ةلادلا نايب
,
,∞−يف ىلعلأ رعقم𝑔 ةلادلا نايب∞, +

,

فاطعنا ةطقن
1
2
, 𝑔

1
2

=
1
2
,
1
2

ℝ ىلع قاقتشلال ةلباق و ةلصتم دودح ةريثك 𝑔

𝑔! 𝑥 = 𝑥, − 4𝑥 + 1

𝑔!! 𝑥 = 2𝑥 − 4 , 𝑔!! 𝑥 = 0 → 2𝑥 − 4 = 0 → 𝑥 = 2

11. 𝑔 𝑥 = +
-
𝑥- − 2𝑥, + 𝑥 − 5

−∞ ∞

تارتفلا −∞, 2 2,∞

′′𝑔 ةراشإ − +

𝑔 كولس ∩ ∪

2

(∞,2)يف ىلعلأ رعقم𝑔 ةلادلا نايب&(2,∞−)يف لفسلأ رعقم𝑔 ةلادلا نايب

,2فاطعنا ةطقن 𝑔 2 = 2,−
25
3

ℝ ىلع قاقتشلال ةلباق و ةلصتم دودح ةريثك 𝑔

𝑓 ةلادلا ىنحنم نأ نيب12. 𝑥 = 1 − 𝑥%: 𝑓فاطعنا طاقن هل سيل.

𝑓! 𝑥 = −4𝑥-

𝑓!! 𝑥 = −12𝑥, ≤ 0 ∀ 𝑥 ∈ ℝ

"ريغتي لا"لفسلأا ىلإ امئاد رعقتلا∴

فاطعنا طاقن دجوي لا∴
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:خيرملانمةلئسأ

𝑓 ةلادلا ىنحنمل𝑎,𝑏,𝑐 تباوثلا نم لك ةميق دجوأ13. 𝑥 = 𝑥- + 𝑎𝑥, + 𝑏𝑥 + 𝑐 ∶ 𝑓و لصلأا ةطقنب رمي يذلا 
.4,16 ةجرح ةطقن هل

لصلأا ةطقنب رمي ⇒ 𝑓 0 = 0 ⇒ 0 - + 𝑎 0 , + 𝑏 0 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = 0

ةجرح ةطقن (4,16) ⇒

𝑓! 4 = 0 ⇒ 3 4 , + 2𝑎 4 + 𝑏 = 0 ⇒ 8𝑎 + 𝑏 = −48 →①

𝑓 4 = 16 ⇒ 4- + 𝑎 4 , + 𝑏 4 + 0 = 16 ⇒ 16𝑎 + 4𝑏 = −48 →②

① ,② ⇒ 𝑎 = −9 , 𝑏 = 24

𝑓! 𝑥 = 3𝑥, + 2𝑎𝑥 + 𝑏

𝑎,𝑏 تباوثلا نم لك ةميق دجوأ14.
𝑓 ةلادلل ىنحنمل نوكي ثيحب 𝑥 = 𝑥- + 𝑎𝑥, + 𝑏𝑥 ∶ 𝑓
𝑥 دنع ةجرح ةطقن = 𝑥 دنع فاطعنا ةطقن و2 = +

,

𝑓! 𝑥 = 3𝑥, + 2𝑎𝑥 + 𝑏 , 𝑓!! 𝑥 = 6𝑥 + 2𝑎

𝑥 = 2 دنع ةجرح ةطقن دجوي ∵

∴ 𝑓! 2 = 0 ⇒ 3 2 , + 2𝑎 2 + 𝑏 = 0 ⇒ 4𝑎 + 𝑏 = −12 →①

𝑥 = +
,

∵ دنع فاطعناةطقن دجوي

𝑓!!
1
2

= 0 ⇒ 6
1
2
+ 2𝑎 = 0 ⇒ 2𝑎 = −3 ⇒ 𝑎 = −

3
2

① ةلداعملا يف ضيوعتلاب

4 −
3
2
+ 𝑏 = −12 ⇒ 𝑏 = −12 + 6 ⇒ 𝑏 = −6

𝟏𝟓 نينيرمتلا يف − : ةلادلل ةيلحملا ىوصقلا ميقلا داجيلإ ةيناثلا ةقتشملا رابتخا مدختسا ،𝟏𝟔

15. 𝑓 𝑥 = 𝑥, − 6𝑥 + 11

𝑓! 𝑥 = 2𝑥 − 6 ، 𝑓! 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 =
6
2
= 3

𝑓!! 𝑥 = 2 ، ∵ 2 > 0

∴ ـل دجوي 𝑓 𝑥 دنع = 3 𝑓 يه و ةيلحم ىرغص ةميق 3 = 2

ℝ ىلع قاقتشلال ةلباق و ةلصتم دودح ةريثك 𝑓
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16. 𝑓 𝑥 = 𝑥% − 18𝑥,

𝑓! 𝑥 = 4𝑥- − 36𝑥 ،

𝑓! 𝑥 = 0 ⇒ 4𝑥 𝑥 − 3 𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 0, 𝑥 = −3 , 𝑥 = 3

𝑓!! 𝑥 = 12𝑥, − 36

𝑓!! 0 = −36 < 0 𝑓!! 3 = 72 > 0 𝑓!! −3 = 72 > 0

𝑓 0 = 0 𝑓 3 = −81 𝑓 −3 = −81

ةيلحم ىمظع ةميق ةيلحم ىرغص ةميق ةيلحم ىرغص ةميق

ℝ ىلع قاقتشلال ةلباق و ةلصتم دودح ةريثك 𝑓
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دودحلا تاريثك لاود نايب مسر
قاقتشلااتاقيبطت

اهنايب مسرا و ةيلاتلا لاودلا نم لك ريغت سردا

(3𝑓 𝑥 = 𝑥- − 2𝑥, − 4𝑥 + 7

𝑓! 𝑥 = 3𝑥, − 4𝑥 − 4

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒

𝑥 = 2, 𝑓 2 = −1

𝑥 =
−2
3 , 𝑓

−2
3 =

229
27

2,−1 , $,
-
, ,,.
,3

→ ةجرح طقن

lim
(→$7

𝑓 𝑥 = lim
(→$7

𝑥- = −∞

lim
(→17

𝑓 𝑥 = lim
(→17

𝑥- = ∞

𝑓!! 𝑥 = 6𝑥 − 4, 𝑓!! 𝑥 = 0 ⇒

𝑥 =
2
3 , 𝑓

2
3 =

101
27

−∞ ∞�2 3

− +

∩ ∪

,
-
, +'+
,3

فاطعنا ةطقن∴

𝑓 2 = ةيلحم ىرغص ةميق1−

𝑓 $,
-

= ,,.
,3

ةيلحم ىمظع ةميق

−∞ ∞−2
3

+ − +

↗ ↘ ↗

2

′𝑓 ةراشإ

𝑓 كولس

”𝑓 ةراشإ

𝑓 نايب

𝑥 −1 −2
3

0 2
3

1 2 3

𝑦 8 101
27

7 229
27

2 −1 4

𝑓اهلاجم دودح ةريثك ℝ
𝑓 ℝ ىلع قاقتشلال ةلباقو ةلصتم∴

𝑓ىلع ةديازتم:
,∞− ةرتفلاو(∞,2) ةرتفلا $,

-

𝑓2−ىلع ةصقانتم
3
, 2

:ـل رعقم𝑓ةلادلا ىنحنم

,∞− يف لفسأ $,
-

,$ يف ىلعأ
-
,∞
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(4𝑔 𝑥 = (*

%
− 2𝑥, + 5

𝑔! 𝑥 = 𝑥- − 4𝑥, 𝑔′(𝑥) = 0 ⇒

𝑥 = 0, 𝑔 0 = 5

𝑥 = −2, 𝑔 −2 = 1

𝑥 = 2, 𝑔 2 = 1

∴ 0,5 , −2,1 , 2,1 ةجرح طاقن

lim
(→$7

𝑔 𝑥 = lim
(→$7

𝑥%

4 = ∞

lim
(→17

𝑔 𝑥 = lim
(→17

𝑥%

4
= ∞

𝑔 0 = ةيلحم ىمظع ةميق5

𝑔 −2 = ةيلحم ىرغص ةميق1

𝑔 −2 = ةيلحم ىرغص ةميق1

−∞ ∞−2

− + − +

↘ ↗ ↘ ↗

0 2

′𝑔 ةراشإ

𝑔 كولس

𝑥 −3 −2 −2 3
3

−1 0 1 2 3
3

2 3

𝑦 29
4

1 25
9

13
4

5 13
4

25
9

1 29
4

𝑔!! 𝑥 = 3𝑥, − 4, 𝑔′′(𝑥) = 0 ⇒

𝑥 =
−2 3
3

, 𝑔
−2 3
3

=
25
9

𝑥 =
2 3
3

, 𝑔
2 3
3

=
25
9

$, -
-
, ,4
.
, , -

-
, ,4
.

فاطعنا طاقن

−∞ ∞
−2 3
3

+ − +

∪ ∩ ∪

2 3
3

”𝑔 ةراشإ

𝑔 نايب

𝑔اهلاجم دودح ةريثك ℝ
𝑔 ℝ ىلع قاقتشلال ةلباقو ةلصتم∴

𝑔ىلع ةديازتم:
(∞,2) ةرتفلاو2,0− ةرتفلا

𝑔ىلع ةصقانتم:
,∞− ةرتفلاو(0,2) ةرتفلا − 2

:ـل رعقم𝑔ةلادلا ىنحنم

,∞− نم لك يف ىلعأ $, -
-

, , -
-
,∞

,$ يف لفسأ -
-
, , -
-
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(5ℎ 𝑥 = 8𝑥, − 𝑥% − 8

ℎ! 𝑥 = 16𝑥 − 4𝑥-, ℎ′(𝑥) = 0

⇒ 4𝑥 4 − 𝑥, = 0

𝑥 = 0, ℎ 0 = −8

𝑥 = −2, ℎ −2 = 8

𝑥 = 2, ℎ 2 = 8

0,−8 , −2,8 , (2,8) ةجرح طاقن

lim
(→17

ℎ 𝑥 = lim
(→17

− 𝑥% = −∞

ℎ!! 𝑥 = 16 − 12𝑥,, ℎ′′(𝑥) = 0 ⇒

𝑥 =
−2 3
3

, ℎ
−2 3
3

=
8
9

𝑥 =
2 3
3

, ℎ
2 3
3

=
8
9

$, -
-
, /
.
, , -

-
, /
.

 فاطعنا طاقن

ℎ 0 = ةيلحم ىرغص ةميق8−

ℎ −2 = ةيلحم ىمظع ةميق8
ℎ 2 = ةيلحم ىمظع ةميق8

−∞ ∞
−2 3
3

− + −

∩ ∪ ∩

2 3
3

−∞ ∞−2

+ − + −

↗ ↘ ↗ ↘

0 2

𝒙 −𝟑 −𝟐 −𝟐 𝟑
𝟑

−𝟏 𝟎 𝟏 𝟐 𝟑
𝟑

𝟐 𝟑

𝒉(𝒙)−𝟏𝟕 𝟖 𝟖
𝟗

−𝟏 −𝟖 −𝟏 𝟖
𝟗

𝟖 −𝟏𝟕

ℎاهلاجم دودح ةريثك ℝ
ℎ ℝ ىلع قاقتشلال ةلباقو ةلصتم∴

ℎىلع ةديازتم:
,∞− ةرتفلاو(0,2) ةرتفلا − 2

ℎىلع ةصقانتم:
2,0− ةرتفلاو(∞,2) ةرتفلا

:ـل رعقمℎةلادلا ىنحنم

:يف لفسأ

, ةرتفلا -
-
,∞− ةرتفلاو∞, $, -

-

,$ ةرتفلا يف ىلعأ -
-
, , -
-

ℎ′  ةراشإ

ℎ  كولس

ℎ′′  ةراشإ

ℎ lim نايب
(→$7

ℎ 𝑥 = lim
(→$7

− 𝑥% = −∞
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(6𝑓 𝑥 = −𝑥- − 3𝑥

𝑓! 𝑥 = −3𝑥, − 3

𝑓′(𝑥) ≠ 0

lim
(→$7

𝑓 𝑥 = lim
(→$7

−𝑥-= +∞

lim
(→17

𝑓 𝑥 = lim
(→17

−𝑥-= −∞

𝑓!! 𝑥 = −6𝑥 ، 𝑓!! 𝑥 = 0 ⇒

𝑥 = 0, 𝑓 0 = 0

−∞ ∞0

+ −

∪ ∩

0,0 فاطعنا طاقن∴

𝑓ىلع ةصقانتم −∞,∞

−∞ ∞

− − − − −

𝑥 −2 −1 0 1 2

𝑓(𝑥) 14 4 0 −4 -14

𝑓اهلاجم دودح ةريثك ℝ
𝑓 ℝ ىلع قاقتشلال ةلباقو ةلصتم∴

:ـل رعقم𝑓ةلادلا ىنحنم

0,∞− يف ىلعأ
∞,0 يف لفسأ

ةيفاضإ طاقن

𝑓′  ةراشإ

𝑓  كولس

𝑓′′  ةراشإ

𝑓  كولس

لولح دجوي لا
ةجرح طاقن دجوي لا يلاتلاب
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ناكاذإنيددعلادجوأ20وهنيبلاسريغنيددععومجم1.

(aنكمي ام رغصأ امهيعبرم عومجم 

𝑓! 𝑥 = 2𝑥 + 2 20 − 𝑥 −1

لولأا ددعلا

𝑓 𝑥 = 𝑥 , + 20 − 𝑥 ,

𝑥

يناثلا ددعلا

20 − 𝑥

0 < 𝑥 < 20

𝑓′′ 𝑥 = 4 , 4 > 0

ةجرح ةطقن 10 , 𝑓 10 ∴

ةقلطم ىرغص ةميق 𝑓 10 ∴

20 − 10 = 10 , 10 ∴ امه ناددعلا

= 2𝑥 − 40 + 2𝑥 = 4𝑥 − 40

𝑓! 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 =
40
4
= 10

10 ∈ 0,20

(bرذجلا هيلإ افاضم نيددعلا دحأ 
 نكمي ام ربكأ رخلآل يعيبرتلا

𝑓! 𝑥 = −1 +
1
2 𝑥

=
−2 𝑥 + 1
2 𝑥

لولأا ددعلا

𝑓 𝑥 = 20 − 𝑥 + 𝑥

𝑥

يناثلا ددعلا

20 − 𝑥

0 < 𝑥 < 20

𝑓! 𝑥 = 0

−2 𝑥 + 1 = 0 ⟹

𝑥 =
−1
−2

⟹ 𝑥 =
1
4
∈ 0,20

ةجرح ةطقن +
%
, 𝑓 +

%
∴

ةقلطم ىمظع ةميق 𝑓 +
%
∴

20 − +
%
= 3.

%
, +
%

∴ امه ناددعلا

1
4

200

−+

↘↗

!𝑓ةراشإ

𝑓كولس

ىوصقلا ميقلا تاقيبطت
قاقتشلااتاقيبطت

:طسبلا رافصأ

:ماقملا رافصأ

2 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 0 ∉ 0,20
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:خيرملانملاؤس

 ؟ هداعبأ امو . 6cm يواسي هرتو لوطو ةيوازلا مئاق ثلثمل ةنكمم ةحاسم ربكأ ام2.

𝐴 𝑥 =
1
2

36 − 𝑥,. 𝑥 =
1
2
𝑥 36 − 𝑥,

+
,

6𝑥

36 − 𝑥,

𝐴! 𝑥 =
1
2
36 − 𝑥,

+
, +

1
2
𝑥
1
2
36 − 𝑥, $+, −2𝑥

=
1
2
36 − 𝑥,

+
, −

1
2
𝑥, 36 − 𝑥, $+,

=
1
2 36 − 𝑥, −

1
2

𝑥,

36 − 𝑥,

=
1
2

36 − 𝑥,

1
−

𝑥,

36 − 𝑥,

0 < 𝑥 < 6

=
1
2
36 − 𝑥, − 𝑥,

36 − 𝑥,
=
1
2
36 − 2𝑥,

36 − 𝑥,

𝐴! 𝑥 = 0

36 − 2𝑥, = 0

𝑥 = 3 2 ∈ 0 , 6

𝑥 = −3 2

63 20𝑥

−0+𝐴!

↘↗𝐴

𝐴:ةحاسم ربكأ 3 2 = +
,
3 2 36 − 3 2

,
#
$ = 9𝑐𝑚,

𝑥 داعبلأا = 3 2𝑐𝑚 , 36 − 3 2
,
= 3 2𝑐𝑚

𝑥دنعةقلطمىمظعةميق𝐴ـلدجوي = 3 2

:ماقملا رافصأ:طسبلا رافصأ

36 − 𝑥, = 0

36 − 𝑥, = 0

𝑥 = −6

𝑥 = 6 ∌ضوفرم 0 , 6

∌ضوفرم 0 , 6

∌ضوفرم 0 , 6

ةجرح ةطقن 3 2 , 𝐴 3 2 ∴

ةراشإ

ةلادلا كولس
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 ؟ اعبرم نوكيو ةحاسم ربكأ يطعي اهنم ادحاو8𝑚 اهطيحم يتلا تلايطتسملا نيب نم نأ تبثأ3.

= 𝑦 + 𝑦 + 𝑥 + 𝑥 = 2𝑥 + 2𝑦 = 8
𝑥

𝑦

⇒ 𝑥 + 𝑦 = 4 ⇒ 𝑦 = 4 − 𝑥 →①

ليطتسملا ةحاسم = 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑦 = 𝑥. 4 − 𝑥 ⇒
𝑓(𝑥) = 4𝑥 − 𝑥,

𝑓! 𝑥 = 4 − 2𝑥, 𝑓! 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 =
−4
−2

= 2

𝑓!! 𝑥 = −2 , −2 < 0

𝑥 دنعةقلطمىمظع ةميق𝑓 دجوي∴ = 2

2 ليطتسملا داعبأ∴ ,2

نايواستم هادعب ليطتسم هنلأ عبرم لكشلا يلاتلاب

2 ,𝑓 2 ةجرح ةطقن∴

ليطتسملا طيحم
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 ةدحو20 اهلوط ةميقتسم ةعطقبيثادحلإا يوتسملا نم لولأا عبرلا يف نكر قلغل طيطختلا داري4.
 ثلثملا ةخاسم نأ تبثأ: بولطملا(𝑏,0) ةطقن ىلإ𝑎,0 ةطقن نم نكرلا قلغل لمعلا أدبن لوط
𝑎 امدنع نكمي ام ربكأ نوكي ةميقتسملا ةعطقلا هدحت يذلا = 𝑏

𝐴 =
1
2
. 𝑎 . 𝑏 =

1
2
𝑎 . 400 − 𝑎,

𝑦

𝑥𝑎 , 0

0 , 𝑏

𝑏 = 20² − 𝑎, 0 < 𝑎 < 20

=
1
2
𝑎 400 − 𝑎,

+
,

𝐴! =
1
2 . 400 − 𝑎

,
+
, +

1
2𝑎

1
2 400 − 𝑎,

$+
, −2𝑎

𝐴! =
1
2 . 400 − 𝑎

,
+
, −

1
2𝑎² 400 − 𝑎

,
$+
,

=
1
2 400 − 𝑎, −

𝑎,

400 − 𝑎,

=
1
2
400 − 2𝑎,

400 − 𝑎,
= 0

400 − 2𝑎, = 0400 − 𝑎, = 0

𝑎 = 10 2 ∈ 0 , 20

2010 20𝑎

−0+𝐴!

↘↗𝐴

𝑏 = 20, − 𝑎, = 400 − 10 2
,
= 10 2

𝑎  اذإ = 𝑏

𝑎 ةقلطم ىمظع ةميق𝐴 ـل دجوي = 10 2

:ماقملا رافصأ:طسبلا رافصأ

𝑎 = −10 2 ∉ 0 , 20

ضوفرم

400 − 𝑎, = 0

𝑎 = −20 ∉ 0 , 20

𝑎 = 20 ∉ 0 , 20 ضوفرم

10 2 , 𝐴 10 2 ةجرح ةطقن∴

𝐴′ = 0

ةراشإ

ةلادلا كولس

:خيرملانملاؤس
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 ىلع جايس عضو داري ميقتسم رهن ةفاح ىلع عقت ضرلأا نم ةليطتسم ةعطق لكش ىلع ةعرزم5.
 ؟اهداعبأ امو ؟800𝑚 هلوط جايسباهتطاحإ نكمي ةحاسم ربكأ ام ،ىرخلأا ةثلاثلا بناوجلا

0 < 𝑥 < 400 ضرعلا × لوطلا = ةحاسملا

𝑓 𝑥 = 𝑥 800 − 2𝑥 = 800𝑥 − 2𝑥,

𝑓! 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 =
−800
−4

= 200

𝑓!! 𝑥 = −4 ,−4 < 0

𝑥 امدنع ىمظع ةميق𝑓 ـل دجوي∴ = 200

𝑓 ةحاسم ربكأ 200 = −2 200 , + 800 200 = 80000 𝑚, =

200𝑚800 يه داعبلأا − 2 200 = 400𝑚 ,

𝑥

𝑥

80
0
−
2𝑥 200 , 𝑓 200 ةجرح ةطقن∴

𝑓! 𝑥 = 800 − 4𝑥

 ىلعأنم حوتفمو هعبرم هتدعاق ،بعكم هبش لكش ىلع عناصملا دحلأ يديدح نازخ ميمصت داري6.
ةدعاقلا داعبأ دجوأ اهفارطأ نم اهضعب عم ديدحلا حاولأ لصو متي نازخلا عنصل .-500𝑚 همجحو
 نكمي ام لقأ نازخلا نزو لعجت يتلا عافترلااو

𝑥
𝑥

𝑦

مجحلا 𝑉 = 𝑥,𝑦 = 500 ⟹ 𝑦 = 4''
($

ةحاسملا 𝐴 = 𝑥, + 4 𝑥𝑦

𝐴 𝑥 = 𝑥, + 4𝑥
500
𝑥,

= 𝑥, +
2000
𝑥

𝐴! 𝑥 = 2𝑥 +
−2000
𝑥, =

2𝑥- − 2000
𝑥,

2𝑥- − 2000 = 0 ⇒ 𝑥- = 1000

𝑥 = ) 1000 = 10 ∈ 0,∞

∞100𝑥

+0−𝐴!

↗↘𝐴

𝑦 =
500
10,

= 5 𝑥 دنع ةقلطم ىرغص ةميق𝐴 ـل دجوي∴ = 10

:ماقملا رافصأ:طسبلا رافصأ

ضوفرم

𝐴! 𝑥 = 0

𝑥, = 0 ⇒
𝑥 = 0 ∉ 0 ,∞

10 , 𝐴 10 ةجرح ةطقن∴

𝑥 > 0 , 𝑦 > 0

ةراشإ

ةلادلا كولس

10𝑐𝑚:يه ةدعاقلا داعبأ∴ , 10𝑐𝑚

5𝑐𝑚 : عافترلاا
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 ةحاسم لعجت يتلاθ ةميق ام:بولطملاθ امهنيب ةيوازلاو𝑎,𝑏 امهلاوط ثلثم يف ناعلض7.
𝑆 ثلثملا ةحاسم :داشرإ (؟نكمي ام ربكأ ثلثملا = +

,
𝑎𝑏 sin 𝜃( 

0 < 𝜃 < 180𝐴 𝜃 =
1
2
𝑎𝑏 sin 𝜃

𝐴! 𝜃 =
1
2𝑎𝑏 cos 𝜃 = 0

𝐴! 𝜃 = 0 ⇒ cos 𝜃 = 0 ⇒ 𝜃 = cos$+ 0 =90° →               ةجرح ةميق

𝐴!! 𝜃 =
−1
2 𝑎𝑏 sin 𝜃

𝐴!! 90° =
−1
2
𝑎𝑏 sin 90° = −

1
2
𝑎𝑏 < 0

𝜃دنع ةقلطم ىمظع ةميق𝐴 ةحاسملل دجوي∴ = 90°

1000 اهمجح ىلعأ نم ةحوتفم ةمئاقةناوطسأ لكشىلع حيفصلا نم ةبلع8. 𝑐𝑚-داعبأ دجوأ 
 نكمي ام لقأ اهنزو نوكي ثيحب ةبلعلا

𝑣 = 𝜋𝑟,ℎ = 1000 → ℎ =
1000
𝜋𝑟,

𝐴 = 2π𝑟ℎ + 𝜋𝑟, = 2π𝑟
1000
𝜋𝑟,

+ 𝜋𝑟, =
2000
𝑟

+ 𝜋𝑟,

𝐴! =
−2000
𝑟, + 2𝜋𝑟 =

−2000 + 2𝜋𝑟-

𝑟,

𝑟- =
2000
2𝜋

=
1000
𝜋

𝑟 =
) 1000

𝜋
≈ 6.83 →

∞6.830𝑟

+0−𝐴!

↗↘𝐴

ℎ =
1000

𝜋 6.83 , = 6.82 𝑐𝑚

𝑟 دنع ةقلطم ىرغص ةميق𝐴 ـل دجوي∴ = 6.83 𝑐𝑚

𝑟 > 0 , ℎ > 0

:ماقملا رافصأ:طسبلا رافصأ

ضوفرم

𝐴! = 0

−2000 + 2𝜋𝑟- = 0𝑟, = 0 ⇒ 𝑟 = 0

ةجرح ةميق

ةراشإ

ةلادلا كولس
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3𝑚 اهرطق فصن ةرك لخاد مئاق يرئاد طورخمل مجح ربكأ دجوأ9.

63

نْ تمرَّ
3-5

مجموع عددين غير سالبين هو 20، أوجد العددين إذا كان:  (1)

مجموع مربعيهما أصغر ما يمكن.  (a)  

أحد العددين مضافاً إليه الجذر التربيعيّ للآخر أكبر ما يمكن.  (b)  

6؟ وما أبعاده؟ cm ما أكبر مساحة ممكنة لمثلثّ قائم الزاوية وطول وتره يساوي  (2)

8، واحدًا منها يعطي أكبر مساحة ويكون مربعًا. m أثبت أنّ من بين المستطيلات التي محيطها  (3)

يراد التخطيط لغلق ركن في الربع الأوّل من المستوى الإحداثي بقطعة مستقيمة طولها 20 وحدة طول.  (4)
y

x

(0, b)

(a, 0)

 .(0, b) إلى نقطة (a, 0) نبدأ العمل لغلق الركن من نقطة

عندما  يمكن  ما  أكبر  يكون  المستقيمة  القطعة  تحدّه  الذي  المثلثّ  مساحة  أنّ  أثبت 
.a b=

مزرعة على شكل قطعة مستطيلة من الأرض تقع على حافة نهر مستقيم. يراد وضع سياج   (5)
800؟ وما أبعادها؟ m على الجوانب الثلاثة الأخرى، ما أكبر مساحة يمكن إحاطتها بسياج طوله

يراد تصميم خزّان حديديّ لأحد المصانع على شكل شبه مكعب، قاعدته مربعّة، ومفتوح من أعلى وحجمه   (6)
500m3، لصنع الخزّان يتم وصل ألواح الحديد الصلب مع بعضها من أطرافها.

أوجد أبعاد القاعدة والارتفاع التي تجعل وزن الخزّان أقلّ ما يمكن.  

.θ والزاوية بينهما bو a ضلعان في مثلثّ طولاهما  (7)

ما قيمة θ التي تجعل مساحة المثلث أكبر ما يمكن؟  

. sinab2
1 θ =a إرشاد: مساحة مثلث  e

1000 cm3 علبة من الصفيح على شكل أسطوانة قائمة مفتوحة من أعلى حجمها  (8)

أوجد أبعاد العلبة بحيث يكون وزنها أقل ما يمكن.  

 .3 m أوجد أكبر حجم لمخروط دائري قائم داخل كرة طول نصف قطرها  (9)

تطبيقات على القيم القصوى

Applications on Extreme Value

المجموعة A تمارين مقالية 

𝑟

𝑥

0 < 𝑥 < 3
ℎ = 3 + 𝑥
𝑟 = 3, − 𝑥, = 9 − 𝑥,

𝑉 =
1
3
𝜋𝑟,ℎ =

1
3
𝜋 9 − 𝑥,

,
3 + 𝑥 ⇒

𝑉 𝑥 =
1
3
𝜋 9 − 𝑥, 3 + 𝑥 =

1
3
𝜋 −𝑥- − 3𝑥, + 9𝑥 + 27

𝑉! 𝑥 =
1
3𝜋 −3𝑥, − 6𝑥 + 9 = 𝜋 −𝑥, − 2𝑥 + 3

𝑉! 𝑥 = 0 ⇒ −𝑥, − 2𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 ∈ 0,3 , 𝑥 = −3 ∉ 0,3

1 , 𝑉 1 ةجرح ةطقن∴

𝑉!! 𝑥 = 𝜋 −2𝑥 − 2

𝑉!! 1 = 𝜋 −2 1 − 2 = −4𝜋 ,−4𝜋 < 0

𝑥 دنع ةقلطمىمظع ةميق𝑉 ـل دجوي∴ = 1

:وه مجح ربكأ∴

𝑉 1 =
1
3𝜋 − 1 - − 3 1 , + 9(1) + 27 =

32
3 𝜋 𝑚-

3

3

𝑥
𝑟

ℎ

𝑟طورخملا ةدعاق رطق فصن

ℎطورخملا عافترا

:خيرملانملاؤس
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) ةطقنلل دعب رصقأ ام10. -
,
𝑦: ةلادلا ىحنم نع(0, = 𝑥؟ 

0 < 𝑥 < ∞

𝑓 𝑥 = 𝑥 −
3
2

,

+ 𝑦 − 0 ,

= 𝑥, − 3𝑥 +
9
4
+ 𝑥 = 𝑥, − 3𝑥 +

9
4
+ 𝑥

+
,

𝑥 , 𝑦

𝑦 = 𝑥

𝑦, = 𝑥

𝑓! 𝑥 =
1
2
𝑥, − 2𝑥 +

9
4

$+,
2𝑥 − 2 ، =

1
2

2 𝑥 − 1

𝑥, − 2𝑥 + 94

=
𝑥 − 1

𝑥, − 2𝑥 + 94

∞10𝑥

+0−𝑓!

↗↘𝑓

𝑥 امدنع ةقلطم ىرغص ةميق𝑓 ـل دجوي∴ = 1

𝑓=ةفاسم رغصأ 1 = 1, − 2 1 + .
%

$#$ = 4
,
𝑢𝑛𝑖𝑡𝑠

𝑓! 𝑥 = 0 ⇒
𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1

طسبلا رافصأ

𝑥, − 2𝑥 +
9
4
= 0 ⇒

𝑥, − 2𝑥 +
9
4
= 0

∆= 𝑏, − 4𝑎𝑐

= −2 , − 4×1×
9
4

= −5 < 0

ماقملا رافصأ

لحدجوي لا

ةجرح ةطقن 1 , 𝑓 1 ∴

ةراشإ

ةلادلا كولس
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ريدقتلا

∝𝒁 ةجرحلا ةميقلا دجوأ1.
𝟐

:يرايعملا يعيبطلا عيزوتلا لودج مادختساب كلذو ،ةيلاتلا ةقثلا تاجرد نم لكل

ⓐ97%

 نأ تجتنتـــــــسا .ةرايـــــــس1000 نـــــــم ةـــــــنيع تذـــــــخأف ،اهترايـــــــس ءادأ يدـــــــم ةـــــــفرعمل ةـــــــساردب ةـــــــيملاع ةكرـــــــش تـــــــماق2.
 ةـــقث ةـــجرد دـــنع𝜇 ةـــملعملل ةـــقثلا ةرـــتف دـــجوأ .تاونـــس5 وـــه ةدـــيج ةـــلاح يـــف ةرايـــسلا ءاـــقبل يباـــسحلا طـــسوتملا

ً.ايعيبطً اعيزوت عبتي عمتجملا نأ رابتعلاابً اذخآو0.25 يواسيو مولعم,𝜎 نيابتلا نأً املع ،95%

𝑛 اهمجح ةيئاوشع ةنيع3. = 𝜎 تطعأ ،13 = 3.5 , 𝑥̅ =  ةملعمل%95 ةقث ةجرد دنع ةقثلا ةرتف دجوأ.30
؟𝜇 يباسحلا طسوتملا ةرتفلا هذه نمضتت له ً.ايعيبطً اعيزوت عبتي عمتجملا نأً املع ةلوهجملا𝜇 عمتجملا

ءاصحلإا

ⓑ99.2%

0.97
2 = 0.485 → 𝑍∝

,
= 2.17

0.992
2

= 0.496 → 𝑍∝
,
= 2.65

∵ ∝𝑍 %95ةقثلا يوتسم1
$
= 1.96 ∴

𝜎ةمولعم  

𝐸 = 𝑍∝
$
⋅ [

B

= 1.96× '.4
+'''

≈ 0.03

𝑥̅)   ةقثلا ةرتف2 − 𝐸 ,𝑥̅ + 𝐸)

(5 − 0.03 , 5 + 0.03)

(4.97, 5.03)

𝑛 = 1000
𝜎 = 0.25 = 0.5

𝑥̅ = 5

∵ ∝𝑍 %95ةقثلا يوتسم1
$
= 1.96 ∴

𝜎ةمولعم        

𝐸 = 𝑍∝
$
⋅ [

B

= 1.96× -.4
+-
≈ 1.9

𝑥̅)   ةقثلا ةرتف2 − 𝐸 ,𝑥̅ + 𝐸)

(30 − 1.9 , 30 + 1.9)

(28.1 , 31.9)

ريسفتلا3
𝑛 اهنم لك مجح ةنيع100 رايتخا دنع =  لكل ةقثلا ةرتف دودح باسحو١3
𝜇 يلع يوتحت ةرتف95 نأ عقوتن اننإف ةنيع

𝑛 = 13
𝜎 = 3.5
𝑥̅ = 30
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 ناكف ،ً ابلاط80ً ايئاوشع ريتخا ،مهتسارد ءاهنلإ نييعماج بلاط نم ةبولطملا ةينمزلا ةدملل ةسارد يف5.
.𝜇 عمتجملا ةملعمل%95 ةقث ةجرد دنع ةقثلا ةرتف دجوأ.S=2.2 ةنيعلا هذهل تاونسلا طسوتم

∵ ∝𝑍 %95ةقثلا يوتسم1
$
= 1.96 ∴

𝜎ةمولعم ريغ ,𝑛 > 30

𝐸 = 𝑍∝
$
⋅ C

B

= 1.96×
2.2
80

≈ 0.48

𝑥̅)   ةقثلا ةرتف2 − 𝐸 , 𝑥̅ + 𝐸)

(4.8 − 0.48 , 4.8 + 0.48)

(4.32 , 5.28)

𝑛 = 80
𝑥̅ = 4.8
𝑠 = 2.2
95%

𝑛 اهمجح ةيئاوشع ةنيع6. = ,𝑠 نيابتلا ثيح يئاصحإ عمتجم نم تذخأ16 =  يباسحلا طسوتملا نأ ملعو ،15
𝑥̅ = .%95 ةقث ةجرد دنع𝜇 ةلوهجملا ةملعملل ةقثلا ةرتف دجوأ13
∵  %95ةقثلا يوتسم1

𝜎ةمولعم ريغ , 𝑛 ≤ 30

𝑡مدختسن

𝑎 = 0.05 ,
𝑎
2
= 0.025

𝑛  ةيرحلا ةجرد − 1 = 15

𝑡∝
$
= 2.132

𝑠 = 15

𝐸 = 𝑡∝
$
⋅ C

B
= 2.132× +4

+2
≈ 2.0643

𝑥̅)   ةقثلا ةرتف2 − 𝐸 , 𝑥̅ + 𝐸)

(13 − 2.0643 , 13 + 2.0643)
(10.9357 , 15.0643)

𝑥̅ وهً اصخش40 نم ةنيعل يباسحلا طسوتملا ناك اذإ4. = 𝜎 يرايعملا فارحنلااو172.5 =  دجوأف119.5
.يئاصحلإا عمتجملل𝜇 يباسحلا طسوتملل %95 ةقث ةجرد دنع ةقث ةرتفلً اريدقت

∵ ∝𝑍 %95ةقثلا يوتسم1
$
= 1.96 ∴

𝜎ةمولعم 

𝐸 = 𝑍∝
$
⋅ [

B

= 1.96× ++..4
%'

≈ 37.0334

𝑥̅)   ةقثلا ةرتف2 − 𝐸 , 𝑥̅ + 𝐸)

(172.5 − 37.0338 , 172.5 + 37.0338)

(135.4666 , 209.5334)

𝑛 = 40
𝜎 = 119.5
𝑥̅ = 172.5
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ةيئاصحلإا ضورفلا تارابتخا
ءاصحلإا

20 يمظعلا ةياهنلا ثيح16 وه هتدام يف بلاطلا تاجردل يباسحلا طسوتملا نأ تايضايرلا ذاتسأ معزي1.
𝑥̅ )ةجرد(ً ايباسحً اطسوتمً ابلاط25 نم ةنيع تيطعأ اذإ .ةجرد = 𝜎 )ةجرد( يرايعملا فارحنلااو15 = 1.4، 
𝑎 ةيونعملا يوتسم دنع ذاتسلأا ةيضرف ربتخاف = 5%.

 ضورفلا ةغايص1
𝜇 = 16 𝐻'
𝜇 ≠ 16 𝐻+

𝑍ةمولعم2 =
𝑥̅ − 𝜇
𝜎
𝑛

=
15 − 16
1.4
25

≈ −3.57

∝𝑍%95 ةقثلا يوتسم3
,
= 1.96

1.96−)لوبقلا ةقطنم4 , 1.96)

5−3.57 ∉ −1.96 𝜇  لبقن1.96, ≠ 16 𝐻+

  ةلآ49 نم ةنيع تطعأ رانيد300 وه راعسأ طسوتم نأ ،ةيئابرهكلا تاودلأا عيبل رجتم يف لوؤسم معزي2.
𝑥̅ )رانيد( = 𝜎 )رانيد( مولعميرايعملا فارحنلااو280 =  يوتسم دنع لوؤسملا ةيضرف نم دكأت ،40
𝑎  ةيونعملا = 5%.

 ضورفلا ةغايص1
𝜇 = 300 𝐻'
𝜇 ≠ 300 𝐻+

𝑍ةمولعم2 =
𝑥̅ − 𝜇
𝜎
𝑛

=
280 − 300

40
49

≈ −3.5

∝𝑍%95 ةقثلا يوتسم3
,
= 1.96

1.96−)لوبقلا ةقطنم4 , 1.96)

5−3.5 ∉ −1.96 𝜇  لبقن1.96, ≠ 300 𝐻+
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𝑥̅ ةميق تناك اذإ يئاصحإ عمتجم نم ةنيع يف3. = s يرايعملا فارحنلااو40 = 𝜇 ليدبلا ضرفلاربتخا ،7 ≠ 35
.ةيلاتلا تلااحلا يف0.05 ةيونعملا يوتسم دنع

 ضورفلا ةغايص1
𝜇 = 35 𝐻'
𝜇 ≠ 35 𝐻+

𝑛 ةمولعم ريغ2 > 30𝑍 =
𝑥̅ − 𝜇
𝑠
𝑛

=
40 − 35

7
50

≈ 5.0508

∝𝑍%95 ةقثلا يوتسم3
,
= 1.96

1.96−)لوبقلا ةقطنم4 , 1.96)

55.0508 ∉ −1.96 𝜇  لبقن1.96, ≠ 35 𝐻+

ⓐةنيعلا مجح 𝑛 = 50

 ضورفلا ةغايص1
𝜇 = 35 𝐻'
𝜇 ≠ 35 𝐻+

∝𝑡%95 ةقثلا يوتسم3
,
= 2.093

2.093−)لوبقلا ةقطنم4 , 2.093)

53.1944 ∉ −2.262 , 𝜇  لبقن2.062 ≠ 35 𝐻+

ⓑةنيعلا مجح 𝑛 = 20

𝑛 ةمولعم ريغ2 ≤ 30𝑡 =
𝑥̅ − 𝜇
𝑠
𝑛

=
40 − 35

7
20

≈ 3.1944

85



U U L A . C O M
ةـــــظوـــــــفـحـــــم قوـــــــــقـــــــــحـــــلا عـــــــيـــــــمـــــــج ©

2023 — 2022

 ،تلااجملا فلتخم يف نولمعي صخش100 نم ةنيع تذخأ ،بوساحلا مادختسا تاعاس ددعل ةسارد يف4.
𝑥̅ وه بوساحلا مادختسا تاعاس ددعل يباسحلا طسوتملا نأ دجوف = 𝑠 يرايعملا فارحنلااو ،4.5 = 1.
𝜇 وه عمتجملل تاعاسلا ددع طسوتم ناك اذإ ضرفلا ربتخا =   ضرفلا لباقم5
𝜇 ليدبلا ≠ =∝ ةيونعملا يوتسم دنع5 5%.

 ضورفلا ةغايص1
𝜇 = 5 𝐻'
𝜇 ≠ 5 𝐻+

𝑛 ةمولعم ريغ2 > 30𝑍 =
𝑥̅ − 𝜇
𝑠
𝑛

=
4.5 − 5
1
100

= −5

∝𝑍%95 ةقثلا يوتسم3
,
= 1.96

1.96−)لوبقلا ةقطنم4 , 1.96)

5−5 ∉ −1.96 𝜇  لبقن∴1.96, ≠ 5 𝐻+

𝑛 اهمجح ةساردلا ديق عمتجم نم ةيئاوشع ةنيع تذخأ5. = 𝑥̅ ةنيعلل يباسحلا طسوتملا نأ دجوف ،150
= 𝑠 يرايعم فارحنا عم30.3 = 𝜇 وه عمتجملل يباسحلا طسوتملا ناك اذإ ضرفلا ربتخا .6.5 =  لباقم ،30

𝜇 ليدبلا ضرفلا ≠ =∝ ةيونعملا يوتسم دنع30 5%.

 ضورفلا ةغايص1
𝜇 = 30 𝐻'
𝜇 ≠ 30 𝐻+

𝑛 ةمولعم ريغ2 > 30𝑍 =
𝑥̅ − 𝜇
𝑠
𝑛

=
30.3 − 30

6.5
150

≈ 0.565

∝𝑍%95 ةقثلا يوتسم3
,
= 1.96

1.96−)لوبقلا ةقطنم4 , 1.96)

50.565 ∈ −1.96 𝜇  لبقن∴1.96, = 30 𝐻'

 طسوتملا امأ ،رانيد9600 وه تيوكلا ةلود يف يموكح فظومل يونسلا بتارلل يباسحلا طسوتملا6.
𝑥̅ )رانيد( ةرواجملا ةيجيلخلا لودلا ىدحإ يفً ايموكحً افظوم64 نم ةنيعل يباسحلا =  فارحنا عم9480
 ةرواجملا ةيجيلخلا لودلا ىدحإ يف يونسلا بتارلا رابتعا ناكملإاب ناك اذإ ربتخا .s=640 )رانيد( يرايعم
 ةقثلاةجردً امدختسم ،تيوكلا يف يموكحلا فظوملا هيلع لصحي يذلا هتاذ بتارلا وه يموكحلا فظوملل

95%.

𝜇 ضورفلا ةغايص1 = 9600 𝐻'
𝜇 ≠ 9600 𝐻+

𝑛 ةمولعم ريغ2 > 30𝑍 =
𝑥̅ − 𝜇
𝑠
𝑛

=
9480 − 9600

640
64

= 1.5

∝𝑍%95 ةقثلا يوتسم3
,
= 1.96

1.96−)لوبقلا ةقطنم4 , 1.96)

5−1.5 ∈ (−1.96 ,1.96) 𝜇  لبقن∴∵ = 9600 𝐻'
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