
تعلُّم  فرص  وتؤمّن  يوميةّ،  حياتيةّ  مواقف  ياضياّت  الرِّ سلسلة  تطرح 

كثيرة. فهي تعزّز المهارات الأساسيةّ، والحسّ العدديّ، وحلّ المسائل، 

الشّفهيّ  التعّبير  مهارتيَِ  وتنميّ  والهندسة،  الجبر،  لدراسة  والجهوزيةّ 

الموادّ  مع  تتكامل  وهي  ياضيَّات.  الرِّ في  التفكير  ومهارات  والكتابيّ 

الدراسيةّ الأخرى فتكون جزءًا من ثقافة شاملة متماسكة تحفزّ الطلاّب 

على اختلاف قدراتهم وتشجّعهم على حبّ المعرفة.

تتكوّن السلسلة من:
كتاب الطالب  

كتاب المعلمّ   

كرّاسة التمارين  

كرّاسة التمارين مع الإجابات  
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اللجنة الإشرافية لدراسة ومواءمة سلسلة كتب الرياضيات

ا) أ. حسين علي عبداالله (رئيسً

أ. فتحية محمود أبو زورأ. حصة يونس محمد علي

الطبعة الثانية

١٤٣٧ - ١٤٣٨ هـ
٢٠١٦ - ٢٠١٧ م
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٢٠١٤ إديوكيشن  دار التَّربَويّون House of Education ش.م.م. وبيرسون 

تاب أو تَصويره أو تَخزينه أو  زء من هذا الكِ ر أيّ جُ ميع الحقوق مَحفوظة: لا يَجوز نشْ © جَ
ر. نَ النّاشِ يَّة مِ ة خطّ افقَ وَ تَسجيله بأيّ وَسيلَة دُون مُ

الطبعة الأولى ٢٠١٤

الطبعة الثانية ٢٠١٦

لجنة دراسة ومواءمة كتب الرياضيات للصف الثاني عشر علمي

ا) أ. حسن نوح علي المهنا (رئيسً

    أ. شيخة فلاح مبارك الحجرف         أ. صديقة أحمد صالح الأنصاري

 

    أ. يحيى عبد السلام خالد عقل         أ. مجدي محمد يس دراز

أ. وضحى ابراهيم مزعل الدوسري
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Limits and Continuity الوحدة الأولى: النهايات والاتصال 
قسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

النهايات  :1-1

جزء 1: الجوار.  

جزء 2: نهاية دالة عند نقطة.  

جزء 3: النهاية من جهة واحدة أو من جهتين.  

جزء 4: حساب النهايات.  

جزء 5: قاعدة القوة.  

جزء 6: إلغاء العامل الصفري في المقام.  

 3  ، 3- نهايات تشتمل على   :1-2

x جزء 1: نهايات محددة عندما 3!"  

x c" جزء 2: نهايات غير محددة 3! عندما   

جزء 3: الخط المقارب الأفقي والخط المقارب الرأسي.  

صيغ غير معينة  :1-3

نهايات بعض الدوال المثلثية  :1-4

جزء 1: نهايات بعض الدوال المثلثية.  

جزء 2: نظرية الإحاطة.  

الاتصال  :1-5

جزء 1: الاتصال عند نقطة.  

جزء 2: التخلص من الانفصال.  

نظريات الاتصال  :1-6

جزء 1: خواص الدوال المتصّلة، دوال متصّلة.  

جزء 2: اتصال الدوال الجذرية عند نقطة.  

جزء 3: الدالة المركبة.  

جزء 4: اتصال الدوال المركبة عند نقطة.  

الاتصال على فترة  :1-7

جزء 1: الاتصال على فترة.  
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بعد ذلك تتطرق الوحدة إلى مفهوم الاتصال وهو مفهوم 
يأتي متداخلاً مع مفهوم النهايات ولكن لتنظيم الأفكار 
ومنع الكثير من التكرار في دراسة الموضوعين اعتمد 

هذا الترتيب. ونسجل هنا أن للرياضي «كوشي» الفضل 
في الإجابة عن الكثير من المسائل المتعلقة بالنهايات 

والاتصال.

تتطرق هذه الوحدة إلى موضوعي النهاية والاتصال.

يعتبر الموضوعان من المواضيع المبدئية والجوهرية في 
ا بالخواص الطوبولوجية  علم الطوبولوجيا وهما غنيان جدًّ

.R لمجموعة الأعداد الحقيقية 

طرح الرياضيون والفلاسفة منذ القدم مسائل تتعلق 
بموضوع النهايات. نذكر على سبيل المثال متناقضة زينون 
(Zeno’s Paradox) وهي تتصوّر سباقاً بين «أخيل» أسرع 

عداء في بلاد الإغريق وسلحفاة عجوز.

في بداية السباق يعطي «أخيل» السلحفاة ميزة مئة متر.

عندما يجري «أخيل» المئة متر تكون السلحفاة قد قطعت 
مسافة قصيرة (لنفرض أنها مترًا واحدًا) ما يتطلب من 

ًّا لقطع هذه المسافة وأثناء ذلك تكون  أخيل زمناً إضافي
السلحفاة قد قطعت مسافة أقصر. يحدث هذا السباق إلى 

ما لا نهاية ويستنتج زينون أن أخيل لا يستطيع التفوق على 
السلحفاة.

حُلتّ مسألة المتناقضة هذه في علم التفاضل والتكامل 
الحديث باستخدام مبدأ أن متسلسلة لا نهائية من الأعداد 

الموجبة يمكن أن تقترب من عدد محدد.

تقودنا دراسة النهايات إلى التبصر والتمعن بمفهوم 
اللا نهاية 3. عندما يأخذ المتغير x قيمًا أكبر فأكبر، وأكبر 
من أي عدد موجب معطى، نقول إن x تقترب من اللانهاية 

 x يعني أن قيمة x " 3- x كذلك التعبير  " ونكتب 3
أصغر من أي عدد سالب معطى.

وفي تمارين النهايات نتعرض لصيغ غير معينة ومنها:

... ،3
3  ،3 3- صفر ، 

صفر
 ، #3 صفر 

لإيجاد النهاية يجب أوّلاً التخلص من الصيغة غير المعينة.
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مقدمة الوحدة
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مشروع الوحدة

ماذا سيتعلم الطلاب؟

ولماذا؟

سيتعرف الطلاب في هذه الوحدة النهايات وخصائصها، 
ومن ثم سيتفهمون نقاط الاتصال والانفصال والدوال 

المتصلة وتطبيقاتها الحياتية.

اسأل الطلاّب إذا كانوا قد شاهدوا سقوط أجسام مختلفة 
الأحجام والأوزان وذلك من ارتفاعات متعددة. ناقش 
معهم توقعاتهم لسرعة صخرة كبيرة أو حجر صغير أو 

ريشة أثناء السقوط وذلك في أوقات متفاوتة.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

(a) 2 0
4.9(2) 4.9(0)

9.8m/s
d
t

2 2

T
T

=
-

-
=

(b)  السرعة المتوسطة

t
d
T
T

مدة الفترة الزمنية
h بالثانية

21.560.4

20.090.1

19.8450.05

19.6490.01

19.60490.001

19.600490.0001

.19 6 يقترب معدل السرعة من   (c)

(d) . m/s19 6

       
       
      
    .  
 (Augustin-Louis Cauchy) 
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(Howard Eves)    
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 )    (  
      .(  

.      

  
 (Augustin-Louis Cauchy)

  
 (   )   
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0
0    )   

•  . 3-  3    
•  .   
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سلّم التقييم
الحسابات صحيحة بكاملها - الجدول واضح 

ويبرز النتائج - التوقعات معقولة - التقرير 
مفصل ودقيق.

4

معظم الحسابات صحيحة مع أخطاء قليلة - 
الجدول واضح مع بعض الأخطاء - التوقعات 

معقولة بأغلبيتها - التقرير مفصل.

3

يوجد أخطاء متعدّدة في الحسابات - الجدول 
غير واضح وفيه أخطاء متنوّعة - التقرير غير 

مفصّل وفيه نواقص.

2

معظم عناصر المشروع غير كاملة أو ناقصة. 1

15
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Limit of a Function at a Point     
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النهايات  :1-1

الأهداف  1

يتعرف جوار العدد.• 

يتعرف النهاية عند نقطة.• 

يحسب النهايات من التمثيلات البيانية.• 

يستخدم النظريات لحساب بعض النهايات.• 

يبسط النهاية من جهة واحدة فقط ومن الجهتين.• 

 •. 0
0 يبسط الصيغة غير المعينة 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

جوار - المعيار - جوار ناقص - النهاية من جهة واحدة 
. 0
0 - النهاية من الجهتين - صيغة غير معينة 

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

ما هما طرفا الفترات المفتوحة التالية:  (a)

( , ) , ( , ) , ( , )10 28 5 9 4 2- - -  

(b)  أوجد العددين في منتصف المسافة للفترات المفتوحة 
التالية:

( , ) , , , ( , )2 2 13 10 4 52
- -^ h  

(c)  أوجد بعد كلّ من طرفي الفترة عن العدد في منتصفها 
.(b) كما ورد في السؤال

التدريس  5

يمكن اعتماد عدة طرق منها العددية ومنها الحسية لفهم 
مبدأ النهاية.

 c مثال عددي: يمكن استخدام خط الأعداد فنثبت العدد
على الخط ونقرّب منه العدد x من الجهتين: من اليمين 

x ومن اليسار إلى اليمين  c2^ h c من x إلى اليسار يقترب
. x c1^ h c من x يقترب

0

c 3+–3
x c1 x c2

16
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كلما اقترب x من c كلما صغرت المسافة بينهما. لنصل 
ا من الصفر أو تساويه. إلى أصغر قيمة موجبة قريبة جدًّ

مثال حسّي: بإمكان طالب أن يقف في مكان ثابت في غرفة 
الصف ونطلب من زميلين له أن يدنوا منه على نفس الخط 

ولكن كل منهما من جهة بحيث يصبحان قريبين منه إلى 
أدنى مسافة ممكنة.

أماّ فيما يتعلق بنهاية دالة ما f عند العدد المحدد c. فنحن 
نقيس ردة فعل هذه الدالة f عند اقتراب المتغير x من 

ا،  c عددًا موجباً صغيرًا جدًّ x- العدد c، بحيث يكون 
وردة الفعل يعبرّ عنها بالرمز L الذي يمكن أن يكون عددًا 

ًّا أو غير موجود. إذا تساوت النهايات من جهتي  حقيقي
العدد c فيكون للدالة نهاية.

في المثال (1) وفي التدريب (1)

أكّد للطلاب كيفية حساب النهايات: بملاحظة التمثيل 
البياني للدالة يتم حساب النهايات كالتالي: نوجد النهاية 

^+c عندما تتساوى  h أي c وإلى يمين c-^ h أي c إلى يسار
.c النهايتان يكون للدالة نهاية عند العدد

في المثالين (3) ,(2)

يتمكن الطالب من تطبيق قواعد حساب النهايات في 
حالات جمع، طرح، ضرب، قسمة الدوال. وأيضًا في حالة 

ضرب الدوال في ثابت ممّا يسهل عملية إيجاد النهايات.

في المثالين (5) ,(4)

يوجد الطالب النهاية من جهة اليمين ومن جهة اليسار 
ليتحقق من وجود النهاية عند نقطة لدوال معرفة بأكثر من 

قاعدة.

في التدريب (2) وفي المثال (6)

تستخدم إعادة تعريف القيمة المطلقة لإيجاد النهايات في 
جوار العدد المحدد.

في المثال (7)

تستخدم نظرية (6) في إيجاد نهاية دوال تحتوي على 
أسس أو جذور.
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(c) ( ) ( )lim g x g x
4x

:
"
^ h (d) ( )

( )
lim f x

g x
14x -"
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+
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x c x c

= =
" "

(3) 

y

c

c

x

( )f x x=

 

(3) 

:    c  ( )f x x=  :  f  

 ( ) xlim limf x c
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( )
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=

=
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=

+

=
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=

=
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+
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في الأمثلة (10) ,(9) ,(8)

يستخدم التحليل أو مرافق العدد أو قسمة كثيرات الحدود 
لإلغاء العامل الصفري في المقام لإيجاد نهايات الدوال.

الربط  6

يقدّر الباحثون عدد الحيوانات المهددة بالانقراض 
باستخدام علاقات وضعوها من خلال مراقباتهم. 

ويستخدمون النهايات لتوقع عدد هذه الحيوانات في الأمد 
البعيد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

في حساب النهايات وخاصة في حالات القيمة المطلقة 
ودوال الحدودية النسبية يجب التبسيط قبل التعويض في 
حالة الصيغ غير المعينّة، كذلك الأمر في حالات الأسس 
ولكن يجب الانتباه إلى طبيعة الأس وما إذا كان فردي أو 

زوجي.
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       :(5) 
Polynomial and Rational Functions  

:     c     ( ) ...f x a x a x a1
1

n
n n

0n= + + +-
-    a

 ( ) ( )x a alim f f c a c cn n

x c
1 f= = + + +

"
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n 1 0-n
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 ,( )
( )

( )
( )
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g c
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+
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=

=
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التقييم  8

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل»، وتحقق من 
مدى إدراكهم لمفاهيم هذا الدرس ونظرياته.

اختبار سريع

أوجد النهايات الآتية:

(a) lim x x
x x

6
3 2
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+
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=

+

=
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=
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<

<

<

2 #

#

#

=

- + -
Z

[

\

]]

]
  : f    (10)

:    

(a) ( )lim f x
1x"

 (b) ( )lim f x
2x"

:  (11-16)  

(11) lim x
x4 162

x 0

+ -
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

أوّلاً:

الفترة 

المفتوحة

العدد 
في
منتصف

الفترة

التمثيل على 

خط الأعداد

صورة أخرى
للفترة المفتوحة

بعد العدد 
عن طرفي 
الفترة

1(3, 5)4
3 4

1 1

5
,4 1 4 1- +^ h1

2
2
1
,1
2
1` j1

1

2
1

2
1

2
1

1
2
1

,1 2
1
1 2
1

- +` j
2
1

3
4
3
, 2 4
1

1` j2
4
1

1
4
3

2
4
1

4
1

2,2 4
1
2 4
1

- +` j
4
1

4(0, 1)2
1

10

2
1

2
1

2
1

,2
1
2
1
2
1
2
1

- +` j
2
1

5(2.9, 3.1)3

3

0.1 0.1

 3.1 2.9
( . , . )3 0 1 3 0 1- +0.1

6(6.8, 7.2)7

7

0.2 0.2

 7.2 6.8
( . , . )7 0 2 7 0 2- +0.2

,2 5
4
3 5
1a k :ثانيًا

,c a c a- +^ h :ثالثًا

«حاول أن تحل»

1  (a) 1  (b) 2

 (c) غير موجودة (d) 1

2  (a) 4 (b) 21-   (c) 42-

3  (a) ) 9 (2 3) 9(2lim limx x2
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` `j j

 (b) (1) 15-   (2) 5

4  f fx x;( ) ( )1 1lim lim
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` =
"
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ثانيًا: (a) نعم

 ( ) 2 , 2x x xf != +

 (b) 

1

1-1-2
0

2

2

3

3

4

(
)

g
x

x
2

=

+

x

y

. f ثالثًا: النقطة (4 ,2) تنتمي إلى بيان g ولا تنتمي إلى بيان 
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Vertical Asymptote  
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Limits Involving 3-  , 3

 1-2

27

( )f x x
1

=  : f     (1)  

:  

( )f x 0"   x " 3  

(1) 

y x
1

=
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3 ، 3- نهايات تشتمل على   :1-2

الأهداف  1

 •.x يحسب نهايات محددة عندما 3!"

 •.x c" ^3! عندما  h يحسب نهايات غير محددة

يوجد الخطوط المقاربة الرأسية والأفقية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

نهاية محددة - خط مقارب أفقي - خط مقارب رأسي.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط
.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

( )f x x x2 4 52
= - + لتكن:     (1)

أوجد:  

(a) ( )f 2-

(b) f 2
1a k

(c) ( )f 3

بسّط كلاًّ من التعبيرات الجبرية التالية:  (2)

(a) x
x x5 6

92

2

-

- +

(b) 
x
x
2 1
3

- -

-

(c) ( )( )x x
x x
1
4

3
32

- +

- +
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التدريس  5

y مثالاً جيدًّا يمكن البدء به لدراسة  x
1

= تشكل الدالة 
.x النهايات عندما 3!"

استخدم الحاسوب وجهاز الإسقاط (Data Show) لعرض 
.y x

1
= بيان الدالة 

استخدم خاصية التكبير +Zoom لتعرض بيان الدالة عندما 
.x " 3

ناقش مع الطلاب فكرة الاقتراب من المحور السيني دون 
التقاطع معه.

أشر إلى الخطأ البصري حيث نرى أن الخط المنحدر 
يتطابق مع المحور السيني.

 x عندما تأخذ x
1 اسأل الطلاب كيف تتغير قيمة الكسر 

قيمًا موجبة أكبر فأكبر وعندما تأخذ x قيمًا سالبة أصغر 
فأصغر.

بعد ذلك اطرح فكرة الخط المقارب الأفقي وطريقة 
كتابته.

) تقترب  )f x )0 وهو أن قيم  )f xlim
x

=
"3

شدّد على معنى 
كثيرًا من الصفر دون أن تساويه. عندما x تأخذ قيمًا كبيرة 

ا (x تكبر بلا حدود). جدًّ

في المثال (1)

نستخدم بطريقة مباشرة أو غير مباشرة النظرية (8) عن 
طريق تحليل العوامل بأخذ xn حيث n أكبر أس في التعبير 

الجبري، ومن ثم نبسط، ونوجد النهاية.
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في المثال (2) 

نستخدم نظرية (10) بعد إعادة تعريف القيمة المطلقة 
لإيجاد النهاية.

في المثال (3)

استخدام التبسيط ونظريات النهايات لإيجاد معادلات 
الخطوط المقاربة الأفقية والخطوط المقاربة الرأسية.

الربط  6

من الأزل إلى الأبد

الأزل: استمرار الوجود في أزمنة غير متناهية من • 
الماضي.

الأبد: استمرار الوجود في أزمنة غير متناهية في • 
المستقبل.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

) فإن  )f xlim b
x a

=
"

قد يعتقد بعض الطلاب أنه إذا كان 
y هو خط مقارب أفقي. b=

 y أو x شدّد على أن الخطوط المقاربة تنتج فقط عندما
تقترب من اللا نهاية.

التقييم  8

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» وتحقق من 
مدى إدراكهم لمفاهيم هذا الدرس ونظرياته.

اختبار سريع

أوجد الخطوط المقاربة الرأسية والخطوط المقاربة 
الأفقية (إذا وجدت) لمنحنى الدالة f في كلّ مما 

يلي:

(a) ( )f x x
x
4
2

=
+

  ,x y4 2=- =

(b) ( )f x x
x
1

3 1
2 2
2

=
+

+  y 3
2=

(c) ( )f x x
3

=   ,x y0 0= =

(d) ( )f x x 2
3

=
-

  ,x y 02= =
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   A 

:  (1-4)  

(1) lim x 2
1

x -" 3-
 (2) lim x

x 1
3

2

x
+

"3

(3) lim x
x
2 3

1
x

-
+"3

 (4) lim x
x

x
x

2 1 5 2x
-

+ +" 3-

2` cd j mn

:    (5-8)  

(5) lim
x4

1
x 0" 2  (6) lim x 5

3
5x -"

(7) lim x 2
7

2x +

-

"-
 (8) 

+ ( )
lim

x
x

2 1

2 1
8

x
2
1 -

-

"

:            (9-12)  

(9) ( )f x x x
x x3 2 1
2 52

2

=
+

- +  (10) ( )f x x x
x

2 3 5
2

2=
+ -

-

(11) ( )f x x
x x

x
4 2 1

3 2

3

=
+

- +  (12) ( )f x x x
x

2 5 2
4

2 +
=

-

  B 

.     b       a   (1-5)  

(1) 
( )

lim x 4
1

9
4x

3
+

= -
"- -

 a  b

(2) lim x
x

3
2 1

2
x -

-
=

"3
 a  b

(3) lim x
x

3
3

1
x +

-
= -

" 3-
 a  b

(4) lim x
x
x2

1
5 32x

3
- -

-
= -

"3
 a  b

(5) lim x
x

2 3 2
1

x -
=

" 3-
 a  b

  ,lim x 2
1

1 0
2x

a 3 1
-

= - -
" - ^ h

  

  lim x1 2
1

2x
` : 3-

-
=

" -
a k  (2)  (2)  

(1)   ,   (2)  

  lim x 2
1

2x
` 3

-
=

"

lim x 1
3

x 1 +"-
   :    2

Definition of Horizontal Asymptote   ( )   :(6) 

:        ( )y f x=        y b=  

( )lim f x b
x

=
" 3-

  ( )lim f x b
x

=
"3

:   ( )f x x
1

=  : f      

(6) 

y

x1

1

-1-1

-2

-2-3 2

2

3

( )f x x
1

=

 0 , 0lim limx x
1 1

xx
= =

" "3 3-
 

(   )     y 0=     

((6) ) . f    

:   ( )g x x
1

2= +  : g       

,x xlim lim2
1

2 2
1

2x x= =+ +
" "3 3-
` `j j  

((7) ) . g        y 2=     

.y b=        ( ) ( )lim limg x g xx x=
" "3 3-

    

(7) 

y 2=

( )g x x2
1

= +
y

x

1

1-1-2-3 2

2
3

3

4

4  .         

:

:        ( )h x
x

x
12

=
+

 : h    

(8) 

y 1=

y 1= -

y

x

1

1-1
-1

-2 2 3
( )h x  y 1= -   y 1=

((8) ) ( )h x
x x

x
1

1
2

=

+

 :  

:

.        

33

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

a  
x ( ) xf x 1

= ( ) xg x 12
= +

100- .100
1

0 01- -= 10 001

3 000- .3 000
1

0 0003- -= 9 000 001

60 000- .60 000
1

0 00016- -= 3 600 000 001

100 .100
1

0 01= 10 001

3 000 .3 000
1

0 0003= 9 000 001

60 000 .60 000
1

0 00016= 3 600 000 001

b  ,( ) ( )f xlim limx g0
x x

3= =
" "3 3- -

 ,( ) ( )f x xlim lim g0
x x

3= =
" "3 3

«حاول أن تحل»

1  (a) 0

 (b) 0

 (c) 1

2  3

3  (a) ,x y3 0=- =

 (b) ,x y0 0= =

 (c) ,x y3 2= =

27
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.        (6 - 13)  

(6) lim x
x

1x +
=

"3

a  0 b  1 c  3 d  2
1

(7) lim x
x
3x +

=
"3

a  3 b  3-  c  1 d  0

(8) lim x x
x2

1
5 1

2

2

x
=+

-
" 3-
a ck m

a  0 b  5 c  1 d  3-

(9)  lim x
x
2

3
x

- +
=

"3

a  2
1  b  2

1
-  c  3 d  3-

(10) lim x 2
3 5

2x -
=

" -
a k

a  0 b  2 c  3 d  3-

(11) lim
x 4

2
3

x 4 -
=

" +^ h
a  3 b  2 c  3-  d  0

:  ( )f x x
x
2
2

1
3-

=
+

  : f        (12)

a  ,y x2 2
1

= =  b  ,y x2 2
1

= =-

c  ,y x 2
1

1= =-  d  ,y x1 2
1

= =

:  ( )f x x
x
9

3 5
2
-

=
-

  : f       (13)

a  , ,y x x3 3 3= = =-  b  , ,y x x3 9 9= = =-

c  , ,y x x3 3 3=- = =-  d  , ,y x x3 30= = =-

Definition of Vertical Asymptote   ( )   :(7) 

:        ( )y f x=        x a=  

( ) ( ) ( ), ,lim lim limf x f x f x
x a x a x a

3 3 3= = =
" " "- +

( ) ( ) ( ), ,lim lim limf x f x f x
x a x a x a

3 3 3- -= = = -
" " "- +

(9) 

y

x1

1

-1
-1

-2

-2-3 2

2

3

( )f x
x
1

=

 :   ( )f x x
1

=  :  f      

,lim limx x
1 1

0 0x x
3 3- += =

" "- +
  

.  f      ( )    x 0=     
((9) )

(10) 
( )f x x 2

1=
-

y

x

1

1-1
-1

-2

-2
-3

2

2 3 4

 :   ( )f x x
1
2-

=  : f    

2
1

2
1

lim , limx x2 2x x
3 3

-
= -

-
= +

" "- +
a ak k

((10) ) .  f          x 2=     

.    x 2=   

( ) ( 2)( 1)f x x x
3

+ -
=   :  f      

(11) 

( )
( )( )

f x
x x2 1

3=
+ -

y

x1

1

-2

-2

-1
-1

-3

-3

-4

2

2 3

  . f     ( )    ,x x2 1= - =   :  
((11) )

.     ,2 1-    

:

   h   c          g  ,  h  ( ) ( )
( )

f x h x
g x

=      

.(   )    x c=

.    ( )      g  ,  h        

34

y

x

1

1-1-2

2

2

3

4 ( )f x
x
1

=
2

 :             

a  ( )g x x 4
1

2=
-

 b  ( )h x x x
x
3 2

1
2=
- +

-

:

( )( )x x x4 2 22
- = - +   a

.    ,2 2-   :    
.g      ,x x2 2= = -    `  

 

=

( )
1

4

1

( )
4

x

x

x

lim lim

lim lim

lim

g x

x
1

1

1 0
0

2

2

2

2

x x

x x

x

=
-

-

-

" "

" "

"

3 3

3 3

3

= 0= . g      y 0=    `

( )( )x x x x3 2 1 22
- + = - -   b

( )h x x x
x
3 2

1
2=
- +

-    

( )( )x x
x
1 2

1
=

- -
-     ( )h x  

x 2
1

=
-

      ,      x 1!  

      2  

h      x 2=   `  

lim limx
x

x
2

1

1
2

1

x x-
=

-
" "3 3

 

lim lim

lim

x

x
1

2

1

x x

x
=

-
" "

"

3 3

3  

1 0
0

0= =-  

 h       0y =    `  

:               3

a  ( )f x x
x

9
3

2=
-

-  b  ( )f x x
1
2=  c  ( )f x x

x
3

2
=

-

35

«تدريب»

 lim x
3

02x
=

"3

 lim x
3

02x
=

" 3-

«نشاط»

 lim x 1
1

1x
3= +

+"-

 lim x 1
1

1x
3

-
= -+"-

28



:   ´   ª  

: ( ) , ,n af x ax Z R*n ! !=
+  :

:

:
lim ax

a
a

0

0
n

x

3

3

2

1
=

-"!3
(   :    n   (1)

:    n   (2)

:

:
lim ax

a
a

0

0
n

x

3

3

2

1
=

-"3
(       

:

:
lim ax

a
a

0

0
n

x

3

3

2

1
=

-

" 3-
(

, ,lim lim limx x x2 55 3 7

x x x
3 3 3- = - = = -

" " "3 3 3-
^ ^h h  :

, ,lim lim limx x x
4 5 3

4 2
4

x x x
3 3 3- = - = =

" " "3 3 3-
^ ^h h

,lim limx x4 3 4

x x
3 3-- = - =

" "3 3-
^ ^h h

*( ..... ,)f x a x a x a a Rn
n

n n
n != + + +1
1

-
-

0    :

( )lim limf x a xn
n

x x
=

" "! !3 3
  :  

( )
( )

lim g x
f x

x"3
 :       

,( ) ( )lim limf x g x
x x

! !3 3= =
" "3 3

  :  

3
3     3

3-     3
3

-
    3

3
-
-  :        

.    
3 3-^ h    ( ) ( )lim f x g xx -

"3
^ h   

.      
                

.    

lim x x2 3 12

x
- +

"3
^ h :

:

 lim limx x x2 3 1 22 2

x x
- + =

" "3 3
^ h   

 3=

lim x x3 2 42

x
- + -

"3
^ h :  1
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1-3
  

Indeterminate Forms

 

•   

, ,
3
3

3
3

3
3-

-
 

,
3
3

3 3
-

-
-

 

:  

•   
Indeterminate Form  

:

:  
( )f x axn

=  

,n a 0Z !!
+  

:

  n   
.a 

:

:     

, ( )
0
0

0
0

( ) , ( )0
0

#3 3

���
��� ���� �

�
( ) , ,nf x ax a 0Zn !!=

+  :    f  

:          

:   

a 02  ,   n  1

y

x

( ) ......lim f x
x

=
"3

( ) ......lim f x
x

=
" 3-

a 01  ,   n  2

y

x

 

( ) ......lim f x
x

=
"3

 

( ) ......lim f x
x

=
" 3-

 

a 02  ,   n  3

y

x

( ) ......lim f x
x

=
"3

( ) ......lim f x
x

=
" 3-

a 01  ,   n  4

y

x

 

( ) ......lim f x
x

=
"3

 

( ) ......lim f x
x

=
" 3-
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صيغ غير معينة  :1-3

الأهداف  1

يتعرف على صيغ غير معينة: • 

3 3-   ،  3
3
-
-   ،  3

3
-   ،  3

3-   ،  3
3  

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

صيغة غير معينة.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

: x " 3 أوجد نهاية كل من الدوال التالية عندما 

(a) ( )f x x x
x x

2 4 5
3 1

2

2

=
+ -

+ +

(b) ( )l x x
x

4
5

3

2

=
-

- +

التدريس  5

يمكن أن نبدأ الدرس بفقرة «دعنا نفكر ونتناقش» لاستنتاج 
الحالات المختلفة التي تأخذها الدوال عندما يؤول المتغير 

. 3- x إلى 3 أو 

ويجب التشديد على إشارة المعامل a وماهية الأس n إذا 
كان زوجي أو فردي وذلك عندما يؤول المتغير x إلى 

. 3-

وهنا يجب أن ننبه الطالب إلى إمكانية التخلص من الصيغ 
غير المعينة وذلك باستخدام عدة طرق مختلفة منها نظرية 
(11) أو إخراج العامل المشترك في حالة الجذور التربيعية 

لكثيرات الحدود.
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:       

(11) 

:    f  ,  g    

( ) ...f x a x a x a1n
n

n
1n= + + +-

-
0   

:   ( ) ...g x b x b x b1m
m

m
1m= + + +-

-
0   

  a  ( )
( )

:lim g x
f x

b
a n m

m

n

x = =
"3

 b  ( )
( )

:lim g x
f x

n m0x 1=
"3

x " 3-      :

:       

a  lim x
x

2 5
4 3

3

3

x +

-
"3

 b  lim x x
x x
3

2 1
4

2

x -

+ -
" 3-

 c  lim x
x
7 2

1
4

4

x -

-
" 3-

:

a  lim limx
x

x
x

2 5
4 3

2 5
3 4

3

3

3

3

x x+

-
=

+

- +
" "3 3

 (    =    ) n m 3= =  :

  2
3

=
-

b  lim x x
x x
3

2 1
04

2

x -

+ -
=

" 3-
 (        ) , ,n m n m2 4 1= =  :

c  lim x
x
7 2

1
2
1

4

4

x -

-
= -

" 3-
 (    =     ) n m 4= =  :

:        2

a  lim x x
x x

6 1
3 5 1

2

2

x - +

- + +
" 3+

 b  lim x x
x

4 2 3
2 1
3x - +

+
" 3-

lim x
ax bx

2 5
3

3
2

x +
+ +

=
"3

  

a  ,  b     

:

 ,lim x
ax bx

2 5
3

3 3 0
2

xa !
+

+ +
=

"3
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:
 a  lim x

x x
4 5
3 2

2

2

x +

-
"3

  b  lim x x
x x
3 2

5 2 7
4

3 2

x -

+ -
"3

:

:                   a

   x
x x

x

x x
4 5
3 2

4
5

3
2

02

2

2

!
+

-

+

-
=  x2       

   ,lim lim limx x4
5

4
5

4 0 4 4 02 2x x x !+ = + = + =
" " "3 3 3a k  lim x

5
02x =

"3

   lim lim limx x3
2

3
2

3 0 3x x xa - = - = - =
" " "3 3 3
a k  lim x

2
0x =

"3

   lim limx
x x

x

x
4 5
3 2

4
5

3
2

2

2

2
x x`

+

-
=

+

-

" "3 3

  
lim

lim

x

x
4

5

3
2

2x

x
=

+

-

"

"

3

3

a

a

k

k

 4
3

=

x4                       b

.(x   )

  x x
x x

x

x x x
3 2

5 2 7

3
2

5 2 7
2 2

4

3

3

4+

-

+ -

-

-
=

  3 3 0 3 , 3 0lim
x
2

x 2 !- = - =
"3
c m  0 !       

 lim lim
lim lim

lim lim lim

x x
x x

x

x x x

x

x x x
3 2

5 2 7

3
2

5 2 7

3
2

5 2 7

4

3 2

3

2 4

3

2 4

x x
x x

x x x
`

-

+ -
=

-

+ -

=
-

+ -

" "
" "

" " "

3 3
3 3

3 3 3

  3 0
0 0 0

0=
-

+ -
=

 2             a     

4
3      

.     x       x    

            b     

0      
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في المثال (1)
يتم إيجاد النهاية باستخدام الملاحظة السابقة للمثال.

في المثال (2) 

يتم تطبيق نظرية (11) مباشرة لإيجاد النهاية.

في المثال (3)

.a, b يتم توظيف نظرية (11) لايجاد قيمة الثابتين

في المثال (4)

استخدام إخراج العامل المشترك للتخلص من الصيغ غير المعينة 
وإعادة تعريف المطلق ومراعاة شروط نهاية الجذر التربيعي.

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في التحليل فيكتبون x مع الأس الأصغر 
كعامل مشترك. شدّد على أن تكون دائمًا x مع الأس 
الأكبر هي العامل المشترك وذلك لاحتساب النهاية.

x عندما  كما قد يخطئ الطلاب في إعادة تعريف 
x ويجب التأكيد على أن نظرية (11) تطبق للدالة  " 3-

الحدودية النسبية فقط.

التقييم  8

تابع الطلاب في عملهم مع تمارين فقرة «حاول أن تحل» 
لتقف على حسن فهمهم في التخلص من الصيغ غير المعنية.

اختبار سريع

4 3
3 5 1lim x x

x x
2

2

x + -

- +
" 3-

1 (a) أوجد:  

 
3
1

4
353lim x x

x x
4 2

2

x + -

- +
=

" 3-

5
3

4
5lim x x

x
2x -

+
"3

(b) أوجد:    

 
4
5

0
5
3lim x x

x
2x -

+
=

"3

3 22
4lim a b

x
x x2

x -
+ -

=
"3

2  إذا كانت 

a  ,  b :فأوجد قيم  
  درجة الحدودية في البسط يجب أن تساوي 

 3
b
2= 0a ثم  = درجة الحدودية في المقام لذا 

b 6= ومنه 
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  ,  01 !

  

   

 

   

  1
1

1= =

:  4

a      b  
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15

1-3

  
Indeterminate Forms

   A 

:     (1-10)  

(1) lim x x3 5 42

x
- +

"3
^ h (2)  lim x x4 12

x
- + -

" 3+
^ h

(3) lim x x2 3 73

x
- +

" 3-
^ h (4)  lim x x4 2 53

x
- + +

" 3-
^ h

(5) lim x x
x x
2 3
4 5

1
7

2

2

x - + -

- +
"3

 (6)  lim x x
x x
5 2

2 7 1
3

3

x - + +

+ -
" 3-

(7) lim x x
x x
2

3
1
5

3

2

x + -

- +
"3

 (8)  lim x x2 3
2

2x - +" 3-

(9) lim
x x

x
2 7

5
2x + +

+
"3

 (10) lim
x x

x
4

2 3

5 62x + +

-
" 3-

.a , b   lim x x
ax bx
3 2

1
1
4

2

3 2

x - +

+ +
= -

"3
 :   (11)

.a , b   lim ax x
x x

b
2 2 5

1
33 2

2

x + +

+ -
= -

" 3-
 :   (12)

. a   lim
ax x

x
2

3 5
2

72x + -

-
=

"3
 :   (13)

                        `  
.  

  aax 0 02 (= =

  lim x
ax bx

2 5
32

x +
+ +

"3
 

  lim x
bx
2 5

3
x=

+
+

"3

  b
2=  m n 1= =   

  b b2 3 6(a = =

lim ax bx
x

3
2

12x =
+ -

-
-

"3
   a , b      3

lim
x x

x
2 4

2
2x + -

-
"3

 :

:

 ( )f x
x x

x
x x x

x x
2 4

2

1
2 4

1
2

2

2 2
=

+ -

-
=

+ -

-

a

a

k

k

  
x x x

x x
1

2 4

1
2

2-

-
=

+

` j

  
x x x

x x
1
2 4

1
2

2+ -

-
=

` jx 1`

x

1

1  x x=  :  x 02  

  
x x

x
1
2 4

1
2

2+ -

-
=  x 0!  
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

1  ( )f xlim
x

3=
"3

 ( )f xlim
x

3=
"3

2  ( )f xlim
x

3=-
"3

 ( )f xlim
x

3=-
" 3-

3  ( )f xlim
x

3=
"3

 ( )f xlim
x

3=-
" 3-

4  ( )f xlim
x

3=
" 3-

 ( )f xlim
x

3=-
"3
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  B 

.     b       a   (1-6)  

(1) lim x x3 7 82

x
3+ - =

"3
^ h  a  b

(2) lim x x2 13

x
3- - + = -

" 3-
^ h  a  b

(3) lim x x 32

x
3- + - = -

" 3-
^ h  a  b

(4) lim x
x

x3
4

5 1
2

02x - +

- +
=

"3
 a  b

(5) lim x
x x
2

4 7 1
2

43

3 2

x -

+ -
=

" 3-
 a  b

(6) lim
x x

x
4 8 5

3 7
2
3

2x - +

-
=

" 3-
 a  b

.        (7-12)  

(7) lim x x
x x
2

5
2

2
4 2

3

x + -

- +
=

"3

a  3 b  2
1  c  0 d  3-

(8) lim
x
x

1

3 5
2x +

-
=

" 3-

a  3 b  3-  c  3 d  3-

(9) lim
x x

x
9

5 3

2 42x - +

- +
=

"3

a  3
5  b  3

5
-  c  9

5  d  9
5

-

(10) lim
x x

x
4

2 1

32x - +

- +
" 3-

a  1-  b  2
1

-  c  2
1  d  1

:  m , n   lim
x x

mx xn
2 4

2
4

2

2

x - +

+ +
= -

"3
 :   (11)

a  ,m n0 2= =-  b  ,m n0 2= =  c  ,m n1 1= =-  d  ,m n1 1= =

:  m , n   lim mx x
x x

n
4 2

1
4

3
2

2

x + -

- +
=

" 3-
 :   (12)

a  ,m n0 2= =-  b  ,m n0 2= =  c  ,m n0 4= =  d  ,m n0 4= =-

«حاول أن تحل»

1  3-

2  (a) 2
1-   (b) 0

3  ;a b0 1= = -

4  (a) 2   (b) -3
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:         

, ,cos tansinlim lim limx x0 1 0
x x x0 0 0

= = =
" " "

x

lim
x 0"

,cosa ax 1= ! R   :    .            

:
a  sinlim x

x
2

2

x 0"
 b  coslim x

x 3
x 0

-

"
 c  coslim x

x
1x 0

2

-"

:
a  sin sinsin sin sinlim lim lim limx

x
x

x x
x

x x
22 2

2

x x x x0 0 0 0
: := =

" " " "
a k  (  ) 

  1 0#=  sinlim x
x

1
x 0

=
"

  0=

b  cos

cos cos

lim

lim

lim
lim

lim

x
x

x
x

x

x

3

3
3

3

x

x

x
x

x

0

0

0
0

0` =

=

-

-
-

-

"

"

"
"

"

,cosx 1 1 0

1

!=

3=-

^ h

 

 

c  cos cos cos
coslim limx

x
x

x
x
x

1 1 1
12 2

x x0 0
#

-
=

- +
+

" "
 cosx1 +     

  
cos cos

coslim x x
x x

1 1
1

2

x 0
:

+
=

-
+

" ^ ^ ^d h h hn
  

cos
coslim x

x x
1

12

2

x 0
:=

-
+

"
^c hm

  
sin

coslim x
x x12

2

0x
:= +

"
^c hm

  sin coslim x
x x1

2

0x
:= +

"
` ^a j hk

  sin coslim limx
x x1

2

0 0x x
:= +

" "
` ^j h

  ( )
sin

coslim lim limx
x x1

2

0 0 0x x x:= +
" " "
a `k j

  ( ) ( )1 1 12
#= +

  1 2 2#= =

  (1)   c     a

:   b

1  sinlim x x
x

2 2
0x -"

 2  cos
sinlim x x

x
3

2
0x"

 3  cos
sinlim x

x x
10x -"
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1-4   
Limits of Some Trigonometric Functions

 

• .    
• .  
• .   

:  

• Limit of    
a Trigonometric  
Function  

•  
Sandwich Theorem  

:

    
.    

���
��� ���� �

�
   (1)      (x rad) ( ) sin

f x x
x

=  :  
 ( )f x        .(x rad)   x    

.        x   1 

(1) 

x

y

-3
-1

1

1

3

 

x y

-0.3 0.98507
-0.2 0.99335
-0.1 0.99833
-0.01 0.9998

0 ERROR
0.01 0.9998
0.1 0.99833
0.2 0.99335
0.3 0.98507

siny x
x

=

         f    (1)  
.   x   1  ( )f x  

:   ´   ª  

(12) 
sinlim x

x 1
x 0

=
"

 ,   x 

(1) 

:    a ≠ 0  ,  b ≠ 0    a  ,  b  

,
sin

sinlim limbx
ax

b
a

ax
bx

a
b

x x0 0
= =

" "

5x
xsinlim 2

5
2

x 0
=

"
  :

sin3x
xlim 3

2 2
x 0

=
"
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نهايات بعض الدوال المثلثية  :1-4

الأهداف  1

يحسب النهايات لبعض الدوال المثلثية.• 
يستخدم نظرية الإحاطة لإيجاد النهاية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

نهاية دالة مثلثية - نظرية الإحاطة.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

أوجد ما يلي باستخدام التمثيل البياني لكل دالة:

 , ,x xsin coslim lim lim x1
0 0 0x x x" " "

التدريس  5

يتبينّ لنا من فقرة «دعنا نفكر ونتناقش» أن 
sin حيث x بالراديان. وتعتبر هذه النهاية 

1x
xlim

0x
=

"

أساسية في نهايات الدوال المثلثية إذ تمكننا من إيجاد 
النهايات:

 ,
1

0
costanlim limx

x
x

x
1

0 0x x
=

-
=

" "

sinx بـ x في مادة الفيزياء  ذكّر الطلاب بأنهم يعوضون عن 
ا من الصفر (بالراديان). عندما تأخذ x قيمًا قريبة جدًّ

 ... 3x 2 أو
x أشر إلى أن النهاية لا تتغير إذا استبدلنا x بـ 

sinlim 1
0 )

)
=

")
ونرمز لذلك بـ : 

شدّد على أهمية نظرية الإحاطة في الحالات حيث لا 
نستطيع إيجاد النهاية مباشرة فنحاول إحاطة  f بدالتين 

يسهل إيجاد نهايتيهما عندما تقترب x من c ونستنتج من 
.c من x عندما تقترب f ذلك نهاية

في الأمثلة (3) ,(2) ,(1)

1x لإيجاد نهايات بعض 
xsinlim

0x
=

"
نستخدم نتيجة 

sin
ax
ax sin أو 

x
x الدوال التّي يمكن أن تظهر فيها: 

نستخدم أيضًا خواص النهايات والتحليل أو الضرب 
sin وبالمثل

x
x للوصول إلى الصورة 

 cos 1 ,
tan

1x x
xlim lim

0 0x x
= =

" "
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:

   

Squeeze Theorem  

 Sandwich Theorem  
or Pinching Theorem

:

a  sin sin
x

x x
x
x

x
x5 5+

= +     

  sin
x

x
5= +  x 0!  :

 sin sinlim lim limx
x x

x
x5

5
0 0 0x x x

+
= +

" " "
 (  ) 

  5 1= +

  6=

b  cos tan
coslim x

x
x x3 3

2
0x

: -
"
a k    

 cos
lim

tan
coslim limx

x
x x3 3

2
00 0xx x

:= -
"" "

 x 0!   

 3
1

1 3
2

1# #= -

 3
1

= -  

:  3
a  sinlim x

x x x
3 2

2

0x
-

"
 b  tan coslim x

x x x
5

2 3 4
0x

+

"

Sandwich Theorem   

              
.   

h , g       f     

 x c"     h , g    

x c"      f  

h
f

g

L

c

y

x  

  :(13) 
Sandwich Theorem  

  c , L 

x c!    c   x  ( ) ( ) ( )g x f x h x# #   

( ) ( )lim limg x h x Lx c x c= =
" "

  

( )lim f x Lx c =
"

  :

45

:
a  1

xsinlim x
x

2

0"
`` jj b  sinx xlim 4 1

x
2

0
-

"
` j

:

,1 1-6 @        
a  sin x1 1 1G G-  :  

 sinx x x x12 2 2G G-  x2   

 lim limx x 0
x x

2 2

0 0
a - = =

" "
^ h

 sinlim x x
1 0

x
2

0
` =

"
` j    

b  sin sinx x1 1 1 1 1 1(G G H H- - -  ,1 1-6 @      

 sin x1 1 1` G G- -  

 sin xx x x12 2 2G G- -  x2   

 sinx x x x1
4 4 42 2 2G G +- -  4 

 ,lim limx x4 4 4 42 2

x x0 0
a +- = =

" "
^ ^h h

 sinlim x x4
1

42

x 0
` - =

"
a k   

:  4
a  coslim x x

1
x

2
2

0"
c m b  sin 2x xlim 2

12

x 0
+

"
a k

. 4      

a

x

y
y x2

=

y x2
=-

siny x x
12

=

b

x

y

1

-1-2 1

2

2

3

4

5
siny x x4

12
= -

y x4
2

= +

y x4
2

= -

46

:
a  tanlim x

x
0x"

 b  tan sinlim x
x5
4

3
0x

-

"

x

:

a  tan sin
cosx

x
x

x
x

1
:=  tan cos

sin
x x

x
=

 ,coslim x 1 1 0
0x

a !=
"

 tan sin
coslim limx

x
x

x 1
0 0x x

:` =
" " xa k

sin
coslim limx

x
x

1
0 0x x

:=
" "

      

 
coslim

lim
1 1 1

1
1

1

0

0

x

x
# #= = =

"

"

x  coslim x 0
0x

!
"

b  tan sin tan sin tan sinlim lim lim limx
x x

x
x

x
x

x
x

x
x

4
5 3

4
5

4
3

4
5

4
3

0 0 0 0x x x x
=

-
= - -

" " " "
a k

 tan sinlim limx
x

x
x

4
5

4
3

0 0x x
= -

" "
 (  ) 

 4
5

1 4
3

1# #= -  ,
tan sinlim limx

x
x

x
1 1

0 0x x
= =

" "

 4
5 3

2
1

=
-

=  

:  2
a  tan

sinlim x
x

20x"
 b  tan coslim x

x x
5

3 2

0x
+

"

x

 

(2) 
tanlim x

x
1

0x
=

"

(3) 

:  ,a b R*!   
tanlim bx

ax
b
a

0x
=

"

:

a  sinlim x
x x5

0x
+

"
 b  cos tan coslim x

x x x x2
30x

-

"

44

في المثالين (5) ,(4)

نستخدم نظرية الإحاطة لإيجاد نهاية بعض الدوال المثلثية 
.x x أو 3!" 0" عند 

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

يمكن ارتكاب الأخطاء في عدم معرفة تحويل بعض 
sin وذلك بعدم الضرب والقسمة بمعامل 

ax
ax الدوال إلى 

يسهل تلك العملية. وكذلك تطبيق نظرية الإحاطة بشكل 
tan x1 1– # # tan بـ  x خاطئ، مثال على ذلك كإحاطة 

التقييم  8

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» لتتحقق من 
مدى إدراكهم لمفاهيم هذا الدرس ونظرياته.

34
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1-4

   
Limits of Some Trigonometric Functions

   A 

:       (1-9)  

(1) sinlim x
x

3
5

x 0"
 (2) sin

coslim x
x

2
1 2

x 0

-

"

(3) coslim x
x

1 2

2

x 0 -
"

 (4) coslim x
x

1
2

x 0 +
"

(5) sin cos
tanlim x x

x1
0x -

-

"

 (6) nsilim x
x x

2
4 3

x
- +

"3

(7) n3silim x
x x5

2

2

x
-

" 3-
 (8) 

sin
coslim x

x1
2

x 0

-

"

(9) 1 cos
nsi xlim

2

0x -
"

x

:(   x       : )       (10-12)  

(10) sin
sinlim x

x
7
4

x 0"
 (11) tan

tanlim x
x

2
3

x 0"
 (12) coslim x

xcos
3
5

x 0"

:       (13-15)  

(13) coslim x x3 12
2

x 0
+

"

c m (14) coslim x
x x x

2
3 5

2

2

x
+

"3
 (15) nsilim x

x x2
x

+
"3

.x "!3            

sinlim x
x

x"3  :

:

  sin x1 1G G-  :  

  ,
sin

x x x
x

x0 1 1
6 2 # #

-

  lim limx x
1 1

0x xa
-

= =
" "3 3
a ak k

  sinlim x
x

0x` =
"3

  

coslim x
x
1x +"3

 :  5

x (rad) sin
y x

x
=

2
7 -0.091

 7
37 0.0224

150 -0.00477
240 0.00394
300 -0.00333
600 0.000074

 :         

y
1

-1
x

2
5-

2
3-

2
3

2
5 32

22
--2-

          ( )
sinf x x

x
=    

.x "!3

.x " 3   ( )f x 0"    f     
sinlim x

x 0x =
"3

    

  

   x "!3           ( ) :
cosf x x

x f=    
coslim x

x 0x =
"!3

   

 

x (rad) cos
y x

x
=

3 -0.106
 4 0.0795
100 -0.00862
200 0.002435
300 -0.0000736
450 0.00162256

 
-1

1

2
5- 2-

2
3- -

2
-

2 2
3 2 33-

2
5 x

y

47

اختبار سريع

أوجد نهاية كلّ من الدوال التالية:

(a) sinlim x
x x x3 2

x
2

2

0

- +

"

 
sin

sinlim limx
x x x

x
x

x x x3 2 3 2
2

2

2

2

2
0 0x x

- + -
+=

" "
c m

 ( ) 2
sinlim lim x

x
3 3 2 1

0 0x x
- + = - + = -=

" "

(b) lim sin cos
x

x x x x x3 3 4
x 2

2 2 2 2
- - +

"3

 
x x

sin coslim x x x x x3 3 4
2

2 2 2 2

2x
=

- -
+

"3
 

 sin coslim x x x xx
3 4
2

2
2 2

x
=

-
+ +

"3
^c h m

 3 1 0 3#=- + =-
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  B 

.     b       a   (1-5)  

(1) sinlim x
x

2
3

2
3

x
=

"3
 a  b

(2) coslim x
x

4
2

2
1

x
=

"3
 a  b

(3) 
cos

sinlim x
x1

02
0x

-
=

"
 a  b

(4) sin2lim x
x

cos 2
1

2 2
1

0x

+
=

"

 a  b

(5) sinlim x
x x x

4
3

2
5

3

2 3

x
+

=
"3

 a  b

.        (6-10)  

(6) sin
tanlim x

x2
0x

=
"

a  2 b  2-  c  0 d  3

(7) sinlim x x3 12

x 0
+ =

"

` j
a  0 b  4 c  3 d  3

(8) coslim x
x x x

2
4

2

2

x
-

"3

a  3 b  3-  c  2-  d  2

(9) sinlim x
x x

3
4 5

0 2

2 2

x

+
=

"

a  3 b  9 c  0 d  3

(10)  coslim x
x x

2x
+

=
" 3-

a  2
1  b  2

1
-  c  0 d  3

إجابات وحلول  9

«حاول أن تحل»

sin
x2 2

2 cos على الصورة  x1 - 1  (a) يمكن كتابة 

فنحصل على:

 

sin sin

sin

lim lim

lim

x
x

x

x

x

x
2 2 2 2

4 2

2
4

2 2

2

2
4

1

2

2

2

2

2

2

0

0

0x

x

x

=

=

=

=

" "

"

`

`

j

j

 (b) (1) 1-  (2) 23  (3) 2-

2  (a) 2
1  (b) 5

3  3  (a) 0 (b) 1

4  (a) 0 (b) 2 5  0

36



1  y

x

1

1-1

2

2

3

3

2  

1

1

-1
-1

2 3

2
y

x

................( )lim f x
x 3"

................( )lim f x
x 3"

......................(3)f ......................(3)f

  

3  y

x

1

1

2

2 3 4

4  

1

1-1

2

2 43

3

5

y

x

................( )lim f x
x 3"

................( )lim f x
x 3"

......................(3)f ......................(3)f

  

   :(8) 

( ) ( )lim f x f cx c
=

"
     x c=    f   

:       c   f      

.  ( )f c   x c=    f  1

 ( )f xlim
cx"  2

( ) ( )f x f clim
cx =
"

 3

.x c=   (  )   f            

( )
:

:

3

5 1
f x

x x x

x x

1
1

2

1

$+

-
= )   :  f 

. x 1=    f    
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1-5

���
��� ���� �

�
:      

y

x

by

x

a

y

x

dy

x

c

             

Continuity at a Point    

 a  , b     1

.´      ª        

 c  , d     2

.        

(1) 
.        

.     (2)      (1)  

(2) 

Continuity

 

• .   
• .   
• .  
• .   

:  

• Continuity  
•   

Two-Side Continuity  
•    

 Continuity From the  
Right  

•    
 Continuity From the  
Left  

•   
Continuity at a Point  

• Discontinuity  
•    

Removable Discontinuity 
•   

Jump Discontinuity  
•   

Infinite Discontinuity  

:

    
     
    
     

.  

48

الاتصّال  :1-5

الأهداف  1

يتعرف الاتصال عند نقطة.• 

يتعرف شروط اتصال دالة عند نقطة• 

يتعرف أنواع الانفصال.• 

يتعرف الانفصال عند نقطة.• 

يتخلص من الانفصال.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

الاتصال - اتصال من الجهتين - اتصال من جهة اليمين 
- اتصال من جهة اليسار - الاتصال عند نقطة - انفصال 

- انفصال يمكن التخلص منه - انفصال نتيجة قفزة - 
انفصال لا نهائي.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط
(Data Show) - مصورات.

التمهيد  4

، ثم اطلب  ( )f x x2 3= - اطلب إلى الطلاب رسم الدالة 
إليهم رسم الدالة g المعرفة كما يلي:

 
:

:
g x

x x

x x

3 2

21 2

G
=
- +

+
^ h '

اسألهم: هل منحنى الدالة f متصل؟

هل منحنى الدالة g متصل؟

التدريس  5

يمكن أن تبدأ الدرس باستخدام قلم رصاص لتتبع الرسم 
البياني لدالة متصلة على أي فترة من دون رفع القلم عن 

الورقة.

ينبغي أن يكون تعريف الاتصال مفهومًا بوضوح لدى 
الطلاب، كن واعياً لتميز جيدًّا بين الاتصال عند c حيث 

. ,a b6 c, والاتصال عند أطراف @ a b! ^ h

37



تجري مناقشة أنواع مختلفة من عدم الاتصال في هذا 
الدرس. سوف يكون من المفيد توضيح كل نوع من 

عدم الاتصال باستخدام آلة حاسبة علمية بيانة أو بشكل 
تقريبي على السبورة. ينبغي أن تستخدم مسميات الأنواع 

المختلفة من عدم الاتصال خلال هذا المقرر.

اطلب إليهم تحديد حالات الانفصال الذي يمكن التخلص 
منه.

    x 3=    f      ( ) ( )3 7lim f x f
3x

= =
" -

     
.    

1
( ) 2

2
: 2

: 2
f x x

x
x

x

!
-

=

= -*   x 2=    f    

:

  
: 2

: 2x
x x

x
x

x
x

x2
2 2

2

2
2

2

1
-

-
=

-
-

-
- +
*  

 ( )

:

:

:

f x

x

x

x

1 2

1 2

1 2

`

2

1= -

=

*
  ( )f 2 1=

  ( ) ( ),lim limf x f x1 1
x x2 2

= - =
" "- +

 ( ) ( )limf x f xlim
x x2 2

a !
" "- +

 ( )f xlim
x 2

`
"

  

          
:

:
2

2 2

2 2
x

x x

x x

2

1
-

-

- +
= '

x 2=      f    `

( )
:

:
f x x

x
x x

x
1
1

2

2

1

1

!
= +

+
- -

= -

*   x 1= -    f     3

 .    x 2=     f      :

:        b  ,  c  

x

y

1

2
( )y f x=

c

x

y

1
( )y f x=

b

x

y

1 ( )y f x=

a

   x 0=     b      x 0=    a     
     x 0=     c      . ( )f 0 1=     

.2   1   ( )f 0   

( ) ( )lim f x f 0
0x

=
"

    x 0=              b  , c   
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:
 f 1 1 3 1 1 3 4

2
= + = + =^ ^ ^h h h  (1)

 ( ) ( )lim limf x x5 1 5 1 1 4
1 1x x

= - = - =
" "- -

^ h
 ( ) ( ) ( )lim limf x x x3 1 1 432 2

1 1x x
= + = + =

" "+ +
^ h

 ( ) ( )lim limf x f x 4
1 1x x

= =
" "- +

 ( )lim f x 4
1x

=
"

 (2)

 ( ) ( )lim f x f 1
1x

=
"

(2)  (1)    
x 1=     f  `   

x 0=   f   ( )
:

:
f x

x x x

x
x

x

0

1 0

3

2

2

#

+

+

= *   :  f     1

3
9

3

7 3
( ) :

:
f x x

x
x

x

>
2

#
-
-

= *  :  f  

. 3x =   f    

:

f 3 7=^ h
( )lim limf x 7 7

x x3 3
= =

" "- -

( )lim limf x x
x

3
92

3 3x x
=

-
-

" "+ +

 lim x
x x

3
3 3

3x
=

-

- +

" +

^ ^h h
1

1

 lim x 3 3 3 6
3x

= + = + =
" +
^ h

( ) ( )f flim limx x
3 3x x

a !
" " +-

( )f xlim
3x

`
"

  

x 3=     f    `

( )

:

:

:

f x

x x

x

x x

2 1 2

1 2

1 22

1

2

+

+

= =*    x 2=   f     2
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Continuity

   A 

.             f   (1-4)  

( )

,

,

,

,

,

f x

x x
x x

x
x x

x

1 1 0

2 0 1

1 1

2 4 1 2

0 2 3

2 1

1 1

1 1

1

#

#

=

- -

=

- +

Z

[

\

]
]
]

]
]
]

 

y

x

(1, 2)

(1, 1)

1

1

-1

-1

2

2

3

x 0=   f     (1)

x 1=   f     (2)

x 2=   f     (3)

.   x 0=     f       .   (4)

:     f      (5)
.   ( )lim f x

x 2"-
  

+
( ) ( )lim f x f 2

2x
= -

"-
  ( )f 2-

: x c=         (6-9)  

(6) ( ) :
: ,f x x x

x x x5 0
5 0 01

$
=

-
+

=$  (7) ( )
:

,h x x
x x x

x1
3 4

1

1
1

2
!

= +
- -

-

-
=-

: x 1=-
*

(8) 
: x 0!

( ) , 0f x x
x x

x
3

3

2

=

-

=

- : x 0=
*  (9) ( )

:

:
,g x

x
x x

x
x

1
3 2 1

2
1 1

1
2 !

=
-
+

=

=

-Z

[

\

]]

]

1-5
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:

a  ( )f x x
x

4
2

2=
-

-

 ,x x
x

x x
2 2

2
2

1
2!=

- +

-
=

+^ ^h h
1

1
    

,D 2 2R= - -" ,  :  f  

.     ,x x2 2= = -      f   `

b  ( )f xlim lim x 2
1

4
1

2 2x x
=

+
=

" "

( )lim f x 4
1

x 2
=

"
  x 2=    f      `

.g     f    

 
:

:

( )
,

g x x
x x x

x

4
2

2 2

4
1

2

2 ! !

=
-

-
-

=

Z

[

\

]]

]

.x 1=       ( )f x x
x x

1
3 42

=
-

+ -    :  f     4
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:      
y

x

2

1

1

-1-2 2

( )y f x=

e

x

y

1
( )y f x=

-1

d

  f          ( )lim f x
x 0"

  d  , e      

.              d    .

.(      ≠     )

.(   ) .     e   ( )f x x
1
2=  

The Removal of Discontinuity    

y

x4 6 8

4

2-4-6-8 -2
-2
-4
-6
-8

2

6

 ( )
9x

x
f x

27
2

3

-

-
=  : f  

,D 3 3R= - -" ,  f    

1

1
( )

3 3
3

f x
x x

x x x3 92

- +

-
=

+ +^ ^^ ^ h hh h
  

,x
x x x3

3 9
3

2

!=
+

+ +   

     x 3=     f      f    

.         x 3= -     

( ) ( )f x flim 3
3x

=
"

   x 3=    f     

  
x

x
x

x xlim lim
9
27

3
3 9

2

3 2

3 3x x
=

-

-
+

+ +

" "

  6
27

2
9

3 3
9 9 9

=
+

+ +
= =

  
:

:

( )
,

g x x
x x x

x

9
7

3 3

2
9

3

2
2

3

! !
=

-

-
-

=

Z

[

\

]]

]]
 :    g   

x

y

1

1

2

2

3 4-3

-3

-4 -2

-2

-1
-1

    ( )f x x
x

4
2

2=
-

-   :  

,x x2 2= = -    ( )f x    a

x 2=      f    b
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في الأمثلة (3) ,(2) ,(1)

توفر هذه الأمثلة مقدمة حول كيفية معرفة إمكانية الاتصال 
عند نقطة محددة من خلال حساب النهايات من جهتي 
النقطة وعند حساب صورة النقطة، إذا تساوت جميعها 

يكون هناك اتصال.

في المثال (4)

يوضّح هذا المثال فكرة التخلص من الانفصال عند نقطة 
غير معرفة في الدالة، بحيث يتم إعادة تعريف الدالة عند 

تلك النقطة وتكون الدالة متصلة عندها.

الربط  6

اطلب إلى الطلاب إحضار رسم بياني لتخطيط قلب سليم، 
وناقش معهم كيفية اتصال جميع النقاط، إضافة إلى رسم 
بياني لتخطيط قلب مريض وناقش معهم أيضًا نقاط عدم 

الاتصال أو اطلب إليهم مشاهدة تخطيط قلب تمّ أخذه في 
غرفة العمليات.
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  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  x 2=-    ( )
x

f x
2
1

12=
+

+
^ h

 : f  (1)

a  b  x Rd     y x 1
1
2=
+

 :  (2)

a  b  x 1=-    y
x 2
1

=
+

 :  (3)

a  b  ( )f 1 1- =   lim 2 1
1x

- = -
"-

( )f x^ h   x 1=-    f    (4)

.        (5-12)  

:  ( ) cotf x x=  : f    (5)

a  ,0  b  ,k k2 Zd

c  ,k k Zd  d  ,k k2 Zd+

:        ( )f x x
x x

4
6

2

2

=
-

+ -  : f   (6)

a  2 b  ,2 2-  c  2-  d  ,5 2-

:         ( )f x x x
x

2
2 16
2

3

=
+ -

+  : f   (7)

a  ,1 2-  b  2-  c  ,1 2-  d  1

:    ( )f x   x 2=    f    (8)

a  x 2
1
-

 b  x 2-  c  x
x
2
2
-

-  d  :
:

x x
x x
3 5 2

3 22
2

G-

-
'

:  ( )
:

:f x
x
x x

x x

2
4

2

1 2
2

2

1

$
=

-
-

+

*
 : f    (9)

a  ( )lim f x 4
2x

=
" +

 b  ( )lim f x 4
2x

=
" -

 c  ( )lim f x
x 2"

  d  x 2=     f
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( )
,

,
f x

x x
ax x
1 3

2 3

2 1

$
=

-
)  : x 3=        a   (10)

          .      x   ( 11-13)  
.

(11) y x x
x
4 3
1

2=
- +

-

(12) y x2 1= -

(13) ( )
,

,
f x

x x
x

1 1

2 1

2 !
=

- -

=-
)

.   x         (14-16)  

(14) ( )f x x
x
3
92

=
+
-  , x 3=-

(15) ( ) sinf x x
x4

=  , x 0=

(16) ( )f x
x
x
2
4

=
-

-  , x 4=

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

(1)  عدم إيجاد صورة العدد المطلوب بحيث الاتصال 
عنده.

(2)  قد يجد بعض الطلاب صعوبة في إدراك الفرق بين 
, والاتصال عند نقطة  :c a b c! ^ h الاتصال عند 

طرفية. شدّد على معنى النقطة الطرفية مدعمًا كلامك 
برسم بياني.

التقييم  8

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» وتحقق من 
مدى إدراكهم لمفاهيم هذا الدرس ونظرياته.

اختبار سريع

( )
:

:
f x

x
x
2

2
=

-

-
(       

x d 2
x g 2 :ابحث اتصال الدالة (a) 1

x 2= عند    

( )f 2 0=   

( ) ( ) ( )lim limf x f x f 2
x x2 2

= =
" "- +

  

. f دعمّ إجابتك برسم بيان الدالة (b)  

y

1

-1 21 3 4 x

2

3

4

( ) ,f x x
x x x2

2
2

2

!=
-
- - 2 إذا كانت: 

) لتصبح f متصلة  )f 2   فما القيمة التي تعطى لِـ 
x؟ 3 2= عند 

، ( )
,

,
f x

x
x a

2

+
= )  

x e 2
x f 2 3 إذا كانت:  

فما قيمة a التي تجعل الدالة f متصلة لكل قيمة x؟  

a 2=  
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

يمكن رسمهما دون رفع سن القلم.  (b) ،(a)

يلزم رفع سن القلم لرسمهما.  (d) ،(c)

«حاول أن تحل»

1  ( ) ; ;( ) ( )lim limf f x f x0 0 0 0
0 0x x

= = =
" "- +

x 0= f متصلة عند  `  الدالة   

2  ( ) ; ;( ) ( )lim limf f x f x2 1 5 5
2 2x x

= = =
" "- +

x 2= f غير متصلة عند  `  الدالة   

3  ( ) ; ;( ) ( )lim limf f x f x1 2 1 3
( 1) ( 1)x x

- = = =
" "- -- +

x 1=- f غير متصلة عند  `  الدالة   

4  ( ) 1
( 1)( 4)

4f x x
x x

x= =
+

+
-

-

 ( ) 1
3 4

; 1

5 ; 1
x x

x x
x

x
g

2

!
=

+

=

-
-

*

«تدريب»

;( ) ( )2 3lim limx xf f
3 3x x

= =
" "- +

 1

( )lim xf
3x"

غير موجودة   

=  ( )f 3 3=  

! النهاية لجهة اليسار النهاية جهة اليمين   

3x = f غير متصلة عند    `  

3x = f متصلة عند   ، ( )f 3 0=  ،0  2

3x = f غير متصلة عند   ، ( )f 3 2=  ،1  3

3x = f غير متصلة عند   ، 3x = f غير معرّفة عند   ،1  4
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 d     

:  ( )f 2-   ( )lim x f x 72

2x
+ =

"-
^ h   x 2=-    f    (11)

a  3 b  5

c  9 d  11

 ( )lim xg
x

2

1"
^ h   g     ,1 3-^ h   x 1=    g     (12)

:

a  6-  b  3-

c  1 d  9

:     (2)     (1)      .   (13-15)  

:  a Zd     x a=     g  

(1) (2) 

(13) ( ) :
:g x x x a

x x a a3
1

&
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#=

-
+ =$ a  -1

b  2
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=
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e  3
2

41



23

1-6

 
Continuous Theorems

   A 

:x c=         (1-5)  

(1) ( )f x x x2 32
= - -  , x 2=

(2) ( )f x x
x

x1
3 3

2=
+

+
-  , x 1=-

(3) ( )f x x x x32
= + +  , x 3=

(4) ( )f x x
x
12

3

=
+

 , x 1=-

(5) ( )f x x x5 42
= + +  , x 5=-

:   R    f , g  (6)

  ( ) , ( )f x x g x x2 32
=- + = -

:

(a) ( )( )g f x%  (b) ( )( )g f 1% -  (c) ( )( )f g x%  (d) ( )( )f g 1% -

:    ( )g x x 42
= +    ( )f x x=  :    f , g  (7)

(a) ( )( )f g x%  (b) ( )( )f g 2%  (c) ( )( )g f x%  (d) ( )( )g f 2%

. ( )g x x 16
1
2=
+

    ( )f x x 92
= -    :    f , g  (8)

:  

( )( )g f x%    (a)  

( )( )g f 4% -     ( )( )g f 4%  (b)  
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• .  
• .  
• .  
• .   

:  

•  
Continuous Function  

•  
Composite Function  

���
��� ���� �

�
( )f x x x x3 23 2
= - +   : f  

( )g x x 2= -   : g  

( )q x x 52
= -   : q  

x 2=   ,f g      1  

x 2=   ,f f qq+ :      2  

( ) ( )
( )

h x g x
f x

=   : h  3  

.      h  a    

 x 2=    h   b    

    :(14) 
Properties of Continuous Functions  

x c=         x c=      f , g  

1  gf +  :

2  f g-  :

3  ,k f:  k R!  :   

4  f g:   :

5  ,g
f  ( )g c 0!  :

Continuous Functions   

.c R!      k  ( )f x k=  : f  1

.c R!        2

.c D!     c      g
f     3

.c R!     ( )f x x=  : f  4

.c D!     c         5

 
Continuous Theorems

:

    
.  
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نظريات الاتصال  :1-6

الأهداف  1

يتعرف نظريات الاتصال.• 

يتعرف الدوال المتصلة.• 

يتعرف الدوال المركبة.• 

يدرس اتصال الدوال المركبة.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

دالة متصلة - دالة مركبة.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - حاسوب -جهاز إسقاط
.(Data Show)

التمهيد  4

1x حيث: = ابحث اتصال الدوال التالية عند   (1)

 ( ) ; ( ) ; ( )f x x g x x h x x4
1

3 2 2= = =

: 1x = ابحث اتصال الدالة v عند   (2)

 ( )x x x xv 3 4
12
2= + +

h3 2- ) عوّض عن x بـ  ) :f x x f2
5
1

=
+ في الدالة   (3)

؟ ( )f h ما قيمة   
التدريس  5

(1)  سوف نتعلم في هذا الدرس خصائص الدوال المتصلة 
ونتعرف على أهمها مثل دالة كثيرة الحدود ودالة 

الحدودية النسبية وغيرها. ونرى أيضًا تطورًا في دراسة 
مفهوم الاتصال من الاتصال عند نقطة للوصول إلى 

الدوال المتصلة.
 f x x=^ h ) ودالة المطلق  ) sinf x x= (2)  أشر إلى أن 

هما دالتان متصلتان عند كل c في مجالها
اطلب إلى أحد الطلاب رسم كل من بياني الدالتين 

على السبورة للتحقق من الاتصال.
(3)  وضح للطلاب نظرية (15) التي تتعلق بالدالة الجذرية 

وأهمية دليل الجذر وسنكتفي بالجزء (b) بدراسة 
x حيث  c= ^xg عند  h الاتصال لدالة جذرية 

g c 02^ h
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 (15) 

    n              x c=  : c R! +        y xn=     a

.1      n                x c=  : c R!       

( )g c 02   x c=     g   b

 x c=    ( ) ( )f x g x=    :   

:         
a  ( ) ,f x x

x x
1

12

3

=
+

=  b  ( ) ,f x x x3 1= + = -

:

( )g x x3=  : g   a

1( )h x x2
+=  : h  

( )      x 1=    (   ) n 3=     g  

x 1=       h  

( ) ,h 1 2 2 0!=     

x 1=    ( ) ( )
( )

f x h x
g x

=    f    `  

x 3H-   ( )g x x 3= +  : g   b

x 1= -     g  

( ) ,g 1 2 2 02- =    

( )    1x = -    3( ) ( )f x g x x= = +   f    `  

x 2= -         3

a  ( )f x x
x
42

3

=
+

 b  ( )f x x x4 32
= - +

Composite Function   
                  f , g    

.      f , g
:      

: , , ,f 1 2 3 4 R"" ,
( )f x x 1= -  :
: , , ,g 0 1 2 3 R"" ,
( )g x x3 1= + 56

:     x c=    f    

a  ( ) ,f x x x c 12
= + = -  b  ( ) ,sin cosf x x x c 2= - =

:

( )g x x2
=  :   g   a

( )h x x=  :   h  

1x -=       g  
1x -=    x   h  

( )   1x -=      ( ) ( ) ( )f x g x h x= +   f    `  

( ) sing x x=  :  g   b

( ) cosh x x=  :   h  

x 2=      g  

x 2=      h  

( )      x 2=    ( ) ( ) ( )f x g x h x= -   f   `  

:     x c=    f     1

a  ( ) ,f x x x x c 34 32
= - + + =  b  ( ) ,

tanf x c 41=
+

=x
x

x 3=   
9
2 1

( )f x x
x

x2=
-

-
+

 : f    

:

( )g x x
x

9
2

2=
+

-  : g  

( )h x x
1

=  : h  

.(x 3=       ) x 3=       g 

.(x 3=       ) x 3=       h 

( )    x 3=      ( ) ( ) ( )f x g x h x= -   f    `

x 1=   ( )f x x
x

x
x

1
1

2
2

2

2

=
+

-
-

-
 : f     2
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(4)  وضح للطلاب مفهوم تركيب دالتين والشرط الواجب 
توافره للتركيب واقتصر في دراسة الدوال القابلة للتركيب.
(5)  طبقّ نظرية (16) وشروطها ولاحظ أن الشروط كافية 

وليست لازمة. مثال للمعلم 

f x x2=^ h  , g x x=^ h  

g لا تحقق شروط النظرية (16) ولكنها  f%^ h الدالة  
x 0= متصلة عند  

في المثالين (2) ,(1)

تطبيق لخواص الدوال المتصلة (الجمع والطرح) والدوال 
النسبية لدراسة الاتصال عند نقطة.

في المثال (3)

مثال تطبيقي لدراسة اتصال الدوال الجذرية عند نقطة.

في المثالين (5) ,(4)

إيجاد الدالة المركبة لدوال قابلة للتركيب. أشر إلى أن 
دراستنا اقتصرت على الدوال القابلة للتركيب. وأكد أن 

f g%^ h ليست بالضرورة تساوي g f%^ h

في المثالين (7) ,(6)

دراسة اتصال دالة مركبة عند نقطة.

في المثال (7)، أشر إلى أن الدالة g (دالة القيمة المطلقة) 
هي دالة متصلة.

الربط  6

ًّا متصلاً لمسار العربة. تمثل الأفعوانيةّ خط

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يحاول بعض الطلاب دراسة اتصال دالة عند نقطة لا • 
تنتمي إلى مجال الدالة خاصة في حالة الدوال الجذرية. 

شدّد على أن انتماء النقطة إلى مجال الدالة أساسي 
) فلسنا  )f a ومبدئي لأنه إذا لم يكن بالإمكان حساب 

بحاجة إلى دراسة النهايات، ونؤكد مباشرة أن الدالة غير 
متصلة عند هذه النقطة.

قد يخطئ الطلاب في تطبيق نظرية (16).• 

التقييم  8

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل» لتتحقق من 
دقة تعاملهم مع الخصائص وصحة تطبيقهم للنظريات.
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:  ( ) ( ),f x x g x x1 12
= + = -  :   R     f  ,  g 

a  ( )g f x%^ h  b  ( )g f 2%^ h  c  ( )f g x%^ h  d  ( )f g 2%^ h

:

a  ( )( ) ( ) ( )g f x g f x f x x x x1 1 1 22 2 2% = = - = + - = +^ ^ ^h h h  

 

 ( ) ( )( ) ( )g f x g f x g x x x x x x1 1 1 1 2 1 22 2 2% = = + = + - = + + - = +^ ^h h

b  ( ) ( ) ( )g f 2 2 2 2 82% = + =^ h

c  ( ) ( ) ( )f g x f g x g x x x1 1 12 2% = = + = + - =^ ^h h

 

 ( )( ) ( )f g x f g x f x x x1 1 12 2 2% = = - = + - =^ ^h h

d  ( ) ( )f g 2 2 42% = =^ h

:  ( ) , ( )f x x g x x2 3 32
= + = +  :   R     f  ,  g   4

a  ( )g f x%^ h  b  ( )1g f% -^ h  c  ( )f g x%^ h  d  1( )f g% -^ h

:  (4)   
( ) ( )g f x f g x% %!^ ^h h

.     

( ) , ( )f x x g x x 24
= = +  :

:

a  ( )xf g%^ h  b  ( )0f g%^ h  c  ( )xg f%^ h  d  ( )g f 0%^ h

:

a  ( ) ( ) ( )f g x f g x g x x 24% = = = +^ ^h h  0 ,3h6   f    

b  ( ) ( )f g 0 0 2 24% = + =^ h  f       , : g2 3h6   

c  ( ) ( )g f x f x x x2 2 2
4 24% = + = + = +^ ^ ^h h h  R   g  

d  ( ) ( )g f 0 0 2 22% = + =^ h      f    `
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:  

g    f    

3 ◊ 0 + 1 = 101 - 1 = 01
3 ◊ 1 + 1 = 412 - 1 = 12
3 ◊ 2 + 1 = 723 - 1 = 23
3 ◊ 3 + 1 = 1034 - 1 = 34  

:        ( g  f )   f , g       

1

4

7

10

0

1

2

3

f g

g f%

11

42

73

104

1

2

3

4

f  g   g f%^ h    

( ) ( ) ( )g f g f g1 1 0 1% = = =^ ^h h    ( )( )g f x g f x% =^ ^h h  :
 ( ) ( ) ( )g f g f g 1 42 2% = = =^ ^h h
 ( ) ( ) ( )g f g f g3 3 2 7% = = =^ ^h h
 ( ) ( ) ( )g f g f g4 104 3% = = =^ ^h h

. g f%^ h     g      f    :  

:

:h     g      f       f , g    

( ) ( ) ( )h x g f x g f x%= =^ ^h h  

.      
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اختبار سريع

( )f x x x
x x

x
4

3
4 1

2

2

2=
+ +

- +
-  : f 1  ابحث اتصال الدالة

x 1= عند 

 ( ) ; ( )x x x
x x g x xh 1 4

3
4

2

2

2=
+ +

- +
=

,3 3-^ h دالة حدودية نسبية مجالها h  

x كذلك g متصلة عند  1= h متصلة عند  `  
x 1=

x 1= f متصلة عند  `  

( )f x x x7 102
= - +  : f 2  ابحث اتصال الدالة

x 6= عند 

x مع  6= ) متصلة عند  )g x x x7 102
= - +   
(6) 4 0g 2=

x 6= ) متصلة عند  ) ( )f x g x `=  

3  ( ) , ( )f x x g x x
4 2

32
= - =

+

( ) , ( )g f x f g x% %^ ^h h (a) أوجد:    

 ,
x x x
2
1 6 7

4

2 2
- + -

x 1= g عند  f%^ h ابحث اتصال (b)  
(1) 3 , xf 1=- = f دالة متصلة عند    
( )3 0 ,g x 3- = =- g دالة متصلة عند    

x 1= g دالة متصلة عند  f% `^ h   
g مباشرة  f%^ h ملاحظة: يمكن بحث الاتصال للدالة

كدالة حدودية.

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
( )f 2 0=  ، ( )lim f x 0

2x
=

"
f كثيرة الحدود  1  الدالة 

x 2= f متصلة عند   `  

 (2) 0 0g = =

 ( ) ( ) 0lim limg x x 2
2 2x x

= =- +
" "- -

 ( ) ( ) 0lim limg x x 2
2 2x x

= - =
" "+ +

x 2= g دالة متصلة عند  `  
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x 1=   f g%     . ( ) , ( )f x x
x

g x x2 2 3=
+

= +  :  6

x 2=    f     ( )f x x x5 62
= - +  :

:

( ) , ( )g x x h x x x5 62
= = - +  :  

( ) ( )f x g h x%= ^ h    :  

( )g h x x x5 62
= - +^ h

(1)  x 2=     h

( )h 2 4 10 6 0= - + =

x 0=     g

(2)  ( )x h 2=     g  

x 2=    g h%    (1) , (2) 
 x 2=      f    `  

x 0=    f     ( )f x x x3 22
= - +  :  7

60

:  ( ) , ( )f x x g x x1
4

32
2= + =
+

 :  5

a  ( )xf g%^ h  b  g f 3%^ ^h h

Continuity of Composite Functions at a Point      

   :(16) 

.c   g f%     ( )f c    g   c   f  

 ( )cg f^ h  x c"   ( )xg f^ h   

( ) ( )lim g f x g f c
cx =
"
^ ^h h

c  

( )f c   c  
c

g f%

( )g f c^ hg
( )f c

f

x 2= -   g f%     . ( ) , ( )g x x f x x 52
= = +  :

:

(1)  x 2= -      f

( )f 2 9- =   

x R! +       g

x 9=     g `

(2)  ( )x f 2= -     g  

x 2= -    g f%    (1) , (2) 

59

2  x x x x( )f q 2 2 53 2
= ++ - -^ h  

 (2) 1f q =-+^ h

( ) 2 5( ) ( ) 1lim limf q x x x x23 2

2 2x x
= + - = -+ -

" "

x 2= f متصلة عند  q+ `  الدالة   

 x x x x x x( )f q 3 3 15 1025 4 3: = +- - -^ h  

 (2)f q 0: =^ h

( ) 10 0( ) ( )15lim limf q x x x x x x3 35 4 3 2

2 2x x
: = + - =- -

" "

x 2= f متصلة عند  q: `  الدالة   

3  (a) ( )
( 1) : 2

( 1) : 2
h x

x x x

x x x

2

1
=

-

- -
(

x 2= h غير معرّفة عند   (b)  

x 2= h غير متصلة عند  `   

«حاول أن تحل»

x 3= ) متصلة عند  ) 4 3h x x x2
- - +=  (a)  1

x 3= ) متصلة عند  )g x x=   

x 3= f متصلة عند  `  دالة الجمع    
πx 4= ) متصلة عند  ) tanxg = x  (b)  
πx 4= ) متصلة عند  ) 1h x x= +   

πx 4= ) متصلة عند  ) ( )
( )

x x
xg

f h= `  الدالة    

 ( ) 2
, ( )

1
1

2x x
x

x
x
xg h 2

2

= =
- +

- 2  كل من الدالتين 

x 1= متصلة عند 

x 1= f متصلة عند  `  الدالة   

(a)  الدالة حدودية نسبية، دالة البسط ودالة المقام   3

x 2=- متصلتان عند 
x 2=- f متصلة عند  `  الدالة    

x مع  2=- ) متصلة عند  ) 4 3x x xg 2
= +-   (b)  

( )2 15 0f 2=-

x 2=- f متصلة عند  `  الدالة    
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25

:  ( )f g 0%^ h  :  ( ) :g x gx 32
= -  ( )f x x 72 +=  : f   (10)

a  4 b  4-

c  1 d  1-

:  ( )f x     x 2=      x 2=     g   (11)

a  ( )g x  b  ( )g x
1

c  ( )g x
x 2-  d  ( )g x

:    a  x 3=    ( )f x x a2
= -  : f    (12)

a  4 b  9

c  16 d  25

24

x 2=-   g f%     . ( )g x x 4= +   ( )f x x2 32
= -  :  (9)

x 4=   ( )f x x 3= -  : f    (10)

x 3=   ( )g x x x1 32
= + - -  : g    (11)

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  x 3=    ( )f x x x 12
= + -   : f   (1)

a  b  x 0=    ( )f x x
x

x2
22 5

=
+
+
-   : f   (2)

a  b  x 0=    ( )f x x
x
1

2 2
=

-

-  : f  (3)

a  b  x 3=    ( )f x x
x 13
2

3

=
-   : f  (4)

a  b  x 2=    ( )f x x x5 42
= - + -   : f  (5)

.        (6-12)  

:  ( )f x x
x
9
2

2=
+

- +   : f    (6)

a  x = 3 b  x 3=-

c  x = 2 d     

:  x  ( )f x x
x
1
4

2

2

=
-

-   : f    (7)

a  ,1 1-  b  ,2 2-  c  ,1 2  d  ,1 2- -

:  ( )g f x%^ h  :   ( ) :g x gx
x
3=
-

   ( )f x x 32
= + ,x 0!  : f   (8)

a  
x

x x
3

4 18 272

2-

- +

^ h
 b  x

x
32

2

-
 c  x

x 3
2

2
+  d  x

x
32

2

+

:  ( )f g x%^ h  :   ( ) , :g x gx x3 02
!= +    ( )f x

x
x
3-

=   : f   (9)

a  x
x
3 3
2

-
+  b  

x
x
3
3

-
+  c  ( )

x
x 32

- +  d  x
x 32
+

4  (a) 4 12 12x x2
+ +  (b) 4

 (c) 2 9x2 +   (d) 11

5  (a) 8

4

25

x

x x
2

4 2

+

+ +  (b) 8
3

(1)  x 1= g  6 دالة متصلة عند 

(1) 5g =  

 ,2 3-^ h و , 23- -^ h دالة متصلة على f   

 x 5= f دالة متصلة عند   `  

(2)  (1)x g= f دالة متصلة عند  أي أن   

1x = f متصلة عند  g%^ h من (1) و(2) نجد أن  

7  ( ) 2 , ( )3h x x x g x x2
= + =-

(0) 2 , 0h x= = h دالة متصلة عند   

x 2= g دالة متصلة عند   

0x = f دالة متصلة عند  `  

46



( )

:

:

:

f x
x

x x
x

2 1

3 1 3

6 3

2
11=

- =

-

=

*  :  [1, 3]  f   

:
  : ,f x x x3 1 32 d= -^ ^h h

  ( , )c 1 36 !

  ( )f c c 32
= -

  ( )lim limf x x c3 32 2

c cx x= - = -
" "

^ h

  ( ) ( ) ,f x f c clim 1 3
cx` d6=
"

^ h

(1)   (1, 3)   f   `  
.    x 1=    f     

  ( )f 1 2= -

  ( )lim limf x x 3 22

1 1x x
= - = -

" "+ +
^ h

  ( ) ( )f f xlim1
1x

a =
" +

(2)   .    x 1=     f    `  

.    x 3=    f     
  ( )f 3 6=

  ( )lim limf x x 3 62

3x x3
= - =

" "- -
^ h

  

(3)   .    x 3=     f    `  

(1), (2), (3)  

,1 36 @    f    `  

( )

:

:

:

f x

x

x
x x

x

2 1

1
1 5

5
26

5

2

1 1=

=

+

=

Z

[

\

]
]

]
]

 :  ,1 56 @   f     1

:
. ,a bh6    f    (10)   1  , 2     :

. ,a b^ @   f    (10)   1  , 3     :

.               (14)   :
.               :

.[a , b]     [a , c] , [c , b]         :

. , b3-^ @ , ,a 3h6        (10)   :
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• .   
• .    

:  

•   
Continuity on an  
Interval  

���
��� ���� �

�
(0, 4)    ( )f x x x42

= - +  :  f   

,x x1 2= =   f   a
1

1

2

2 3 4 x

y

    x 0=     f  b

   x 4=    f  c

 f     (0, 4)       d

Continuity on an Interval    

:     (9) 

(a , b)      f      (a , b)     f   

(a , b)    x     f   

:     (10) 

  [a, b]      f      [a, b]    f  
:    

(a, b)     f  1

( ) ( )lim f x f a
ax

=
" +

 :      x = a   f  2

( ) ( )lim f x f b
x b

=
" -

 :      x = b   f  3

a                              c                         b

( )y f x=

x

y
     

  
 

.[a, b]    ( )y f x=   a, b, c   

  
Continuity on an Interval

61

الاتصّال على فترة  :1-7

الأهداف  1

يتعرف الاتصال على فترة.• 

يدرس اتصال دالة الجذر على فترة.• 

يدرس اتصال ناتج تركيب دالتين متصلتين.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

الاتصال على فترة.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة بيانية - حاسوب - جهاز إسقاط
.(Data Show)

التمهيد  4

أوجد اتصال كلّ من الدوال التالية عند النقطة المعينة:

 ( ) ,f x x x x5 1 22
= + + =

 ( ) ,x x xxg
1

0
2

2=
+

+
=

 ( ) ,x x xh x3 4 22
= + + - =

التدريس  5

(1) اسأل الطلاب: هل يمكن دراسة اتصال دالة عند كل 
نقطة على فترة ما؟ ثم اسأل: متى تكون دالة متصلة على 

فترة مغلقة [a , b]؟

x لجهة اليسار وعند  a= هل يمكن دراسة الاتصال عند 
b لجهة اليمين؟ أشر إلى أن الدالة تكون متصلة على 

 ( , )a bx d فترة مغلقة [a , b] إذا كانت متصلة عند كل 
ومتصلة عند a لجهة اليمين وعند b لجهة اليسار.

ومن هنا يمكن التعميم والتكلم عن اتصال دالة على كل 
فترة من مجالها.

(2) ذكر الطلاب بشروط اتصال دالة الجذر التربيعي عند 
نقطة ومنها الاتصال على فترة.

(3) ذكر الطلاب بشروط اتصال تركيب دالتين عند نقطة 
ثم لاحظ أن ناتج تركيب دالتين كل منهما متصل على  

هو دالة متصلة على  
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( )g x x 3= +      :
.R       g

( ) ( ) ,f x g x x 1a d6 3= - -^ @

(1)   , 13- -^ @    f   `
( )h x x 3

4
=

+
 :

x 3Rd - -" ,        h
( ) ( ) ,f x h x x 1a d6 3= -^ h

(2)    ,1 3-^ h   f   `

.    x 1= -    f     

  ( )f 1 2- =  0 !       

  ( )lim limf x x 3
4

2
1 1x x

=
+

=
" "- -+ +

  ( ) ( )f f xlim1
1x

a - =
"- +

(3)   .    x 1= -     f    `  

(1), (2), (3)  

,3 3-^ h     f    `  

R    f   `  

( )

,

,

,

f x
x x
x x

x

2 1 1

2 1 3

1 3

1

1#

$

=

-

- +*  :  f   3

.    f     

R     
:

:

:

( )

a

ax b

f x
x x

x
x

0

2 0

0

2
1

2

=

-

=

+

Z

[

\

]]

]
 :  f   

a , b   

:

x 0=     f R`      f a

( ) ( )lim f x f 0
0x

` =
"

  

 ( ) ( )lim limf x f x
0 0x x

` =
" "- +

 ( )f 0=

   ( )f 0 2=
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:         

a  ( ) , ,f x x
x

1
1 52=

+
-6 @ b  ( ) , ,f x x

x
4

502=
-

6 @

:

    f a  a

x Rd6  , x 1 02 !+  

R    f `  

,1 5 Ra 3-6 @  

,1 5-6 @   f `  

( )f x x
x

42=
-

  b

,x x4 0 2 22 d6- = -" ,  

,x 2 2Rd6 - -" ,     f a  

,2 0 5! 6 @      x 2=     f a  

,x 0 5 2d6 -6 @ " ,  f  `  

. , , ,0 2 2 5^h6 @       

:     f    2

a  ( ) , ,f x x
x

2
2 1

302=
+

+
6 @ b  ( ) , ,f x x

x
1

202=
-

6 @

( )
:

:
f x

x

x x

x 1

3
4

1

3

2

#
=

+ -

+
-

*    :     f    

:

, ,D 1 1 Rf ,3 3= - - - =^ ^ h@   :   f   

.    f    
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في المثالين (3) ,(1)

دراسة اتصال دالة على فترة أو على مجالها، حيث الدالة 
معرّفة على عدّة فترات ويجب دراسة النهايات من الجهتين 

عند النقاط المفصلية.

في المثال (2)

دراسة اتصال عدة دوال كل منها على فترة مبينّة، وتطبيق 
مباشر يسمح بتركيز المفهوم عند الطلاب.

في المثال (4)

المطلوب إيجاد قيمة كل من الثابتين a , b لدالة متصلة. 
يعتبر المثال حالة متطورة من مفهوم الاتصال.

في المثالين (6) ,(5)

دراسة اتصال دوال جذرية. ينبغي أولاً تحديد مجال الدالة 
قبل الشروع في دراسة الاتصال وذلك عندما يكون دليل 
ًّا كما يجب الانتباه إلى المقام في حال  الجذر عددًا زوجي

كان المجذور دالة حدودية نسبية.

في المثال (7)

توظيف ملاحظة تركيب دالتين ص 66 لدراسة الاتصال.

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يحاول بعض الطلاب دراسة اتصال دالة على مجالها. 
أشر إلى أنه يمكن دراسة اتصال دالة على كل فترة من 

 ( , ) ( , ) :a a f,3 3- مجالها. فمثلاً إذا كان مجال دالة 
فيمكن دراسة اتصال f على كل من الفترتين

) بمفردها وليس على المجال. , )a 3  , ( , )a3-

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل» 
لتتحقق من مدى إدراكهم للمفاهيم ودقة عملهم على حل 

المسائل.

وأكّد على ترتيب خطوات الحل لدراسة الاتصال على فترة.
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  ( )lim limf x x a a2

0 0x x
= - = -

" "- -
^ h

  2 2a a(` - = = -

  ( )lim limf x ax b b
0 0x x

= + =
" "+ +

^ h
  2b` =

:

:

:

( ) ax b

b

f x
x

x
x

5 1

1 4

8 4

1 1=

=

+

+ =

*  :  f    4

a , b    . ,1 46 @   

 f      x c=   ( )( )f g xx =     
:      

:
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اختبار سريع

( )f x x
x
9
1
2-

=
+    : f 1 ابحث اتصال الدالة

,1 2-6 على الفترة @  (a)  

f دالة حدودية نسبية متصلة بشرط:    
,x x3 3! !-

,1 2-6 f متصلة على @ `   

,0 46 على الفترة @  (b)  

x هي  3= 0, لأن  46    غير متصلة على الفترة @
,0 46 f على الفترة @ نقطة انفصال للدالة 

( )f x x x7 122
= - +  : f 2 لتكن

,0 26 ابحث اتصال f على @  

 , ,D 3 4f ,3 3= -^ ^h h

) متصلة على  )g x x x7 122
= +-  :g الدالة  

,0 26 @

 ( ) ,,g x x 0 20 d6H 6 @

,206 f متصلة على @ `  

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

x 2=  ،x 1= ) متصلة عند  ) 4g x x x2
= - +  :g الدالة  (a)

 (1) (2)3 0 , 4 0g g2 2= =

,x x1 2= = f متصلة عند كل من  `  الدالة   

 x 0= f غير معرّفة عند    (b)

x من جهة اليمين. 0= f غير متصلة عند     `  

 x 4= f غير معرّفة عند    (c)

4x من جهة اليسار. = f غير متصلة عند     `  

لا.  (d)
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=
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:
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«حاول أن تحل»

f دالة نسبية متصلة على (1,5) الدالة   1

 (1) 2 2f xf ; ( )lim
1x

= =
" +

x 1= f متصلة لجهة اليمين عند  `  الدالة   

 f(5) ;5
26

( ) 5
26limf x

5x
= =

" -

x 5= f متصلة لجهة اليسار عند  `  الدالة   

51,6 f متصلة على @ `  الدالة   

f دالة نسبية متصلة على مجالها  (a)  الدالة   2

.( , )3 3-

f متصلة على [3 ,0] `  الدالة    

x 1= f غير معرّفة عند  الدالة   (b)  

0 ,1h6 ^1,2 و ولكنها متصلة علىكل من @   

x 1= يوجد انفصال عند    

( ,1) , (1,3) , (3 , )3 3- على كل فترة من الفترات   3

f متصلة.  

 f f(1) 1 ; ,( ) ( )1 1lim limf x x
1 1x x

= = =
" "- +

x 1= f متصلة عند  `  الدالة   

 f f(3) 1 ; ,( ) ( )1 1lim limf x x
3 3x x

= = =-
" "- +

x 3= f متصلة لجهة اليمين عند  `  الدالة   

`  الدالة ليست متصلة على مجالها ولكنها متصلة   
,13-^ @ ، ,3 1h6  ، ,3 3h6 على كل من الفترات 

4  f(1) 5 ; ( )limf x a b
1x

= = +
" +

 5a b` + =   (1)

 f a(4) 8 ; ( ) 4limf xb b
4x

= + = +
" -

 a b b4 8` + = +  (2)

2 , 3a b= = من (1)، (2) نستنتج أن:   
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2 3x x
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.         a , b   (10-11)  

(10) ( )
:

:
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f x
x x
x a x
b x

x 1

3 1

1

2 1
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=
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(11) ( ) :

:

: 2

f x

x x

x b
x a

x

x x

2 1
1

2

2
1

1#

$

-

-
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-=

Z
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0 , 46 @     D f    ( )f x x x5 62
= - + +  : f   (12)

:         (13-14)  

(13) ( )f x x8 2 2= -  (14) ( )f x x 12
= -

.R         (15-16)  

(15) ( )f x x x3 223
= + -  (16) ( )f x x x3 4 12

= + -

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  [1 , 5]   f  [1 , 3) , [3 , 5]      f   (1)

a  b  x R!     ( )f x x x2
= -  : f  (2)

a  b  2 , 2-6 @   ( )f x x 42
= -  : f  (3)

a  b  ( , )03-    ( ) 2
2 3f x x
x
+
-

=  : f  (4)

a  b   ( , )23-    ( ) 2
1f x x

x
-
+

=  : f  (5)

.        (6-11)  

: f    ( )f x x
x
4
1

=
-
+  : f   (6)

, 43-^ @   b  ,x x1 4=- =        a  

    d    ( , ( ), ) ,4 4 33-      c  

5  ,2 5,D f ,3 3= -^ h6@

 ، ( ) 7 10 , 6 ,10g x x x2
= +- 6   على الفترة @

( ) 0g x H

f متصلة على  `  الدالة   

6  1,3D f = 6 @

) متصلة ) ,4 3 1,3g x x x2
+=- - 6   على @

( ) 0g x H و

1,36 ) متصلة عند @ ) ( )x xgf `=  

.R ) متصلة على  ) 2 5 :h x x x h2
= - + + الدالة   7

.R ) متصلة على  )g x x3=    :g الدالة  

(دليل الجذر عدد فردي).  

R. لأنها ناتج تركيب دالتين  f متصلة على    `  الدالة 
.R كل منهما متصل على 
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حل «مسألة إضافية»
(a) , , ,D 2 5 52 ,,3 3= - - -^ ^ ^h h h
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المرشد لحل المسائل
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The Derivatives الوحدة الثانية: الاشتقاق 
قسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1-2: معدّلات التغيرّ وخطوط المماس

جزء 1: السرعة المتوسطة والسرعة اللحظية.  

جزء 2: متوسط معدل التغيرّ وميل المماس.  

2-2: المشتقة

جزء 1: تعريف المشتقة.  

جزء 2: المشتقة من جهة واحدة.  

) غير موجودة. )f a' جزء 3: متى تكون   

جزء 4: الاشتقاق والاتصال.  

3-2: قواعد الاشتقاق

جزء 1: قواعد اشتقاق.  

جزء 2: كتابة معادلة المماس ومعادلة الناظم.  

جزء 3: قوى x الصحيحة السالبة (الأسس الصحيحة السالبة).  

4-2: مشتقات الدوال المثلثية

جزء 1: مشتقات الدوال الجيبية.  

جزء 2: مشتقات الدوال المثلثية الأخرى.  

5-2: قاعدة السلسلة

جزء 1: قاعدة السلسلة.  

جزء 2: قاعدة سلسلة القوى.  

6-2: المشتقات ذات الرتب العليا والاشتقاق الضمني

جزء 1: المشتقات ذات الرتب العليا.  

جزء 2: الاشتقاق الضمني.  

جزء 3: إثبات متطابقات.  



 (D'Alembert) في القرن الثامن عشر، طرح دالمبير
التحديد العلمي لمشتقة دالة عند نقطة على أنها نهاية 

متوسط معدل التغيرّ.

وقد تطوّر هذا المفهوم وتركز في أواسط القرن التاسع 
عشر، وكان لاغرانج (Lagrange) أول من استخدم 

) للدلالة على مشتقة دالة عند نقطة. )f x' الرمز 

مشروع الوحدة

اسأل الطلاب إذا كانت لديهم معلومات عن الغطس 
والأدوات المستخدمة في الغطس. اشرح لهم أن حجم 
الهواء في الرئتين يتزايد عندما يصعد الغطاس إلى سطح 

الماء. إذا صعد الغطاس بسرعة كبيرة فإن الفقاقيع الغازية 
حول الجسم تحدث تصلباً في العضلات.

يتعرف الطلاب في هذه الوحدة مشتقة الدالة من الرتبة 
الأولى والمشتقات ذات الرتب العليا، كما أنهم يتعرفون 

مشتقات الدوال المثلثية وقاعدة السلسلة والمشتقة من 
جهة واحدة أو من الجهتين والاشتقاق الضمني.

تبدأ الوحدة بدراسة متوسط التغير والسرعة المتوسطة 
والسرعة اللحظية، ثم يوجد الطلاب ميل مستقيم ومنه 

يستنتجون ميل خط المماس وهو نهاية ميل القاطع عندما 
.h 0"

تعُرّف مشتقة دالة عند نقطة إحداثيها السيني a على أنها 

) في حال وجودها. )lim
h

f a h f a
h 0

+ -

"

^ h
ومن مشتقة دالة عند نقطة تعمم الفكرة للوصول إلى دالة 

. f المشتقة التي يرمز إليها بـ '

يدرس الطلاب قابلية الاشتقاق والحالات الأربع التي 
لا تكون فيها النهاية موجودة، ثم يتعرفون العلاقة بين 
الاشتقاق والاتصال، ويتعرفون أيضًا قواعد الاشتقاق 

التي تعد من المواضيع المهمة في الوحدة نظرًا لكثرة 
استخدامها لاحقًا في الدروس التطبيقية وفي حل المسائل، 
ونشير هنا إلى دراسة مشتقات الدوال المثلثية والتي يحتاج 

إليها الطالب في الدراسات الجامعية وفي بقية الفروع 
العلمية (الفيزياء مثلاً).

في نهاية الوحدة يطبقّ الطالب قاعدة السلسلة التي تسمح 
بإيجاد مشتقات دوال مركبة.

اهتم اليونانيون القدماء (الإغريق) بإيجاد مماسات الدوال 
 (-287, -212) (Archmides) واقترح أرخيمدس

طريقة لإنشاء مماس في نقطة على منحنى لولبي.

بقي الأمر هكذا حتى القرن السابع عشر فتمّ وضع طرق 
علمية لإنشاء المماسات.

 (Newton) ونيوتن (Leinmiz) وقد طور كل من لايبنتز
هذه الطرق وصولاً إلى حساب التفاضل.

    :  
                  :   1

               .       
.12 m  

          .           
               .     

.    

...      :            :  2

.  -   -    :  3

:    4
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.       

        . P d
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.(qt)   V  V P
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=    P     V 
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.        5 m     b  

. md 201^ h           c  

.            d  

                        :  5
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إجابات «أسئلة حول التطبيق»
(a) 1P =

(b) . atmP 1 385=

(c) 
( )qtV )الحجم  )atmP )الضغط  )md العمق 
11.1421.0771
9.1741.3084
7.7971.5397
6.7801.7710

6213
5.3792.23116
4.5422.64219

(d) 
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الحجم

العمق

التقرير

راجع مع رفاقك الملصق الذي وضعته. واسألهم عن 
مقترحاتهم. تحقق من أن بياناتك وأمثلتك ورسومك 

البيانية دقيقة وواضحة. قارن عملك مع عمل المجموعات 
الأخرى.

  Differentiation  
       
        
   .     
        
  Newton (1642-1727)
   Leibniz (1646-1716)
  1685    

.    

Isaac Newton  
(1642-1727)

        
       

.      

Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716)

   x2     

( ) .f t t
t

x

x
2

= 0

#

  
 (   )   

•  .      

•  .    

•  .       

•  .  ( )    

•  .         
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•  .              

•  .      

•  .     
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    -   - ( )dx

d f x^ h - dx
dy  f '    -  

   -   -   -   -   -
  -  -  -  -   -   - ( ) 
    -    -   -   - 

.   - 
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سلّم التقييم
الحسابات كلها صحيحة - الرسوم البيانية 

واضحة ودقيقة وتبينّ العلاقة بين المتغيرات - 
الشروحات واضحة وكاملة - الملصق واضح 

ودقيق.

4

الحسابات في معظمها صحيحة - الرسوم 
البيانية في معظمها واضحة ودقيقة مع بعض 

الأخطاء الخفيفة - الشروحات غير كاملة - 
الملصق ينقصه بعض الدقة.

3

الحسابات تحتوي على أخطاء متعدّدة - الرسوم 
البيانية غير دقيقة - الملصق غير واضح أو 

ينقصه معلومات.

2

معظم عناصر هذا المشروع غير كاملة أو ناقصة. 1
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 Rate of Change  
•  

Average Velocity  
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Instantaneous  
Velocity  

• Slope  
• Tangent  
• Normal  
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Rates of Change and Tangent Lines
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معدلات التغير وخطوط المماس  :2-1

الأهداف  1

يدرك مفهوم التغيرّ في الدالة ومعدل التغيرّ • 
ومتوسط معدل التغيرّ.

يحسب السرعة المتوسطة والسرعة اللحظية.• 

يوجد ميل مماس منحنى الدالة عند نقطة.• 

يوجد معدل التغيرّ للدالة.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

المتوسطة  السرعة  التغيرّ -  معدل  التغير -  معدل  متوسط 
- السرعة اللحظية - ميل المماس - العمودي (الناظم).

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - حاسوب - منقلة - جهاز إسقاط 
.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاّب الإجابة عن الأسئلة التالية:

(a) على افتراض أن سيارة تسير على الطريق السريع 
km/h110 ، ما المسافة التي تجتازها  بسرعة متوسطها 

في ساعتين ونصف الساعة؟

(b) (1) أوجد ميل المستقيم d المار بالنقطتين: 
.d اكتب معادلة المستقيم , 1; 4 ,A B32 -^ ^h h

(2) أوجد ميل المستقيم 'd المار بالنقطة A وعمودي على 
.d' اكتب معادلة المستقيم . d المستقيم

التدريس  5

) هو المستقيم الذي  ) xf x a b= +  : f بيان دالة خطية
m المعدل الذي  a= y، يمثل الميل  ax b= + معادلته 

تتغير فيه y وفق تغير x . هذا المعدل ثابت. ولكن للدوال 
غير الخطية متوسط معدل التغير يختلف بين نقطة وأخرى 

على منحنى الدالة. لإيجاد متوسط معدل التغير اللحظي 
نستخدم النهايات التي سبق دراستها. تسمح دراسة متوسط 

معدل التغير ونهايته بإيجاد السرعة المتوسطة والسرعة 
اللحظية لجسم متحرك في فترة زمنية ما.
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 1629  Pierre de Fermat       
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يعود أصل كلمة مماس (tangent) إلى اللاتينية وتعني 
ملامس. إذًا المماس لمنحنى دالة هو مستقيم يلامس 

المنحنى ويكون لهذا المستقيم الاتجاه نفسه مثل منحنى 
الدالة عند نقطة التماس.

مماس الدائرة هو مستقيم يقطع الدائرة في نقطة واحدة 
فقط. لكن هذا التحديد لا ينطبق على غالبية المنحنيات 

x

y
P

(c)
t

l

الأخرى. 

في الشكل المقابل يمثل المنحنى 
 t بيان دالة ويمر المستقيمان (c)
و l بالنقطة P من هذا المنحنى. 

يقطع المستقيم l المنحنى في 
نقطة واحدة ولكن لا يمكن 

اعتباره مماسًا له. في المقابل، المستقيم t مماس للمنحنى 
(c) عند النقطة P، لكنه يقطع هذا المنحنى في نقطة ثانية.

في المثال التوضيحي

v في فترة  يعطي فكرة واضحة عن السرعة المتوسطة 
زمنية ويرتبط مباشرة بالسقوط الحر في الفيزياء. كما يعطي 

 h 0" فكرة واضحة عن تطور معدل السرعة عندما 
ويقرّب مفهوم الاشتقاق للطلاب تمهيدًا للدرس التالي.

في المثال (1)

إيجاد متوسط معدل التغير للوصول إلى ميل المماس لقطع 
مكافئ عند نقطة على المنحنى.

الربط  6

بفرض أن معادلة السقوط الحر لأي جسم على المريخ 

 tو (m) تقاس بالمتر s حيث ، .s t1 86 2= هي: 

 .(s) بالثواني 

m200 على أرض  ولنفترض أن صخرة سقطت من ارتفاع 

. st 1= المريخ. أوجد سرعة الصخرة عند 
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2-1

   

Rates of Change and Tangent Lines

  A 

:           (1-4)  

(1) =( ) ,f x x x1
1

2
-

=

(2) ( ) ,f x x x x4 12
= - =

(3) ,( )f x
x xx 3

2
2=

-
+

=

(4) ( ) ,f x x x4 12
= - =

( )f x = x
2  : f    (5)

.a 0!   x a=   f     (a)  

.a   x a=       .   (b)  

  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  ( ) ( )
h

f c h f c+ -   , ( )c f c^ h   f     (1)

a  b  ( ) ( )d t h d t+ -
v h=

1 1  :         (2)

a  b  4  x 2= -   ( )f x x2
=  : f     (3)

a  b  2  x 2= -   ( )f x x=  : f     (4)

a  b  .    ,1 4-^ h   ( )f x 4=  : f     (5)

:
     
    

.    

:
    

   
    

.   
y

x

:  =

=

( )

( )2 2

y f x

x
y

h
f h f

T

T -+^ h
 :(2, 4)   

h h4+

=

=

=

= ,

x
y

h
h

h
h h

h
h h

2 4

4 4 4

4

0

2

2

2

T

T

!

+ -

+ + -

+

^ h

:    P  Q     

 x
y

lim lim h 4 4
00 hx T

T
= + =

" "T
^ h  

4  P        

,A 1 3^ h   2 2y x
2

= - +^ h       1
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

كثير من الطلاب معرّضون لارتكاب الأخطاء عند إيجاد 
ميل المماس على منحنى. أكّد لهم أن استخدام قاعدة 

الميل هي لنقطة موجودة على المنحنى وليس لأي نقطة 
غير موجودة على المنحنى.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل». 
تأكّد من أنهم قد فهموا جيدًّا معدل التغيرّ وتمكنوا من 

إيجاد ميل المماس على أنه نهاية لمعدل التغير عندما 
.h 0"

اختبار سريع

 ( )f x x x2
= -  : f أوجد ميل المماس لمنحنى الدالة 

عند النقطة (0 ,1)
( ) ( )

limm h
f h f1 1

0h
=

+ -

"

 lim h
h hh1 1 02 2

0h
=

-+ + - -

"

 =( )lim h1 1
0h

= +
"
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

2 0 2- = التغير في الزمن:     (a)

.6. ( )4 9 2 0 192 =- التغير في المسافة:    (b)

2
19.6

9.8 m/sv = = السرعة المتوسطة:     (c)

«حاول أن تحل»
1  =

( ) ( )y f h f
hhx

1 1
2T

T + -
= -

 ( )lim limx
y

h 2 2
0 0hx T

T
= - = -

" "T

34

.        (6-7)  

:  x 2=   ( )xf x9 2
= -  : f     (6)

a  -5 b  -4 c  4 d  5

:          ( )xf x x 342
= - +   : f    (7)

a  ,3 0^ h b  ,1 0^ h c  ,2 1-^ h d  ,1 2-^ h
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x 1=   ( )f x x2 12
= +  :  f      

:
( ) ( )

lima
a h

f h
f f a

0h
=

+ -

"
'̂ h    (  )

 1 , ( ) ( )x fa1 1 2 1 1 32(= = = + =

 ( )
lim limh

f h f
h

h
f 1

1 1 2 1 1 32

0 0h h
` =

+ -
=

+ + -

" "
'

^ ^
^

h h
h

 lim h
h h2 4 2 1 32

0h
=

+ + + -

"

 lim h
h h4 2 2

0h
=

+

"

 lim limh
h h

h
2

2
4

4
00 hh

=
+

= +
" "

^
^

h
h

1

1
 4 0 4= + =

( )f 1 4='    :  x 1=    f      `  

x 2= -   ( )f x x3 2
=  : f       1

 (2)       ( )h 0"    h     x a=   ( )f x    

   :( ) 

:  ax =    f   

( )
( ) ( )

limf a x a
f x f a

x a=
-

-

"
'

.   

(2) 
:  PQ    

=
( ) ( )

x
y

x a
f x f a

T

T

-

-

y

x

 .         :

a 02      x a=      ( )f x x=     : f     .   

:

 ( )
( ) ( )

limf a x a
f x f a

x a=
-

-

"
'  (  )      ax =   
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2-2

 
•     

.   
• .     
• .     
•       

.     
•      

.   

:  
•   

Derivative at a Point  
•  

Derivative of a Function 
•    

One-Sided Derivative  
•  

Differentiability  
• Corner Point   
• Cusp Point   
•   

Vertical Tangent  
•   

Discontinuity  

The Derivative

(1) 

l
1

( )f x

l
2

l
3

P1

P2

P3

x

y

f  
 ������� 	 �
�� ���


   l      
      θ  

tanm θ=   :   

. f     (1) 

   f    l
1
 , l

2
 , l

3

.   , ,P P P2 31

 .    P1^   f   ) l
1
   1

 .   P2   f  l
2
   2

 .    P3   f  l
3
   3

              4
         

Definition of Derivative   
 :  x a=      f      

( ) ( )
lim

a a
m h

f h f
0h

=
+ -

"

a   f          

Derivative at a Point     :

: af '̂ h  x a=   f  
( ) ( )

limaf h
f a h f a

0h
=

+ -

"
'̂ h

.   

    x a=     f       
:    

af '̂ h  dx
dy

x a=

x a=      f    x a=        
( ( )f a'   )
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المشتقة  :2-2
الأهداف  1

يوجد مشتقة الدالة عند نقطة باستخدام تعريف • 
المشتقة.

يوجد المشتقة من جهة واحدة.• 
يتعرف على حالات عدم وجود المشتقة عند • 

نقطة.
يميزّ بين الأركان والأنياب والمماس الرأسي.• 
يتعرف العلاقة بين الاتصال عند نقطة وقابلية • 

الاشتقاق.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

المشتقة عند نقطة - مشتقة دالة - مشتقة من جهة واحدة 
رأسي. مماس  ناب -  نقطة  ركن -  نقطة  التفاضل -   -

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب إيجاد:

(a) lim
x
x

9
3

9x -

-
"

  (b) lim x
x 4 2

0x
+ -

"

اطلب إلى الطلاّب رسم الخطوط المستقيمة   (c)
، ثم اسألهم عن قياس  ( )f x x 3=- + ) و )f x x 2= +

الزاوية التي يصنعها كل مستقيم مع الاتجاه الموجب 
للمحور السيني، ثم اطلب إليهم إيجاد ظل كل زاوية 

. x ومقارنة ظل كل زاوية مع معامل (tan)
التدريس  5

إن إحدى الطرائق المستخدمة للبدء في هذا الدرس هي 
تقديم الرسم البياني لدالة، وبيان كيف أن ميل خطوط 

القاطع يقترب من نهاية تقابل ميل خط المماس.
ينبغي أن يتعلم الطلاب كيف يوُجِدون المشتقات 

باستخدام التعريف. ويمكن عمل هذا على مرحلتين:
.x a= إيجاد المشتقة عند نقطة معينة   (1)

تعميم العملية لإيجاد المشتقة عند نقطة عامة x . ينبغي   (2)
أن تناقش الطرائق المختلفة لكتابة المشتقات. يمكن إنهاء 

الدرس بمناقشة المشتقات من جهة واحدة. عند مناقشة 
مشتقات من جهة واحدة لدالة معرفة بأكثر من قاعدة مثل 

الدالة في مثال (4)، أكّد أنك توجد قيمة المشتقات من 
جهة اليسار ومن جهة اليمين لدالة واحدة (وليس لدالتين).
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في المثال (1)

 ، ( ) ( ) ( )limf a
h

f a h f a
0h

= + -

"
' استخدام التعريف: 

. f لإيجاد مشتقة الدالة

في المثال (2)

) باستخدام التعريف  )f x x= يوجد قيمة مشتقة الدالة 
البديل. يتطلب الاشتقاق ضرب البسط والمقام بمرافق 

البسط ثم إيجاد النهاية.

في المثال (3)

المشتقة من جهة اليسار لا تساوي المشتقة من جهة 
f(0) غير موجودة، وبالتالي فالدالة ليس لها  ' اليمين إذًا 
x بالرغم من وجود مشتقة لجهة اليمين  0= مشتقة عند 

ومشتقة لجهة اليسار.

في المثال (4)

تطبيق لكيفية إيجاد المشتقة من كل جهة. لاحظ أن بيان 
x وأن المشتقة  1= الدالة (لا يمثلّ ناب أو ركن) عند 

لجهة اليمين تساوي المشتقة لجهة اليسار.

وأشر أيضًا إلى أنه ليس من الضروري أن تكون المشتقة 
من جهة اليسار مساوية للمشتقة من جهة اليمين.

في المثال (5)

تطبيق مباشر لكيفية إيجاد دالة المشتقة باستخدام التعريف 
على دالة حدودية بسيطة.

في المثال (6)

يبينّ هذا المثال أنهّ إذا كانت الدالة غير متصلة عند نقطة 
فإنهّا تكون غير قابلة للاشتقاق عند هذه النقطة.

أشر إلى أنه في هذه الحالة لا يقوم الطالب بدراسة 
الاشتقاق عند هذه النقطة.

في المثال (7)

يختلف هذا المثال عن المثال (6) بحيث إن الدالة متصلة 

2, ولكنها غير قابلة للاشتقاق عند هذه 
1
2a k عند النقطة

. f!
+'-f 2

1
2
1' a ak k النقطة: 

x 0=           f `( )0'

.x 2=    f     ( )f x x 2= -  : f   3

( )f x =
:

:

1
4
1

4
3

1

x

x x

x

2

2

#+
*  : f  

.x 1=           f    

:

:      

  1( ) =
( ) )(

lim h
f h ff 1 1

h 0

+ -

"- -
'    (  )

  
( ) 4

3
4
1

4
3

lim h
h4

1
1 2

0h

+ - +
=

+

" -

a k

  4
3

1h
lim h

h14
1

2 2

0h

+ + -
=

+

" -

^ h

  4lim h

h h
14

1
2 4
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0h

+ + + -
=
" -

  2
1

4
1

lim h
h h

0h

+
=
" -

a k
1

1

  2
1

2
1

4
1lim h

0h
+= =

" -
` j    (1)

:       

 
+

1( )
1 ( )

lim h
f h f

f
1

0h
=

+ -

" +
'

^ h     (  )

 1( ) =
+

lim h
hf 1 1

0h
+ -

" +
'

  1

1

1
lim h

h
h
h1

1

1

0h
#

+

+
=

+ -

+

+

" +
     

  
1

lim
h h
h h

1

1 1 11

0h
:

: +
=

+

+ - + +

" + ^

^ ^

h

h h

  1
1

lim
h h

h
1

1
0h +

=
+

+ -

" + ^ h

  
1 1

lim
h h

h
0h + +

=
" + ^ h

1

1
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 lim x a
x a

x a=
-
-

"

  lim x a
x a

x a
x a

x a :=
-
-

+

+

"
 x a+^ h    

  lim
x a x a

x a
x a=

- +

-

" ^ ^

^

h h

h
1

1

  lim
x a

1
x a=

+"
    

  
a2

1
=

, 0b bx !=      ( )f x x
1

=      :  f     2

One-Sided Derivative     
:  'f a

+
^ h       f  

( ) ( )
lim

a a
h

f h f
0h

+ -

" +
(  )     

:  'f a
-
^ h       f  

( ) ( )
lim

a a
h

f h f
0h

+ -

" -
(  )   

.                    

 

4
y

x

3

2

2

1

1-1-2

          

 x 0=          x 0=   

:
:

( )f x x x
x x
2 0

02

2
#

= '

:
:      

+
( )0 =

( ) )(
lim h

f h ff 0 0
0h

+ -

" +
'   (  )

+
( )0

( )
lim lim limh

h
h
hf 2 0 0 2

2 2
2

0 0 0h h h
=

+ -
= = =

" " "+ + +
'   (1)

:      

=( )0 ( ) )(
lim h

f h ff 0 0
0h

+ -

"- -
'   (  )

 ( )0 lim lim limh
h

h
h hf

0 0 0
0 0 0h h h

2 2 2

=
+ -

= = =
" " "- - - -

'
^ h   (2)

+( )0 ( )f f 0!-' '   (1) , (2) 
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في المثالين (9) ,(8)

إذا كانت الدالة متصلة عند نقطة فليس من الضروري 
أن تكون قابلة للاشتقاق عندها وعلى الطلاب دراسة 

الاشتقاق من الجهتين لاتخاذ القرار خاصة أن كل دالة 
معرفة بأكثر من قاعدة.

الربط  6

يستخدم علماء الفضاء الاشتقاق في دراسة سرعة دوران 
الأقمار الاصطناعية على مجالها.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

عند إيجاد مشتقات باستخدام التعريف، غالباً ما يقع 
الطلاب في أخطاء عند تحليل البسط إلى عوامل.

f كثيرة حدود أو دالة نسبية، فإن (h) تكون  عندما تكون 
دائمًا عاملاً للبسط.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل»، 
تأكد من استيعابهم لمفهوم الاشتقاق.

اختبار سريع

، ( )f x x x 23
= - +  : f 1 لتكن الدالة 

( )f 0 1=-'   . ( )f 0' أوجد   

( )
,

,
f x

x x

x x

2 1 2

2
1

3 22 2

#
=

+

+
*  : f 2 ادرس اشتقاق الدالة 

) من الجهتين )f 2 2='  .x 2= عند   

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  لأن قياس الزاوية θ التي يصنعها l1 مع محور 

tan 02θ  ،90º السينات أكبر من صفر وأصغر من
`  ميل المستقيم موجب.  

= صفر قياس الزاوية   2

180º90 وº قياس الزاوية بين  3

tan 0 `1θ  

عند نقطة معينة الميل ثابت لكنه يتغير مع تغير النقطة.  4
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The Derivative

  A 

x 3=   ( )f x x
3

=   : f    ( )
( )

limf a h
f a h f a

0h
=

+ -

"
'

^ h  :   (1)

x 1=   ( )f x x2 3
=    : f     ( )

( ) ( )
limf a x a

f x f a
x a

=
-

-

"
'  :   (2)

x 1=       x 1=          f    (3)

( )
,

,
f x

x x
x x

1

1

3

2

#
= )

( )
:

:
f x

x x x
x x

2 1

4 1 1

2

2

#
=

+

-
)  : f  (4)

.x 1=   f     

. ( )f x x 3= -  : f   (5)

.      x 3=    f    

. ( )

:

:

:

f x
x
x
x

0 0

0

0

1

2

1

2

= =*  : f   (6)

.x 0=      f    

. ( )g 0'   . ( )
,

,
g x

x x
x x

1 0

2 1 0

2

2

#
=

+

+

^ h
)  : g   (7)

. ( )f 2'   . ( )
:

:
f x

x x
x x

2

24 4

2

2

#
=

-
)  : f   (8)

. k   x 1=     . ( )
,

,
f x

x x
x k x

1

3 1

3

2

#
=

+
)  : f   (9)

.  a, b  ( )f x
x x

ax bx x
3 1

12

1

$
=

-

+
(  : f    (10)

b  a    x    f   (a)  

.    f   a, b      (b)  

     ( ) ,lim h1 1 1 0>
0h

a + =
" +

     ( )lim limh h1 1 1 1
0 0h h

` + = + = =
" "+ +

  ,)(lim h1 1 1 2 2 01
0h

!+ + = + =
" +

    
( )

lim
lim

lim

h h1
1

1

1

2
1

1 10
0

0

h
h

h
= =

+ + + +"
"

"
+

+

+   (2)

+
1 1( ) ( )f f=-' '  (1) , (2) 

.     1x =       f   

:

:

1
2
3

1

2 1

1
f x

x x
x x

2
2

#

-
=

-

-
^ h *  :  f    4

. 1x = -           f     

:
           , :x a b x! ^ h      ( )y f x=    

. ,a b^ h

   R         x !  , : x3 3-^ h      ( )y f x=    
.   

   ( )
limf h

f x h f x
h 0

+ -

"
( )x ='

^ h   ( )f xl         a   x  

, ( ) , ( ) ,dx
dy

dx
d f x f x yl l^ h  :         

        x         f '   f   
. f    f '   D Df f3l^ h

.      ( )f x'    . ( )f x x3
=  

:
   ( )

( ) )(
limx h

f x h f xf
h 0

=
+ -

"
'                     

  ( )lim h
x h x3 3

h 0

-
=

+

"

  3 3lim h
x x h x h h x3 2 3 3

h 0

2
+ + + -

=
"

  3 3lim h
x h xh h2 2 3

h 0

+ +
=
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  3 3xh h
lim h

h x2 2

h 0
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"
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1
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83

64



«حاول أن تحل»

1  ' ( 2) ( )limf f h f2 2
0h

- =
- + - -

" h
^ h

 ( );lim fh 2 123 12 12
0h

= - =-- = -
"

'^ h
2  ' (b) ( ) ( )lim limf f x f b

x b
x b

x b

1 1

x b x b
= =

- -

--" "

  
( )

lim
bx x b
b x

b
1
2x b

=
-

- = -
"

3  (2) 1= = -' 2 (2)limf f h f
h 0

+ -

"- h
^ h

 ' (2) 2 (2) 1limf f h f
h 0

=
+ -

=
"+ h
^ h

 ' '(2) (2)f f!
- +

. 2x = f غير قابلة للاشتقاق عند  `  

4  ' ( 1)
1

1
1

1limf
x
x

x 1
- =

+

+
= -

"- -

 ' ( 1)
1

2
1

2
3

1
1

x
limf x
x

2

1
- =

+

- +
= -

"+ -

 ' ( 1) ( 1) 1f f` - = - =-
- +

'
1x =- f قابلة للاشتقاق عند  `  
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x f=           f   (8)

y

x1

1

-1-2(-4,0)

(1, -2) (4, -2)

(0, 2)

2

4

3

3

4

2

5 6

( )y f x=

a  0 , 1 , 2 2
1  b  ,2 2- +

c  4 , 0 , 1 , 4-  d  ,1 4

:    x 3=     f  (9)

a  ( ) x
xf x 3

1
=

-
+  b  x3 -

c  
:

:

x x
x

1 3

1 3

3

2

G-
(  d  x 23 +
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Derivative of the  
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 Derivative of the Sum  
and the Difference  
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 Derivative of the  
Product and the  
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Rules of Derivative
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=

          ´   ª  
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Derivative of a Constant Function     :(1) 
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Derivative of the Function ( )f x x=  

1( )f x ='   ( )f x x=   

 x  
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قواعد الاشتقاق  :2-3

الأهداف  1

يوجد مشتقات دوال:• 
- الثابتة.

- القوى الصحيحة الموجبة.
- الضرب في عدد ثابت.

- الجمع والطرح.
- الضرب والقسمة.

. x ّالقوى الصحيحة السالبة للمتغير -

يكتب معادلة المماس ومعادلة الناظم عند نقطة • 
على منحنى الدالة.

يتعرف قابلية الاشتقاق على فترة.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قاعدة - مشتقة ثابت - مشتقة قوى صحيحة موجبة - 
مشتقة قوى صحيحة سالبة - مشتقة الضرب بعدد ثابت 

- مشتقة الجمع والطرح - مشتقة الضرب والقسمة.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

أوجد مشتقة الدوال التالية بالتعريف.
(a) ( )f x 5=    (b) ( )f x x=

(c) ( )f x x2=

التدريس  5

إحدى الطرائق لبدء هذا الدرس هي مناقشة مشتقات دوال 
خطيّة. ينبغي أن يفهم الطلاب بسهولة هذه المناقشة، 

والنتائج هي أمثلة جيدة لتبيان أن قاعدة الأسس (القوى) 
صحيحة. في نهاية هذا الدرس، ينبغي أن يكون الطلاب 

قادرين على اشتقاق كل الدوال كثيرات الحدود والدوال 
النسبية.

إن تعلُّم قواعد الاشتقاق واستخداماتها الصحيحة أمر مهم 
وأساسي لما يتبع، بما في ذلك عملية تطبيقات المشتقات.
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 2  ( )f x x x4 62
= +^ h

 3  ( )f x x 4
23

= -^ h

93

The Sum and Difference Rule     :(5) 
               x   f , g  
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 t t3 12 3
52
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y x x5 4 63 2
= - +   dx

dy   1

The Product Rule     :(6) 
:       x   f , g  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx
d f x g x f x dx

d g x g x dx
d f x: : := +^ ^ ^h h h

 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x: := +' ' '( ) ( )f x g x:^ h      :  
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قد ترغب في اقتراح تعلم الطلاب القاعدة الآتية كعينة للتذكر:

=  e البسط
المقام

o مشتقة

المقام × مشتقة البسط - البسط × مشتقة المقام
مربع المقام  

أشر إلى العلاقة بين مشتقة الدالة عند نقطة وميل المماس 
وtanα، حيث α هو قياس: الزاوية التي يصنعها الاتجاه 
الموجب لمحور السينات مع خط المماس على منحنى 

الدالة.

y
5

4

4

3

3

2

2

1

1
-1

-2

x
α

 

في المثال (1)

تطبيق مباشر على اشتقاق دوال كثيرات الحدود.

في الأمثلة (5) ,(3) ,(2)

تطبيق على اشتقاق الضرب والقسمة.

في المثال (4)

تطبيق مباشر ومهم لإيجاد معادلة المماس عند نقطة لمنحنى 
دالة، ومنه استنتاج معادلة العمودي (الناظم) على المماس.

في المثال (6)

حالة خاصة حيث يمكن استخدام القسمة ثم التبسيط 
لإيجاد الدالة المشتقة.

في المثال (7)

) (أس المتغير عدد  )f x x n
m

= إيجاد مشتقة دالة f حيث 
نسبي).

في المثال (8)

إيجاد مشتقة دالة معرفة بأكثر من قاعدة.
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The Quotient Rule    :(7) 
:  ( )g x 0!     x   f , g 
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g x
f x

g x
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( )f x x
x 1
5 12

3

=
+

-   

:
,u x v x1 5 123

= - = +  :    
( )f x v

u
=

' '
( )

. .
f x

v
v u u v

2=
-'

=f x
x

x x x x
5 1

5 1 3 1 10
2 2

2 2 3: :

+

+ - -
'̂

^

^ ^ ^ ^
h

h

h h h h

 =
x

x x x x
5 1

15 3 10 10
2 2

4 2 4

+

+ - +

^ h

 =
x

x x x

5 1

5 3 10
22

24

+

+ +

^ h

94

الربط  6

بفرض أن ردة فعل جسم الإنسان على جرعة من الدواء 
غالباً ما يعطى بالمعادلة:

c كمية ثابتة وM كمية  02 R، حيث  M
c M
2 3

2
= -` j

الدواء الممتصة في الدم. إذا كانت ردة الفعل تغيرًّا في 
ضغط الدم، فإن R تقاس بالملليمتر زئبق.

 R أما إذا كانت ردة الفعل تغيرًّا في درجة الحرارة، فإن
تقاس بالدرجات.

dM نكون قد عرفنا حساسية 
dR وعندما نجد التفاضل 

الجسم على دواء معين.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

يرتكب الطلاب الكثير من الأخطاء عندما يستخدمون 
قواعد الاشتقاق في تطبيق القواعد وفي تبسيط الإجابات 
وخاصة قواعد الضرب والقسمة. ألفت انتباه الطلاب إلى 

تطبيق هذه القواعد بشكل صحيح.

التقييم  8

تابع عمل الطلاب وهم يعملون على فقرات
«حاول أن تحل»، تحقق من طريقة تطبيقهم للقواعد دون 

أخطاء.

اختبار سريع

. ( )f x x x4 32
= + + 1 لتكن: 

  هل لمنحنى الدالة مماسات أفقية؟ إذا كان 
x 2=- نعم،  كذلك، فأين؟  

2  ( )f x
x 3

1
2=
+

( )
x

xf x 2

32 2
=

+

-' ^ h  . ( )f x' (a)  أوجد   

( )f 1
8

1 = -'  . ( )f 1' (b)  أوجد   
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Rules of Differentiation

  A 

dx
dy  :  (1-4)  

(1) y x x3

3

= -  (2) y x2 1= +

(3) y x x x7 2 154 3 2
= - + +  (4) y x x4 8 12

= - +
-

: ( )f x'   (5-6)  

(5) ( ) x x x xf x 5 6 2 122 3
= - + + +^ ^h h (6) ( )f x x x2 4 5 25

= + -^ ^h h

: dx
dy   y x

x 32

=
+   (7)

.    (a)  

.          (b)  

:
dx
dy   (8-9)  

(8) y x
x

1

2

3=
-

 (9) y
x
x

1

1
=

+

-

 x 0=     x   u , v   (10)

( )v 0 2='    ,   ( )v 0 1= -    ,   ( )u 0 3= -'    ,   ( )u 0 5=  

x 0=       

(a) ( ) 'uv  (b) '
v
u
` j  (c) '

u
v
` j  (d) 'v u7 2-^ h

.(1 , 2)   y x x3
= +      (11)

   y x3
=             (12)

. ,2 8- -^ h

.(2 , 1)   y x4
8

2=
+

   ( )      (13)

.   ( )f x'   . ( )
:

:
f x x x x

x x

4
2

4 22 1

H
=

-

-

*  : f   (14)

,1 0^ h      ( ) x
xf x 2

1
=

+
-      f          4

:    k        ( )g x 0!      g  

     ( ) ( )

( )

dx
d

g x
k

g x
k dx

d g x
2=

-
c

^

^
m

h

h

     ' '
( ) ( )

( )
g x

k
g x

k g x
2

:
=

-
c

^

^
m

h

h   :  

:

 ( )dx
d k 0a =     

   

 ( ) ( )

( ) ( )'
dx
d

g x
k

g x
g x k g x0

2a
# :

=
-

c
^

m
h

              
( )

( )'
g x
k g x

2

:
=

-

^ h

( )f x x 1
3

2=
+

  ( )f x'  

:

( )f x dx
d

x 1
3

2=
+

' a k

 
x

x
1

3 2
2 2
#

=
+

-

^ h

 
x

x
1

6
2 2=
+

-

^ h

( )f x x x2 5
4

2=
+ +

-   ( )f x'   5
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  ( )g x 0='

2  ( )f x 3
1

='

3  ( )u x
x
2
2='

4  ( )v x x4 3='

«تدريب (1)»
 (a) ( )f x 0='

 (b) ( )f x 0='

 (c) ( )f x 0='

«تدريب (2)»
 (a) ( )f x x4 3='

 (b) ( )g x x10 9='

 (c) ( )h x x12 11='

«حاول أن تحل»
1  dx

d
x x

y
15 82

= -

f إلى دالة كثيرة الحدود على الصورة: (a) نحوّل   2

( )f x' 3 ثم نوجد  3( )f x x x x35 2
+= + +   

 (b) (1) ( )f x x12 1= -'

  (2) 12 48( )f x x x2
= +'

  (3) ( )f x x x 46 2 3
= -' ^ h

3  ( )f x
x

x x x
2 5

8 8 40 10
3 2

4 3

=
+

- - + +' ^ h
، 33

1 1
y x = - 4  معادلة المماس 

3 3-y x= + معادلة الناظم   

5  8 1( )f x
x x

x
2 52 2

+
=

+ +
' ^

^
h
h

6  dx
dy

4
7

=
1x=-

7  ( )f x x3
4 3

1
='
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:  (2 , 3)   y x x3 13= - +      (12)

a  9 b  3 c  3
1

-  d  9
1-

        y x x x2 3 12 203 2
= - - +      (13)

:

a  ( , )1 27-  b  (2 , 0)

c  (2 ,0) , ( 1,27)-  d  ( , ) , ( , )1 27 0 20-

:  f '   ( )
:

:
f x

x x x
x x

2 1

4 1 1

2

1

H
=

+

-
)  : f   (14)

a  1" , b  1R - " ,

c  ,1 3h6  d  R

:  x 3=   ( ) :f x fx x2 13 22
= - +       (15)

a  y x 16= -  b  y x 16= - +

c  y x 13= - -  d  y x 16= - -

:  f    P   ( )f 2 5='   ( )f 2 3=    (16)

y x5 7= +  :    a  

5
1y x 7= - +  :( )    b  

5
1

5
1y x 7

= - +  :( )    c  

5y x 3= +  :    d  
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  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  dx
dy

2= -   xy 32
= - +    (1)

a  b  dx
dy

x x3 1
22 += +   y x x x3 3

3 2

= + +    (2)

a  b  dx
dy x

x
12 11
3 2 2=

-

+

^ h
  y x

x
3 2
2 5

=
-
+    (3)

a  b  dx
dy

x
3
4=   y x

x x x1 1
3

2

=
- + +^ ^h h

   (4)

.        (5-16)  

:  dx
dy   y x x x1 2 3

= - + -    (5)

a  x x1 2 3 2
- + -  b  x2 3-  c  x6 2- +  d  x1 -

:  ( )f x'   ( ) x xf x 5 33 5
= -    (6)

a  x x20 60 3
+  b  x x1515 2 4

-  c  x x30 30 4
-  d  x x30 60 3

-

:  dx
dy

1x=
  y x

x x5 1
2

2

=
+ -    (7)

a  2
7-  b  3-  c  3 d  2

7

:  x 3=   y x x52
= +     (8)

(a) 24 (b) 2
5

-  (c) 11 (d) 8

:  x 2= -   ( )x xf 2
=   : f     (9)

a  1-  b  1
2-  c  1

2  d  1

:  x 0=   ( ) 1
1

x xf
-

-
=   : f     (10)

a  1-  b  0 c  1 d  2

:    ( )f x x 13= -  : f  (11)

a  x 0=  b  y 0=  c  x 1=  d  y 1=

, , : f2 2,3 3-^ ^ h@ (a)  مجال الدالة   8

 2x = f  دالة متصلة عند   

)تبحث  ) : 2

: ,

4 : ,
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f

2 2

2

d
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3
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=
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\

]]
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+

(2) 2
4 3 5

4limf x
x
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=
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"+

 (2)
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1 5 4limf
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=

-
+ - =
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xf
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 Negative Integer Powers of x  (   )   x 
 .(3)               x   

.              

 x       :(8) 
 Power Rule for Negative Integer Powers of x  

:  x 0!     n  

dx
d x n xn n 1

= -
- - -
^ h

 nx= -'x 1n n- - -
^ h     

:

 dx
d x dx

d
x
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^ ah k
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 x
n x
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- -

 n x 1 2n n= - - -

 n x 1n= - - -

1x =   xd
dy   . y x

x
2
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=
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:

: x               

     dx
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dx
d

x
x

x2 2
32

= +a k
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d x x2
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3 1
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-a k

  x2
1

2
3 2
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-

- -dx
dy

x2
1

2
3

2
1

2
3

1
1

2

1x x
= = = -

-

= =
: D

97

72



     1( ) =
( ) ( )

1limf x
f x f 1

1x -

-

"- -
'     

  2 3
1lim x

x2

1x

-
=

-
+

" -

  1lim x
x 1

1x

2

=
-
-

" -

  =
( ) ( )

lim x
x x1 1

11x -

- +

" -

1

1
  ( )1lim x

1x
= +
" -

  1 1 2= + =     (1)

     ( )1 =
( ) ( )

1limf x
f x f 1

1x -

-

"+ +
'     

  2 3
1lim x

x 1
1x

-
=

-
+

" +

  1lim x
x2 2

1x
=

-
-

" +

  
=

( )
lim x

x2 1
11x -

-

" +

1

1

  lim2 2
1x

==
" +

    (2)

     + ( )1 2=( )f f1 =
-
' '     (2)  (1) 

 ( )f 1 2` ='

     ( )

:

:

:

f x
x x

x
x

2 1

2 1

2 1

<

>

= =' *   

     ( )
:

:
f x

x x
x

2 1

2 1>
`

G
=' (

:          8

a  
1

( )
:

:
f x

x x
x x

2

234 >

2 G+

-
= )  b  ( )

1 :

:
f x

x x
x x

1

2 1

<2

H

+
= )

99

1x = -   dx
dy      y x

x
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3 7
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=
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( ) ,f x x x 0>2
3

=  : f    

:

     ( )f x x2
3 2

3

=
1-

'       

 x2
3 2

1

=

 ( )f x x2
3 2

1

='

( )f x x 3
4

=  :  f     7

.     
:

( )
2 1:

x x
f x

x x
2 1 1>

2 G+

+
= )  : f   

  f xl^ h 

:

f , ( , )D 1 1 R,3 3= - =^ @    :  

     
2

( )

1

1

1

:

:

:

f x
x x

x
x

2 1

2

= =' *

     ( ) ( )f 1 1 2 32
= + =

98

,1 , : f1,3 3-^ h h6 (b)   مجال الدالة   
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:
sec tanx x1

2 2
= +  

csc cotx x1
2 2

= +
 

:

a  sin sindx
dy

dx
d x x dx

d x x2 2: := +` `j j   

 sin cosx x x x2 2
= +

b  =
( ) ( ) ( )

sin

sin cos cos sin

dx
du

x
x dx

d x x dx
d x

1
1 1

2

: :

-

- - -

^ h   

 =
( )

( )( ) ( )
sin

sin sin cos cos
x

x x x x
1

1 0
2

-

- - - -

 =
sin

sin sin cos
x

x x x
1 2

2 2

-

- + +

^ h

 =
sin
sin

x
x

1
1

2-

-

^ h
 =

sinx1
1

-

c  =( ) sindx
d f x dx

d x2^ h

  = sin sindx
d x x:^ h

 sin sin sin sinx dx
d x x dx

d x: := +^ ^h h

 sin cos sin cosx x x x: := +

 sin cosx x2=

:     1

a  ( ) cosh x x2
=  b  ( ) cosg x x

x
=  c  =

sin cos
sin
x x

xy
+

    :
:         ( ) , ( )sin cosf x x g x x= =  

 =,tan cos
sin

sec cosx x
x x x

1
=

 =,cot sin
cos

csc sinx x
x x x

1
=

      x         
:  

1  tan secdx
d x x2

=    2  cot cscdx
d x x2

= -

3  sec sec tandx
d x x x=    4  csc csc cotdx

d x x x= -
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2-4

 
• .    
• .     
•      

.

:  
•   

Derivative of the Sine  
Function  

•    
Derivative of the  
Cosine Function  

•   
Derivative of the  
Tangent Function  

•    
Derivative of the  
Cotangent Function  

•   
 Derivative of sec 
Function

•    
 Derivative of csc
Function

:
   x  

 :  

1=lim
sin

x
x

0x"

 

  
Derivatives of Trigonometric Functions

������� 	
�� ���

( ) sinf x x=  : f    

.   

.             

   :

        1

sin cosdx
d x x=^ h   

        2

cos sindx
d x x= -^ h   

.        

2
-

2 2
5

2
5-

2
3-3- 32- 2

2
3-

-1

1

0

0

1

x

x

y

y

2
-

2 2
5

2
5-

2
3-3- 32- 2

2
3-

-1

(1) 

siny x=

' cosy x=

:(1)  

   , , , ,... ...2 2 2
3π π π

-         ( ) sinf x x=  
.              ( ) cosf x x='

:    

a  siny x x2
=  b  =

cos
sinu x

x1 -
 c  =( ) sinf x x2

100

مشتقات الدوال المثلثية  :2-4

الأهداف  1

يوجد مشتقة دالة الجيب.• 

يوجد مشتقة دالة جيب التمام.• 

يوجد مشتقات الدوال المثلثية الأخرى.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

مشتقة  التمام -  جيب  دالة  مشتقة  الجيب -  دالة  مشتقة 

دالة الظل - مشتقة دالة ظل التمام - مشتقة دالة القاطع -

مشتقة دالة قاطع التمام.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

coslim
h
h 1

0h
-

"
أوجد: 

التدريس  5

يمكنك أن تبدأ هذا الدرس بالطلب إلى الطلاب أن يبحثوا 

) من فقرة  ) sinf x x=  : f ضمن مجموعات عن مشتقة 

«دعنا نفكر ونتناقش»، ثم أن يوجدوا بالطريقة نفسها 

cosdx
d

x

ارتباطاً بهذا الشرح، قد ترغب في أن يعطي الطلاب 

، وقيمًا أخرى  .h 0 001= قيمًا صغيرة لـ h مثل 

أصغر، وأن يرسموا الرسم البياني لناتج قسمة الفرق: 

sin باستخدام الآلة الحاسبة أو الحاسوب sin
h

x h x+ -^ h

74
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2-4

  

Derivatives of Trigonometric Functions

  A 

dx
dy   (1-4)  

(1) sin tany x x2= -  (2) siny x x4 2
= -

(3) cot
coty x

x
1=

+
 (4) sin

cosy x
x

1=
+

.x 4=   x
xtany =     (5)

x 0=      cosy x=  , cosy x
1

=        (6)

,P 4 4` j       sin coty x x1
2

= + +  :  (7)

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  sindx
dy

x1= +   cosy x x1= + -    (1)

a  b  
cos xdx

dy 4
2= -   cosy x

4
=    (2)

a  b  1  x =   siny 3= +x      (3)

a  b  .     coty = x    xtany =     (4)

.        (5-9)  

:  dx
dy   siny x x1

5= +    (5)

a  - cosx x1
52 -  b  cosx x1

52 +

c  - cosx x1
52 +  d  cosx x1

52 -

:  ( )f 0'   ( ) tanx x xf x 3= +    (6)

a  3-  b  0 c  1 d  3

:    

a  ( ) tan cotf x x x= +  b  ( ) sec sinx x xg 1:= +^ h c  ( ) csc sin tanx x x xh := +

:
a  ( ) tan cotf x x x= +

 ( ) sec cscf x x x2 2
= + -' ^ h sec cscx x2 2

= -

b  ( ) sec sing x x x1:= +^ h

 1( ) sin sec tan sec cos sec tan sec tan sing x x x x x x x x x x1 :: : : : += + + = + x' ^ ^h h

c  ( ) csc sin tanh x x x x:= +

 '( ) csc cot tan cos sec sinh x x x x x x x2: ::= - + +

:     2

a  ( ) tan
tanf x x

x1
=

+  b  ( ) sec cscg x x x= +  c  =( ) csc
secx x

xh

, 1P 4
` j      tany x=     :      

:

   
 ( )nta secdx

dy
dx
d x x2

= =

 sec 4 2dx
dy

22 2

x 4
== =

=
^ h

4 , 1P` j      
1

2
1m m=

-
=

-
1    

:   

 1 2
1

4y x- =
-

-` j

 2
1

8 1y x=
-

+ +

,3 2F ` j       secy x=     :       3
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. siny x=  ، cosy x= ينبغي أن يعرف الطلاب منحنى 

sin من تعريف المشتقة مباشرة،  x يتم برهنة قاعدة اشتقاق 
باستخدام نهايتين أساسيتين هما:

0=coslim
h
h 1

0h

-

"

^ h  ، sinlim
h
h 1

0h
=

"

cos بطريقة مماثلة.  x يمكن الحصول على قاعدة اشتقاق 
قد ترغب في أن تبرز الدور المهم لقوانين مجموع 

cos في هذه  a b+^ h و sin a b+^ h زاويتين في حالتي
الاشتقاقات.

يمكن أن تعرض قواعد اشتقاق الدوال المثلثية الأربع 
الأساسية الأخرى بسهولة باستخدام المتطابقات وقواعد 

اشتقاق دوال الجيب وجيب التمام.

يمكنك أن تلخص الدرس بتقديم جدول يعرض مشتقات 
الدوال المثلثية الأساسية.

اطلب إلى الطلاب أن يناقشوا طرائق مختلفة لتذكر هذه 
المشتقات.

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

ينسى الطلاب أحياناً أو يطبقون خطأ المتطابقات المثلثية 
الأساسية وقد ترغب في مراجعة متطابقات فيثاغورث، 

مجموع الزوايا، نصف الزاوية. عند استخدام حاسبة بيانية 
أو حاسوب، قد ينسى الطلاب أحياناً استخدام مقياس 

.( )cos x 2 cos بصورة  x2 الراديان أو إدخال تعبيرات مثل 
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:  dx
dy   cosy x

x
1=

+
   (7)

a  
cos
sin

x
x x

1 2-
+^ h

 b  
cos

sincos
x

x x x
1

1
2

+

+ -

^ h

c  
cos

cos sin
x

x x x
1

1
2

+

+ -  d  
cos

cos sin
x

x x x
1

1
2

+

+ +

^ h

:  ,2 0
π` j   cosy x2=         (8)

a  y x
42
π

= -  b  y x
2 4

π
= - +

c  y x
2 4

π
= +  d  y x

2 4
π

= - -

:  y'  siny x
1

=    (9)

a  cot cscx x:  b  cos x

c  co csct x x:-  d  cos x-

التقييم  8

تابع عمل الطلاب وهم يعملون على فقرات
«حاول أن تحل» للتحقق من مدى استيعابهم وفهمهم لما 

ورد في هذا الدرس.

اختبار سريع

أوجد مشتقة كلّ من الدوال التالية:
1  ( ) sin cosf x x x x= +1

 ( ) cos xf x 2
1

= - sinx' x

2  ( ) sin cos
sin cos

f x x x
x x

=
-
+

2

 2 ( ) ( )sin cos
f x

x x
2

2=
-

-'

3  ( ) tanf x
x
x

1= +3

 
3
( )

( )
( )sec tanx

x
f x x x

1
1

2

2

=
+

+ -'

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
 ( ) ( )f x x xsin sinlim h

0h
=

+ -

" h
' ^ h

 2 2cossin
lim

x h x x h x
2

0h

:
=

+ - + +

" h
a ak k

 2sin
coslim lim

h

h
x h

2
2

2
0 0h h

:=
+

" "

a ak k
 x xcos cos1 := =

حل آخر:
 ( )( ) x x xsin cos cos sin sinlimf x h h

0h
=

+ -

" h
' ^ h

 x x xsin cos sin cos sinlim h h
0h

+-
" h

 cos 1sin cos
sinlim lim

h
h x h

hx
0 0h h

-
+

" "

^ ah k
     1sin cos cos sinlim lim lim limx

h
h x

h
h

0 0 0 0h h h h
:- +

" " " "

 1sin 0x x xcos cos# #+= =

«حاول أن تحل»
1  (a) ( ) cos sinh x x x2=-'

 (b) ( )'
cos

cos sin
g x

x
x x x

2=
+

 (c) ( )
( )sin cos

y x
x x

1
2=

+
l

2  (a) -( ) tan
secf x x

x
2

2

='
 (b) ( )' sec tan csc cotg x x x x x= -

 (c) ' ( )h x xtan1 2
= +

3  6
3

2 18
3-y x + +

π=
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     . = =( ) ( ),f x g xx x3 12 10
+   

( )'f g x%^ h  a

( )'g f 1% -^ h  b

' ( ) ( ) ( )'f g x f g x g x% := '^ ^h h :

a   ' ( ) ( ) ( )'f g x f g x g x% := '^ ^h h   

 ( ) , ( )f x x g x x6 10 9
= =' '

 6( ) )6(f g x x x10 10
=='̂ h

 ' ( ) 6 10f g x x x10 9` % :=^ h 6 x0 19
=  x x xm n m n: =

+

 ( ) ( ( ))f g x f g x% = = x3 110 2
+^ h = x3 120

+

 ( )'f g x x60 19` % =^ h   

b  ( ) ( ) ( )' 'g f x g f x f x% := '^ ^h h

 ( )f x x10 69 := ^ h
 x x10 3 1 62 9

:= +^ h
 ( )'g f 1 60 4 9% - = -^ ^h h

 15728640=-

.    a  (1)     a  1

'( ) ( )g f 0%   '( )f g x%^ h      ( ) , ( )f x x g x x2 43 13
= - + =   :  b  

( ) , ( )f x x
x x g x x2 1

0 12!=
+

= +^ h   :

( )'f g x%^ h     

:

 ' '( ) ( ) ( )f g x f g x g x% := '^ ^h h

 ( )
( )

, ( )'f x x
x x

x g x x2 2 1 1
22 2=

- +
=

-
='

 ( ) 1
( )

1f g x f x x 1
2

2 2= =
-

+
+

' '^ ^h h  ( )g x  :

 ( )
)

'
(

f g x x x
1
1

22 2` % :=
+

-
^ h   

  2

x
x
12 2+

=
-

^ h
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 2-5

 
•      

.   

:  
•  

Chain Rule  
•  

Composite Function  
•   

Power Chain Rule  

 
Chain Rule

������� 	
�� ���

:   

  ( ) , ( )f x x g x x3 12 2
= + =

  ( ) , ( )h x x q x x3 10
= =

:   

a  ( ) ( )g f g xx g f x 3 12% = = +^ ^ ^h h h

  .... ....x x3 1 92 2 4
= + = + +^ h

 ( ) .... ....dx
d g f x x36 3% = + +^ h

b  ( ) ( ) ..........h f x h f x% = =^ ^h h

  ........ ..............= =

 ( ) ...............'h f x% =^ h

c  ( ) ............q f x% =^ h

   'q f%^ h     

:      ´   ª  

( )f x xq 3 12 10
% = +^ ^h h

.      

.         

Chain Rule  ( )  
     x    g    ( )g x     f   

 ( ) ( )f g x f g x% =^ ^h h

:   x    

' '( ) ( ) ( )g x f g x g x% :=f '^ ^h h

   ( )g x   f     x   ( )f g x^ h       
.x   g  
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قاعدة السلسلة  :2-5

الأهداف  1

يوجد مشتقة تركيب دالتين باستخدام قاعدة • 
السلسلة.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قاعدة السلسلة - دالة مركبة - قاعدة سلسلة القوى.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

أوجد مشتقات الدوال التالية:
(a) ( )f x x x2 53

= -

(b) ( )f x x
x

4
2 3

=
+
+

(c) ( ) ( )( )f x x x2 1 3 4= - +

(d) ( ) sinf x x x= +

التدريس  5

يمكن أن توفر فقرة «دعنا نفكر ونتناقش» مقدمة لقاعدة 
السلسلة. ولأن هذين المثالين يسهل فهمهما، فإنهما 

يساعدان على جعل قاعدة السلسلة تبدو معقولة.

ًّا لتعليم الاستخدام الصحيح  يستخدم الكتاب مدخلاً تقليدي
لقاعدة السلسلة:

) بوضع )y f g x= ^ h أوّلاً: يتعلمّ الطلاب إيجاد مشتقة
، ثم تطبيق  ( ) ( )f g x g x' l^ h ، وحساب المشتقتين  ( )g x

قاعدة السلسلة للحصول على:
 ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'y f u g x f g x g x= =' '̂ h
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   ( )s t   

    t  
:  v   

'( )dt
ds

v s t= =  

:
   v dt

ds
=

   
     

.  

:
    

 

:   t 0$            

.t       . ( )cosS t 12
= +

:

(    v) Sv dt
d

=     :  

cos( ) ,uS u t 12
= = +    :       S   

:

   ( )
S

sindu
d u= -  cos( )uS =

   dt
du t2=  1u t2= +

:   

   S S
dt
d

du
d

dt
du
:=

  ( )sin u t2:= -^ h
  ( )sin t t1 22 := - +^ h

  sint t2 12
= - +^ h

. x    siny x x2
= +^ h   4

:       (4)  
.       dx

d
cos sinf x f x f x:= - '^^ ^^ ^hh hh h

.    ( ) sinf x x3
=    :   

:
 ( ) , ( )sing x x h x x3

= =  :  

 ( ) ( )( )f x h g x` %=

 '( ) ( ) ( )f x xh g%='

  ' '( ( )) ( )h g x g x:=

  )( cosx xg3 2 := ^ h

  cossin x x3 2
=

.    ( ) cosf x x5
=     :    5
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( ) , ( )f x x
x g x x

4
4

2

2

=
+

-
=   :  2

'f g%^ h  (1)     

.     (Leibniz)    

   
:  ( ) , ( )y f u u g x= =   

dx
dy

du
dy

dx
du
:=

 ( )u g x=    

,y u u u x3 1 5 23 2
= - + = +  :  

   dx
dy  :

:

 dx
dy

du
dy

dx
du
:=

 du
dy

u3 32
= -  u   

 dx
du x10=  x   

 dx
d

u x
y

3 3 102
#= -^ ^h h  

 dx
dy

x x3 5 2 3 102 2
#= + -^_ ^h i h 

 x x x750 600 905 3
= + +  

,y u u u x x4 3 22 3
= + - = +     :  3

.    dx
dy     :  
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 ( )g x عندئذ تختصر العملية بالتعويض عن u والإشارة إلى 
على أنها الدالة الداخلية.

ينبغي أن يقوم الطلاب بكثير من التدريبات على قاعدة 
السلسلة حتى يتمكنوا من استخدامها بصورة متقنة.

dx
dy

du
dy

dx
du

#= عند تقديم صيغة لايبنتز لقاعدة السلسلة، 

dx تحسب 
du  ، ( )u g x= dx تحسب قيمتها عند 

dy أكِّد أن 
. x قيمتها عند

في المثالين (2) ,(1)

تطبيق مباشر لقاعدة السلسلة.

في المثالين (5) ,(3)

تطبيق لقاعدة السلسلة (الصورة الأخرى).

dx بطريقة أخرى؟
dy اسأل الطلاب: هل يمكن إيجاد 

ناقش مع الطلاب الوقت والجهد اللازمين في حالة 
التعويض عن u في y، ثم التبسيط وإيجاد المشتقة.

في المثال (4)

استخدام مشتقة دالة لإيجاد السرعة اللحظية لجسيم 
يتحرك على خط مستقيم.

في المثالين (7) ,(6)

يبينّان كيفية استخدام قاعدة سلسلة القوى. تأكّد من تمكّن 
الطلاب من المثالين، يمكنك إعطاءهم أمثلة إضافية.

الربط  6

يشكّل المثال (4) ترابطاً مع الفيزياء وحركة الأجسام.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

 ، ( )f g x= ^ h في تطبيق قاعدة السلسلة الأولى لإيجاد مشتقة
) في الإجابة. ساعد الطلاب  )'g x يحدث خطأ شائع بإغفال العامل 

من خلال أمثلة متعددة على تخطي هذا الخطأ.

حثّ الطلاب على القيام بالكثير من التدريبات على تمارين 
شبيهة بالمثال (3).
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Chain Rule Powers    
.   n     ( )y f x n

= 6 @     :            

:        

  
:    n      ( )f x   

( ) ( ) ( )dx
d f x n f x f x1n n :=

- '^ ^h h

'y  :      y x x3 5
325

= + +^ h  :

:

     y x x3 52 35
= + +^ h

  x x3 52 5
3

= + +^ h  x xm n
m

n =

 'y x x x5
3

3 5 2 32 5
3

:= + + +
1-

^ ^h h

  x x x5
3

3 5 2 32 5
2

:= + + +
-

^ ^h h

  
x x

x
5 3 5

3 2 3
2 25

=
+ +

+

^

^

h

h

'y  :      y x x2 3 424 34
= - +^ h  :  6

x 3=    siny x5
=     

:

   = ='( )sin sin sin cosdx
dy

x x x5 54 4 :x

   =dx
dy

5 2
3

2
1

32
45

3

4

x
=

=

c am k  :   

-x 2
1

!         
( )

y x2 1
1

3=
- -

       7
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2-5

 

Chain Rule

  A 

. ( )'f g x%^ h   (1-3)  

(1) ( ) , ( )f x x g x x2 1 3 2
= + =  (2) ( ) , ( )f x x

x g x x1
12

=
-

= +

(3) ( ) , ( )f x x g x x5 12 15
= - =

. x     'f g%^ h   (4-6)  

(4) ( ) , ( ) ,f x x xx g x1 15
= + = =

(5) ( ) , ( ) ,
cos

f x x g x x xx
1 1

42= + = =

(6) ( ) , ( ) ,f x x xx g x x2
1

10 12
2

=
+

= + + x 0=

.    dx
dy   (7)

(a) ,cosy u u x6 2= = +  (b) ,y u u x5 4 3 123
= + = +

sin coss t t2
3

4
7π π

= +a `k j  dt
ds   (8)

dx
dy   (9-15)  

(9) tany x x2 3
= -^ h (10) siny x3 1= +^ h (11) tan secy x x 2

= +^ h

(12) y x
x

1
1 2

=
+
-

a k  (13) y x1 6 3
2

= -^ h  (14) y
x

x
1 2

=
+

(15) siny x3 22
= -^ h

:  (16-17)  

.      (a)

.               (b)

(16) ( ) ,,f x x 5 2 32
= + ^ h 

(17)  ( ) , ,g x x 1 0 13 8
= +^ ^h h 

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يعملون على فقرة «حاول أن تحل». 
تحقق من عمل الطلاب وتأكد من فهمهم لاستخدام 

قاعدة السلسلة.

اختبار سريع
π

cosy x2 6= -` j إذا كان dxdy 1 أوجد 

 sin x2 2 6
π

- -` j
2  ( ) , ( )f x x x xg2 1 2

= + =

( )f g x% l^ h أوجد:   

 ( )'f g x x4% =^ h

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
 (a) x x xg f 9 6 14 2% = + +^ ^h h
 36 12 0dx

d g f x x x3% = + +^ ^h h
 (b) ( ) ( )h f x h f x h x x3 1 3 12 2 3

% = = + = +^ ^ ^ ^h h h h
 (3 1)18( )'h f x x x2 2% = +^ h
 (c) 3 1 3 1q f x q x x2 2 10

% = + = +^ ^ ^ ^h h h h
كلا.  

«حاول أن تحل»

طريقة أخرى:  
1  (a) f g x x x3 1 3 110 2 20% = + = +^ ^ ^h h h

 ( )'f g xx 60 19% =^ h
 (b) ( ) ( ) ( )' 'f g x f g x g x% := '^ ^h h
  ( ) , ( ) ,f x x g x x6 132 12

= - =' l

 ( ) ( )f g x x6 13 2
= -'̂ h

 ( )f g x x xx 6 13 781 2 123 38% :=- =-'^ ^h h
 ( )'g f x xx 78 2 42 123% =- - +^ ^h h
 0( )'g f 0% =^ h
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  B 

.     b       a   (1-5)  

a  b  sindx
dy

x33= ^ h  cosy x3= ^ h   (1)

a  b  
x xcscdx

dy 210
2

2= a k  coty x
2

5= ` j   (2)

a  b  dx
dy

x x
x

2 1
2

11
= - + +

-
^ ch m  y x 2

= +
-

x^ h    (3)

a  b  sindt
d ts

3 2 3= -` j  2 3tcoss -= ` j   (4)

.        (5-9)  

:  dx
dy   x xsin cosy 5 3

= -
-    (5)

a  sin cos cos sinx x x x5 36 2
-

-  b  sin cos cos sinx x x x5 36 2
+

-

c  sin cos cos sinx x x x5 36 2
- -

-  d  sin cos cos sinx x x x5 36 2
- +

-

:  dx
dy   y

x2 1
3

=
+

   (6)

a  x3 2 1 2
3

+
-

^ h  b  x3 2 1 2
3

- +
-

^ h

c  x3 2 1 2
1

- +
-

^ h  d  x3 2 1 1
+

-
^ h

:  dt
ds   sin coss t t3

4
3 5

4
5= +    (7)

a  sin cost t4
3

4
5-  b  cos sint t4

3
4

5+

c  cos sint t4
3

4
3-  d  cos sint t4

3
4

5-

:  d
dr
θ   ( )tanr 2 θ= -    (8)

a  ( )sec 22 θ-  b  ( )sec 22 θ- -

c  ( )sec 22 θ +  d  ( )sec 2 θ-

:  x 1= +   ' ( )f g x%^ h   ( )u g x x5= =  ( ) cotf u u
10=    (9)

a  4
3  b  4

c  4-  d  4
3

-

2  = , ( )( ) 'f
x

x g x
x

x
4

16
2
1

2 2
+

=' ^ h
 = =( )'f g

x
x

x x
x

4

16

2
1

4
8

2 2% #
+ +

^ ^ ^h h h
 =( )'f g 25

8
1%^ h

3  ;du
dy u dx

du x2 4 6 12
= + = +

 ( )d
dy

du
dy

dx
du x x xx 2 2 4 6 13 2: := = + + +^ ^h h

  x x x x24 16 24 2 45 3 2
= + + + +

4  cosdx
dy x x x2 1 2:= + +^ ^h h

5  ( ) cos sinf x xx 5 4
=-'

6  y
x x
x x

2 2 3 4

3 4 3
4 24

3

=
- +

-
'

^ h

7  ;y
x

y
2 1
6

04 2=
- -

' '^ h
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. x   y x x x2 4 3 527
= - + -       

:

 y x x x2 4 3 527
= - + -

 'y dx
dy

x x14 8 36
= = - +     

 ''y dx
d y x84 8–2

2
5= =     

 x420= ='''y dx
d y

3

3
4     

 y dx
d y x1680( )4

4

4
3= =     

y x x4 5 75 3
= - +  :   1

.      

. y y(4)
=    . siny x=   

:

siny x=  R   x     y

 ' cosy x=     

 sinx= -''y     

 cosx= -'''y     

 (4) siny x=     

 y y(4)` =

. cosy x=  :   2

. 0=''y y4( )
+    
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2-6
     

Higher Order Derivatives and Implicit Differentiation

 
• .  
• .  

:  
•    

Higher Order 
Derivative

•  
Implicit Derivative  

:

( ) ( )a y f x=  

'( )b dx
dy

y=  

:
   

    
.  

:
     

  yn  y( )n   
. y  

������� 	
�� ���

( ) x xf x 3 54 2

= - +     :

:

1  ( ) ( )f x g xf= ='

2  ( )'g x f=

( ) ( )( )' 'g x f x= '  

Higher Order Derivatives      :
   'y     'y dx

dy
=        

. x   y   

           'y^ h   
:    x

''
'( )

dx
d y

dx
d

dx
dy

dx
d yy 2

2

= = =a k

. x  y       

 x              
:   

''
'

'
'

dx
d y

dx
d

dx
d y

dx
d yy 2

2

3

3

= = =
^

d
h

n

. x   y       

  n   y    n 1>     n    
:     x

y dx
d y dx

d y( ) ( 1)
n

n n
n

= =
-^ h
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6-2:  المشتقات ذات الرتب العليا 
والاشتقاق الضمني

الأهداف  1

يوجد المشتقات من الرتب العليا.• 

يوجد مشتقة بطريقة الاشتقاق الضمني.• 

يثبت صحة متطابقات.• 

المفردات والمفاهيم  2

مشتقة ذات رتبة عليا - اشتقاق ضمني.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

,f x x x g x x5 1 14 2
= - + =^ ^h h إذا كانت: 

( ) ( ) , ( ) ( )'h x f x u x g x= =' فأوجد: 

( ) , ( ) ( )' 'l x h x v x u x= =^ h ثم أوجد: 

التدريس  5

نحتاج أحياناً في الفيزياء وغيرها إلى إيجاد مشتقة الدالة 
المشتقة أي المشتقة من الرتبة الثانية والتي نرمز إليها 

) وقد نحتاج أيضًا إلى إيجاد المشتقة من الرتبة  )''f x بـ 
. ( )f x( )4 ) والمشتقة من الرتبة الرابعة  )'''f x الثالثة 

. f x( )4 ^ hو f x4 ^ h أشر إلى الفرق بين
 ( )g x( )4 ) و )'''g x  ، ( )'' xg ) و )'g x خاص للمعلم: لإيجاد 

.g x x
1

=^ h حيث 
( 1)( ) !g x x

n( )
n

n
n 1

-= + يمكن الاستنتاج أن 

x y 12 2
+ = اسأل الطلاب: إذا كان لدينا المعادلة: 

(معادلة دائرة)، فكيف يمكننا إيجاد ميل المماس عند نقطة 
على هذه الدائرة؟

طرق الاشتقاق التي تعرف عليها الطلاب لا تسمح 
بإيجاد المشتقة في هذه الحالة ثم ميل المماس. لحل هذه 

الإشكالية نعرض الاشتقاق الضمني.
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y y x5 03 32
+ - =     dx

dy  

:

:    ( )y f x=   

 ( ) ( )f x f x x5 03 2 3
+ - =^ ^h h

:       

 ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x x3 010 32 2: :+ - =' '^ h

:  

 ' 'y y yy x3 10 032 2
+ - =

: 'y    

 'y y y x3 10 32 2
+ =^ h

 'y y y
x

3 10
3
2

2

` =
+

:           

 yy2= ''( )y2

 'y y3='( )y3 2

:    ='y dx
dy  

a  y xy x72
+ =

b  y x x y2 5
= +

:

:       x   y   x      a

( ) ( ) ( )dx
d f x n f x f x1n n

=
- '^ ^h h: D  

 ' 'yy xy y2 1 7+ + =

 'y y x y2 7+ = -^ h

 'y y x
y

2
7

=
+

-

b  y x x y2 5
= +

 ( )
dx
dy

dx
dx

dx
d x y2 5

= +
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cosy x
1

=   ''y  

:

 cos secy x x1
==

 ' sec tany x x=

 ='' sec tany dx
d x x^ h

 tan sec sec tanx dx
d x x dx

d x= +

 . . .tan sec tan sec secx x x x x2
= +

 sec tan secx x x2 3:= +

siny x
1

=   ''y   3

Implicit Derivative    :
:  ( )y f x=           

1

1-2

-2

-3

-3

-4

-4

-5

-5

-1
-1

2

2

3

3

4

4

5

5

y

x

(
)

f
x

x
25

2

=

-

1

(
)

f
x

x
25

2

=
-

-

2

 , , ...y x x y x3 2 1 42 2== - + +  

y xy x- =    

y x
x

1=
-

  ( )y f x=       

.x 1!             

         x y 252 2
+ =   

 .( , )5 0-  ( , )5 0   

      

     ( )y f x x25 2
= = -1 1  ,  ( )y f x x25 2

= = - -2 2

. 5-  5       

                  

   x       x     y       
.       

.   ,x y^ h        x, y  dx
dy      

.     dx
dy     
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في المثالين (2) ,(1)

تطبيق مباشر لمفهوم المشتقات ذات الرتب العليا. أشر 
إلى أنه لإيجاد المشتقة من الرتبة الرابعة يجب إيجاد أولاً 

المشتقة من الرتبة الثالثة والتي تحتاج إلى المشتقة من 
الدرجة الثانية.

في المثال (3)

cosy والتي تكتب  x
1

= إيجاد المشتقة من الرتبة الثانية لِـ 
y نحتاج لاستخدام مشتقة  . ولإيجاد '' secy x= أيضًا 

حاصل ضرب دالتين.

في المثال (4)

x تطبيق الاشتقاق الضمني لإيجاد مشتقة. ذكّر الطلاب أن 
. 'y x' بينما y دالة ومشتقتها  1= متغير وبالتالي 

في الأمثلة (7) ,(6) ,(5)

استخدم الاشتقاق الضمني لإيجاد ميل المماس على 
منحنى، وبالتالي إيجاد معادلة المماس عند نقطة تقع على 

المنحنى. أعد تذكير الطلاب بأن النقطة يجب أن تنتمي 
إلى منحنى الدالة.

في المثالين (9) ,(8)

 y أو ( )f x استخدم الاشتقاق الضمني لإثبات علاقات بين 
ومشتقاتها من الرتب العليا.

الربط  6

لا يوجد.
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,2 2π π^ h      siny x y2 2
= +   :    dx

dya k   

:
. x     

 sindx
d y dx

d x y2 2
= +^ ^h h

 sindx
dy

dx
d x dx

d y2 2
= +^ ^h h

 cosdx
dy

x y dx
dy

2 2= + ^ h

 cosdx
dy

y dx
dy

x2 2- =^ h

 cosdx
dy

y x2 2- =^ h

 cosdx
dy

y
x

2
2

=
-

 ( )cosdx
dy

2
2 2

2(2 ,2 )
=

-

^ h

 2 1
4

4=
-

=

4   ,2 2^ h     

( , )2 1     x y!   x y xy2 12 2 =+ -  :    dx
dya k    6

(3 ,  1)         'y    2 xy y+ =    

:

 

 y y x2 2
1
+ =

 ( ) ' 'y y y2 2
1

12
1

: + =
-

 ' '
y
y y

1 1
2
1 : + =

 'y
y
1 1 1+ =c m

113

 y x1= + +' ( ) ( )
y dx

d x
dx
d y5

2
2

5

 'xy x y y1 2 5= + +'y 5 2 4

 ' 'y x y y xy5 1 22 4 5
- = +

 '( )y x y xy1 5 1 22 4 5
- = +

 'y x y
xy

1 5

1 2
2 4

5

=
-

+

. 'y dx
dy

=       y x x22 2
= -    :  4

:          

. x      1

.     'y   dx
dy      2

.   'y   dx
dy   3

. x , y  'y   dx
dy      4

. ,3 4-^ h        x y 252 2
+ =    ( )    

:

. x         ,3 4-^ h      

 dx
d

dx
dx y 252 2

+ =^ ^h h

 dx
d x dx

d y 02 2
+ =^ ^h h

 x y dx
dy

y dx
dy

x dx
dy

y
x

2 2 0 2 2" "+ = = - =
-  

 dx
dy

4
3

4
3

3, 4
=

-
-

=
-^ h

 ( , )3 4-   

4
3

=      `

1,1^ h  1 0x y yx2 2
- + - =  :       5
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أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

 dx
d x قد يخطئ الطلاب في الاشتقاق الضمني عند إيجاد 

. dx
dy و

) مستقيم  )f x x= ، أشر إلى أن بيان  dx
d x 1= ذكّرهم بأن 

) بينما  )f x 1=' يمر بنقطة الأصل وميله 1 وبالتالي 
'dx

d y y=

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل». 
تحقق من عملهم وتأكد من تمكنهم من إيجاد المشتقات 

من الرتب العليا ودقة تطبيقهم للاشتقاق الضمني.

اختبار سريع

. ( )f x''' ) فأوجد  )f x x
x 1= + 1 إذا كانت 

 ( )f x x
6
4=
-'''

) على  , )2 1 2  أوجد معادلة المماس عند النقطة 

x y4 82 2+ = منحنى المعادلة: 

 y x2
1 2=- +
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( ) ( ) ( )' ' 0x x f x f x6 6+ + =( ) ' ' 'x f1 2
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»
1  ( )f x x x4 63

= -'

2  ( )'g x x12 62
= -

 f( ) ( ) 'g x x=' '^ h
«حاول أن تحل»

1  'y x x20 154 2
= -

 ''y x x80 303
= -

 '''y x240 302
= -

2  ' siny x=-

 '' cosy x=-

 ''' siny x=

 cosy x( )4
=

 '' cos cosy y x x 0( )4
+ = - =

3  sin cscy x x1= =

 ' csc coty x x:=-

 '' csc cot cot csc cscy x x x x x2: :=- - - -^ ^h h
 csc cot cscx x x2 3:= +

4  'y y
x 1

=
-

5  ; 3' 'y y x
x

y
y

2
2

( , )1 1=
-

+
= ميل المماس: 

الميل ثابت ويساوي 1  6

'y 1=  

7  2
; 5

4' 'y
y

x y

y
2

2
1

-
=-=

+
( . )1 1
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  B 

.     b       a   (1-3)  

a  b  
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d y
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3 2
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a  b  dx
d y
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4 2 4

24
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a  b  y x4 9= -  :  ,2 1-^ h   x y x y 72 2 2
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:  ( )f x''  :  x xf 1 6 3
2
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27 1 6 3

4
+
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+
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3 2
2 1
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+

-
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5  d  5

:  x y xy2 032 2
- + =  :   ,A 1 1^ h     (7)

a  1-  b  0

c  1 d  2
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2-6

     

Higher Order Derivatives And Implicit Differentiation

  A 

dx

d y
3

3

  
dx

d y
2

2

  dx
dy    :  (1-6)  

(1) y x x x x2 34 3 2
= - + -  (2) y x x x 12 435

= - + - +

(3) y x 2
3

=
-

 (4) y xsin 2=

(5) y xcos 4=  (6) siny x2
=

dx
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2

2

  dx
dy   :  (7-9)  

(7) y x x 242 2
= + +  (8) y xy4 32

- = -

(9) x y 43
2

3
2

+ =

                 (10-12)  
.  

(10) , ,x xy y2 7 2 32 2
+ - = ^ h 

(11) , ,x xy y y6 3 7 6 1 02 02 3
+ - - - = -^ h 

(12) , ,sinxy y2 2 1 2π π π
+ = ` j 

. '' siny y x- =   sin cosy A x B x= +   :  A , B  (13)
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y x
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حل «مسألة إضافية»
(a) ( ) ms 3 225=

(b) ( )'s t t27 72
= -

/m s74 = السرعة المتوسطة   (c)

/m s236 السرعة اللحظية المتجهة:   

المرشد لحل المسائل
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.        ( )f x x x5 62
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•  ( ) cosf x x='  :  ( ) sinf x x=   
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:=  :  ( )g u x=    ( )y f u=  

•  .         y    d x
d y
n

n

 ...... d x
d y

3

3

 d x
d y

2

2

 dx
dy

•  . dx
dy    y    x       
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.    (1-9)  

(1) y x x x8
1

4
15 2

= - +  (2) y x x3 7 33 7
= - +

(3) sin cosy x x2=  (4) y x
x

2 1
2 1

=
-
+

(5) coss t1 2= -^ h (6) cots t
2

=

(7) y x
x

1
1

= + +  (8) y x x2 1= +

(9) 
sin

y x
x

5

2

=
^ h

:      (10-11)  

.    (a)

.( )     (b)

(10)  ,y x x x2 32
= - =

(11)  ,cot siny x x x4
2

2= + - =

,

,
f x

x x
x x

0 1

2 1 21

# #

#
=

-
^ h (  : f  (12)

x 1=       f    

dx

d y
3

3

  
dx

d y
2

2

  dx
dy   :  (13-16)  

(13) y x x x3 5 24 2
= - +  (14) siny x3=

(15) cosy x22
=  (16) x x xy 3 5 2

= - -^ ^h h

dx
dy   :  (17-18)  

(17) x y y3 42 2
- + =  (18) x xy x y2 3 02 2

+ + - =

 x xy2 32
+ =  :    ( )         (19)

.    ,A 1 1^ h   
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x xy y5 82 5
+ + =   dx

dy      (10)

 xy x y2 43 5- - =  :   ,1 4-^ h          (11)
.           

               (12)
     p      .C P p0 5 172= +] g  :   
.   . .p t t0 1 3 12= +] g  :   t        

.      3  t         (a)  

  t         8 000         (b)  
.       

,1 12^ h    ( )f x x9 2
= -        .   (13)
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الوحدة الثالثة: تطبيقات على الاشتقاق
Applications on Differentiation  

قسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

القيم القصوى (العظمى/الصغرى) للدوال  :3-1

جزء 1: القيم القصوى.  

جزء 2: القيم القصوى المحلية - النقطة الحرجة.  

تزايد وتناقص الدوال  :3-2

جزء 1: نظرية القيمة المتوسطة.  

جزء 2: تزايد وتناقص الدوال.  

f "f بمنحنى الدالة  f والمشتقة الثانية  ' ربط المشتقة الأولى   :3-3

جزء 1: اختبار المشتقة الأولى للقيم القصوى المحلية.  

جزء 2: التقعر ونقاط الانعطاف.  

جزء 3: اختبار المشتقة الثانية للقيم القصوى المحلية.  

رسم بيان دوال كثيرات الحدود  :3-4

جزء 1: الخطوات اللازم اتباعها في دراسة تغير الدالة كثيرة الحدود ورسم بيانها.  

. f و f ' جزء 2: العلاقات بين بيان الدالة   

تطبيقات على القيم القصوى  :3-5

جزء 1: تطبيقات على الهندسة والصناعة.  

جزء 2: تطبيقات على الاقتصاد.  
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+
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+
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الاقتصاد، والطب، وغير ذلك. نذكر منها الكلفة الدنيا 
لإنتاج سلعة أو الربح الأقصى ويمكن الحصول على 

ذلك بنمذجة حالة ما إلى دالة رياضية، ثمّ ندرس تغيرّ 
هذه الدالة للحصول على النتائج المطلوبة.

تجدر الإشارة هنا إلى أن كل المفردات التي تشير إلى 
قيم قصوى مثل المساحة الأكبر، القيمة الصغرى، ... 

تعتبر مؤشرًا للطالب لتحويل المسألة الحياتية إلى دالة 
رياضية ودراسة تغيرّها.

في هذه الوحدة، سيتعرف الطلاب كيف يستخدمون 
مشتقة دالة لإيجاد القيم القصوى المحلية الصغرى 

والعظمى، والنقاط الحرجة، ودراسة سلوك الدالة مما 
سيسمح لهم بتخطيط بيان الدالة، ثم يعمقون معارفهم 

ويحددون فترات التقعر ونقاط الانعطاف.

قلل انتشار الآلة الحاسبة البيانية من أهمية رسم بيان دالة 
ًّا على الاستفادة من  من قبل الطالب وأصبح التركيز حالي

بيان دالة للإجابة عن أسئلة وطرح حلول.

تسمح الآلات الحاسبة برسم بيانات الدوال بدقة، 
وباستخدام خاصية التكبير Zoom يمكن الحصول على 
أي جزء من بيان الدالة. كذلك هناك العديد من برامج 

الرسم البياني على الحاسوب والتي تمتاز بوجود الكثير من 
الخيارات مما يسهل عمل الطالب.

أدىّ هذا التطوّر التكنولوجي إلى فتح مجالات جديدة 
مثل دراسة حلول معادلات من الدرجة الثالثة أو معادلات 

ًّا. ونشير هنا إلى طريقة الإحاطة  أسية ولوغاريتمية بياني
(Dichotomy) المعتمدة والتي تسمح بإيجاد قيم تقريبيةّ 
دقيقة لحلول معادلات باستخدام دوال مطردة على فترة 

. ( ) ( )f a f b 0# 1 [a, b] حيث 

لا يمكن حل معظم المعادلات الرياضية التي تتضمّن 
كثيرات حدود ولوغاريتمات أو أسسًا إلا بطريقة تغير 

الدالة المناظرة.

 e x 1 0x
+ + = على سبيل المثال: لدراسة حلول المعادلة: 
، نوجد الدالة المشتقة،  ( ) ef x x 1x

= + + نأخذ الدالة: 
ثم ندرس تغيرها مما يسمح لنا بإيجاد حل تقريبي دقيق 

للمعادلة.

كما سيتعرّف الطلاب في هذه الوحدة كيفية إيجاد قيمة 
الدالة في فترة ما سواء أكانت مطردة أم غير مطردة على 

هذه الفترة.

ًّا في التطبيقات  والموضوع الذي يأخذ أهمية قصوى حالي
على المشتقات هو التطبيقات في مواقف حياتية مثل 

مقدمة الوحدة
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مشروع الوحدة

يهدف هذا المشروع إلى دراسة فكرة الثبات في السيارة 
(ثبات كوب قهوة) بطريقة علمية، ويعدّ الثبات من 

المواضيع التي تزداد أهمية في عصرنا الحالي نظرًا إلى أننا 
نمضي وقتاً أكثر في تنقلنا بالسيارة.

يربط الطالب في مشروعه هذا بين ما تعلمه في الرياضيات 
وحل مسائل حياتية.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

4  (a) ( )m R T B1
2π= +δ

 m R T H2 2πδ δ= + -2 π R H^ h

 m π=
2

3 R yδ

 (b) ( )y f y=

 
B R T R y T H RTH

R T B R y H T H RTH
2

2
1

2
1

2 2
2 2 2

2 2 2 2 2

+

+
=

+ + +

- + + +

^

^ ^

h

h h

نعوّض كل رمز بقيمته العددية فنجد بعد الاختزال أن:  (c)

 ( ) .
.

y f y y
y
2 8 5

21 752

+

+
= =

 (d) ( )
.

. .
f y

y
y y y

2 8 5

2 2 8 5 2 21 75
2

2

+
=

+ - +
'

^

^ ^

h

h h

 ' ( )
.

.
f y y

y y
2 8 5

2 17 43 5
2

2

=
+

+ -

^ h

5  
.y 2 062.y0 2 061 الفترات1

+-' ( )f y إشارة 

( )f y سلوك 

. وهي  cmy 2 06.   القيمة المحلية الصغرى تحدث عند 
cmy 2= ا من  قيمة قريبة جدًّ

  أي أن أقصى ارتفاع لكمية القهوة في الكوب، كي لا تنسكب 
cm2 تقريبًا من أصل  أثناء قيادة السيارة، يجب أن يكون 

cm8 وهو ارتفاع الكوب.

سلّم التقييم
الشروحات واضحة ومفهومة بكاملها - 

الحسابات دقيقة ومفصلة - الاستنتاجات عن 
ا مع النتيجة النهائية  الرسم البياني معقولة جدًّ

- التقرير مفصّل وواضح ومفهوم - القوانين 
المستخدمة كلها صحيحة.

4

الشروحات واضحة ومفهومة - الحسابات في 
معظمها دقيقة - الاستنتاجات عن الرسم البياني 

معقولة وقريبة من النتيجة النهائية - التقرير
مفصّل ولكن ينقصه بعض الإيضاح - القوانين 

في معظمها صحيحة.

3

الشروحات ينقصها الوضوح وفي بعض الأحيان 
غير مفهومة - أخطاء متعددة في الحسابات - 

بعض القوانين المستخدمة غير مقبولة - لا ترابط 
بين الرسم البياني والنتيجة النهائية - التقرير غير 

مفصّل.

2

معظم عناصر المشروع ناقصة أو تحتوي على 
الكثير من الأخطاء.

1
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Extreme Values of Functions
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1-3:  القيم القصوى
(العظمى/الصغرى) للدوال

الأهداف  1

تحديد القيم القصوى (العظمى/الصغرى) المطلقة  •
والقيم القصوى المحلية.

إيجاد القيم القصوى. •

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قيمة قصوى - قيمة قصوى مطلقة - قيمة عظمى مطلقة 
- قيمة صغرى مطلقة - قيم قصوى محلية - نقطة 
حرجة - عدد حرج - نقطة طرفية - نقاط داخلية.

الأدوات والوسائل  3

(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

( )f x xsin=  : f ارسم بيان الدالة

x0 2G G π

أوجد أكبر قيمة للدالة f؟  (a)
أوجد أصغر قيمة للدالة f؟  (b)
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التدريس  5

إن إحدى الطرائق للبدء في هذا الدرس هي رسم مخطط 
لدالة مشابهة للدالة في مثال (1)، ومناقشة القيمة الصغرى 
والعظمى (المطلقة) المحلية. ويمكن للطلاب أن يفهموا 

بشكل أفضل تعريفات تلك المفاهيم بالإدراك البصري.

يعد فهم القيم العظمى والقيم الصغرى أمرًا حاكمًا في 
دراسة تطبيقات المشتقة. يحتاج الطلاب إلى لغة التفاضل، 

لذا شدّد على مصطلحات هذا الدرس، ولذلك فإنهّ من 
المهم ضم المهارات الجبرية المكتسبة سابقًا إلى دراسة 
التفاضل. توفر الأشكال في (6-3) توضيحًا لهذا الدرس.

استخدم جهاز العرض (Data Show) لعرض بيانات 

نظرية (1)، ناقش بدقة وعمق هذه الحالات مع الطلاب.

يبينّ شكل (7) كيف يكون للدالة قيمة قصوى عند نقطة 
ولا تكون الدالة قابلة للاشتقاق عند هذه النقطة.

أكّد على أن نظرية (2) وخطوات إيجاد القيم القصوى 
المطلقة في فترة مغلقة.

y في نهاية الدرس  x3=  ،y x3
= استخدم بياني الدالتين 

لتوضح فكرة أنّ القيم القصوى المحليةّ تكون عند نقاط 
حرجة، ولكن ليس بالضرورة أن تكون قيمة قصوى عند 

كل نقطة حرجة.

في المثال (1)

يبينّ كيف يمكن أن تتغيرّ القيم القصوى لدالة بسيطة من 
دوال كثيرة الحدود بحسب المجال المختار.

في المثال (2)

يبينّ كيفية إيجاد نقاط حرجة لدوال كثيرة حدود ودوال 
مفصلية.

في المثال (3)

تطبيق مباشر لإيجاد القيم القصوى المطلقة لدالة. أشر إلى 
أنه إذا كانت الدالة كثيرة الحدود ومتصلة على فترة مغلقة 

فيمكن التأكيد على وجود قيم قصوى مطلقة.

y

x

1

1-1

2

2

3

3 4

 :        . y x x4 32
= - +     1

a  ,3 3-^ h b  ,2 36 @ c  ,1 3^ h d  ,3 4h6

.          .              

   :(1) 

.            f  [a , b]      f  

:   ( , )c a b!     [ , ]a b    f   :
.   , ( )a f a^ h    , ( )b f b^ h  1

.   , ( )c f c^ h  2

:[ , ]a b               

a b x

y
, ( )a f a^ h

, ( )b f b^ h

( )y f x=

a b x

y

( )y f x=

, ( )x f x1 1^ h

x1

, ( )x f x2 2^ h

x2

(4) 

x a=   ( )f a    

x b=   ( )f b    

    

(3) 

x x= 1  ( )f x1    

x x= 2   ( )f x2    

    

, ( )b f b^ h

, ( )x f x1 1^ h

x1

( )y f x=

a b x

y

a b x

y

, ( )a f a^ h

, ( )x f x1 1^ h

x1

( )y f x=

(6) 

x b=   ( )f b    
x x= 1  ( )f x1    

    
.     

(5) 

x x= 1  ( )f x1    
x a=   ( )f a    

    
.     
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.         `
   :2( )f x x x 11='

   , 1x x0 02 ( 3! -= = ^ h

x 0=     
   ( ) ( )f 0 0 1 12

= + =

.   ,0 1^ h   `

:         2
a  ( )f x x x x4 8 103 24

= - - +   b  ( )f x x 5= -

  ,x c x e= =         (7)   
( )      

( )      x d=      

(Fermatës Theorem)     :(2) 

.   , ( )c f c^ h  x c=    (   )    f    

   ( )f c      f     , ( )c f c^ h  

.     (0)f   x 0=      ( )f x x3
=   

,a b6 @    f       

       f       
.  (1) 

: ,a b6 @      

,x a x b= =  :       1

.   (a , b)   f     2

   [a , b]      1  , 2       3
.[a , b]      
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في المثال (4)

0x في حين أن  = يبينّ وجود قيمة صغرى مطلقة عند 
0x غير موجودة. = المشتقة عند 

اسأل الطلاب عن وجود قيم قصوى محلية للدالة f على 
. ,2 3-6 الفترة @

في المثال (5)

استخدام العلاقة بين القيم القصوى المحلية (النقاط 
.a , b لإيجاد قيم الثابتين ' 0f x =^ h الحرجة) و

أشر إلى استخدام الآلة الحاسبة في حل المعادلتين الآنيتين 
وإلاّ فمن الضروري تبسيط المعادلة الثانية.

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

سيفترض بعض الطلاب أن العدد الحرج يناظر دائمًا قيمة 
قصوى محلية؛ لذلك من الضروري أن يلاحظ الطلاب 

بعض الأمثلة التي لا تتحقق فيها تلك العلاقة
. ( )f x x3

= مثل: 

عند إيجاد النقاط الحرجة لدالة سيتغاضى بعض الطلاب 
عن إيجاد النقاط حيث تكون المشتقة غير معرفة على 

. ( )f x x3= عكس الدالة التي تكون عند تلك النقاط مثل: 
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التقييم  8

راقب الطلاب أثناء عملهم على فقرات «حاول أن تحل» 
وتأكّد من فهمهم لمعنى قيم قصوى محلية وقيم قصوى 

مطلقة.

اختبار سريع

 : f 1  حدّد القيم القصوى للدالة المتصلة

,2 2-6 ) على الفترة @ )f x x
x

12=
+

 2
1

- x وقيمة صغرى  1= 2 عند 
1   قيمة قصوى 
x 1= - عند 

2  حدد القيم العظمى والصغرى المطلقة لبيان 

) على الفترة [2 , 0] )x xf =  : f الدالة

x وقيمة  2= 2 عند    قيمة قصوى مطلقة 
x 0= صغرى مطلقة 0 عند 

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

, ( )x x62 2
-  1

مجموع مساحتي المربعين.  (a)  2

(b) x 0 1 2 3 4 5 6
S(x) 36 26 20 18 20 26 36

x 3=  (c)  
3  (a) ( ) ( ) ( )S x S x3 2 3 02 H- = -

. AB M منتصف   (b)  

.[0, 3]   3 1( )f x x x
3
- +=   :  f       

:

.[0, 3]   f  a

.[0, 3]           f  `

 x 0=   x 3=       

 ( ) ( ) 3( ) 1 1f 0 0 03
= - + =

 ( ) ( ) 3( ) 1f 3 3 3 193
= - + =

 ( ) 3 1f x x x3
= - +

 '( ) 3 3xf x2
= -

    '( ) 0f x =    

 x x3 3 0 3 32 2&- = =

 x 12
=

 , ,x 1 1 0 3` != ^ h
 , ,x 1 1 0 3g= - - ^ h
 (1) (1) 3(1) 1 1 3 1 1f 3

= - + = - + = -

.   1 , 1 `-^ h

x 0 1 3

( )f x 1 1- 19  

:  

19  [0, 3]   f   

.    19  `

1-   [0, 3]   f   

.    1 `-

. ,2 1-6 @    ( ) 3 1f x x x3
- +=    :  f      3
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,2 3-6 @    ( )f x x
2
3=  :  f        

:

. ,2 3-6 @   f  a

.[-2, 3]           f  `

,x x2 3= - =     

 ( ) ( ) ( )f 2 2 2 43
2

23 3- = - = - =

  .1 587.

 ( )f 3 3 3 93
2

23 3= = =

  .2 08.

 ' ( )f x x
x3

2
3

2
3
1

3= =
-

  ' ( )xf 0!   

( )f 0 0=      x 0=  

.   ,0 0 `^ h
x 2- 0 3

( )f x 1.587 0 2.08  

:  

3
2
3   ,2 3-6 @    f    

.    33
2

`

0  ,2 3-6 @    f    

.    0 `

,1 36 @    ( )f x x
1
2=  :       4

.(4)    f      (8) 

:  

x

y
3

2 3

2

1

1-1

(8) 

 x 3=    2.08      f

0x =         

129

94



50

3-1

 ( / )  

Extreme Values of Functions

   A 

.        (1-2)  

(1) y

x
0 2

5
(2) y

x

2

1
-1

-3

(1, 2)

                x   (3-6)  
.      

(3) y

xa bc1 c2

( )y h x=

(4) y

xa c b

( )y h x=

(5)

a c b

y

x

( )y g x=

(6) y

xc ba

( )y g x=

.    (7-9)  

(7) ( 2)y x x2
= +  (8) 3y x x= -  (9) 

3 , 0

3 2 , 0
y

x x
x x x2

1

$
=

-

+ -
)
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.             (10-14)  

(10) 2 8 9 , 0 ,4y x x2
= - + 6 @ (11) ( ) , 2 ,3x xf 5

3

-= 6 @

(12) 
1

, 3 ,0y x
x

2=
+

-6 @ (13) 3 2 , 1,1y x x2
= + - -6 @

(14) 
1

1
, 2

1
, 2
1y

x2 -=
-

8 B

  B 

.     b       a   (1-5)  

    f  (a , b)     f   (1)

a  b  .       

a  b  .x c=      g     (2)

y

xa b c

( )y g x=

a  b  .      ( ) 9g x x2
-=  :  g  (3)

a  b  .      ( )x xf 12
= -  :  f  (4)

a  b  . 5x =      ( ) 3x xh 5= -  :  h  (5)

.        (6-9)  

:y   y x=   (6)

.      a  

.      b  

.        c  

.           d  

:  , 20^ h   43y x x93
- -=  :     (7)

a  3 b  2 c  1 d  0

«حاول أن تحل»

x 2= -1 عند  قيمة صغرى مطلقة تساوي   (a)  1

x 2= -1 عند  قيمة صغرى مطلقة تساوي   (b)  

x 3= قيمة عظمى مطلقة تساوي صفر عند    

x 2= -1 عند  قيمة صغرى مطلقة تساوي   (c)  

x تساوي صفرًا. 3= قيمة صغرى مطلقة عند   (d)  

( ) , , :f x x ax bx a b f5 R3 2 != + + +  

1 , 3
1

x x= =     :        

a  ,  b     

    f  a  :

R        f  `  

     ' ( ) 3 2a bf x x x2
+= +

,x x1
3
1

= =        a

:        `

     ' '1 3
1

0( ) 0 ,f f= =` j

:    

     
3(1) 2 (1) 0

3 3
1

2 3
1

0

a b

a b
2

2
+ =

+ + =

+

` `j j
*

     
2

3
2

3

a b

a b

3
1

+ =

+ =

-

-
*

,a b2 1= - =    

  

 ( ) , , :f x x ax bx a b f2 1 R3 2 != + + +   5

,x x1 2= - =  :         

a   ,   b      

:  
   

   
.  

Mode   
   
   8

:EQN5  :  
  4   

:
:  

:a x b y c1 n n n+ =

   
:

a b c
2
1 4 4 4

4 4 4
; E  

    
:   

ax by c+ =  
    

  =   x  
 c   =   y 

. =  
.     

    
 x   =
(  )

    
 y   =
(  )

:
   
  

  
.   
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( , ) , ( , ) , ( , 1 )0 10 1 7 4 18- - (a) نقاط حرجة:   2

(b) +( ) ( )1 , 1= - =5 5f f-' '
f 5( )' غير موجودة   

`  نقطة حرجة (0 ,5)  

x وقيمة  1= - 3  قيمة عظمى مطلقة تساوي 3 عند 

x 2= - x وعند  1= -1 عند  صغرى مطلقة تساوي 

x 3= 9 عند 
1 قيمة صغرى مطلقة تساوي   4

x 1= قيمة عظمى مطلقة تساوي 1 عند   

5  ,a b3 12= - = -
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.(2)       (1)      (13-16)  

(1) (2) 

 (13)

 

( )f x'x

0a

0b

  c
a b c x

ya

(14)( )f x'x

0a

0b

  c

y

a b c x

b

(15)( )f x'x

(  )a

0b

  c

y

a b c x

c

(16)( )f x'x

(  )a

(  )b

  c
a b c x

yd

a b c x

ye
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:  ( ) 4k x x2
= -     : k  (8)

   b     a  

    d     c  

:  a  2
5x =       ( ) 25af x x x2

= -    (9)

a  2 b  3 c  4 d  5

.     (1)       (2)    .   (10-12)  

(2) (1) 

a  y

x

.     (10)

b  y

x

.       (11)

c  y

x

d  y

x

       (12)

e  y

x
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      c              
.     c        

A B

1

1

-1

y

x

y x=

(2) 

 :

         (3)       1
.AB  

[ , ]1 1-      ( )f x x=   

.x 0=    ( , )1 1-    x     

.(2 ) AB        

(a , b)    x     f   (3)   2

(3) 

A B

x

y

( )y f x=

a b

 . ,a b^ @    

.AB       

   (4)     3

        

       

.AB   c  

(4) 

y

xa c b
B

A

       4

( )
( ) ( )

, ,f c b a
f b f a c a b!=

-

-
' ^ h  

       

, ( ) , ( ),c f c c f c2211
^ ^h h  

.(5)    AB   
(5) 

y

x
a c1

c2 b

B

A

( ) ( )f fa b=        5

c      ( ) 0f c ='   

       

.(6)      
x

y

c ba

A B

(6) 
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3-2
  

Increasing and Decreasing Functions

�
����	 ���� ����
:    ( ) 1f xx 2

= -   

, ( ) , ( ),A f fB1 1 2 2- -^ ^h h     1

.m AB^ h    y

x

3

2-1

2

1

1
-1

-2

B

A

 [ 1,2]-    f   2

( 1,2)-      f  

2
1

x =   f     3

2
1

( 1,2)d -a   i  

. 1  , 3     4

Mean Value Theorem    

               

x

y

a c b

A

B
( )cf =l   

  

(1) 

( )y f x=

 .      

        
.      

  A , B         
         
. i(1)   i AB     

( ) ( )
AB b a

f b f a
m =

-

-
^ h

   :(3) 

:   f   

[a , b]    1

(a , b)     2

( )
( ) ( )f c b a

f b f a
=

-

-
'   ,c a b! ^ h     

 
• .   
• .   
• .  
• .  

 
•    

Mean Value Theorem  
•  

Increasing Functions  
•  

Decreasing Functions  
•   

Monotonic Function  

:
     
 120 m   
   8 s  
    

 

8
120

15 m/s=

54 km/h 
    
     
     
     

54 km/h 
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تزايد وتناقص الدوال  :3-2

الأهداف  1

تطبيق نظرية القيمة المتوسطة. •

إيجاد الفترات من المجال حيث تكون الدالة  •
متزايدة أو متناقصة.

تعرف الدوال المطرّدة. •

تعرف الدالة الثابتة. •

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

نظرية القيمة المتوسطة - الدوال المتزايدة- الدوال 
المتناقصة - الدالة المطرّدة.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط
.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

( )f x x x4 32
= - +  : f لتكن الدالة  (1)

أوجد مشتقة الدالة.  

حلّ ما يلي:  (2)

(a) ' ( )f x 0=

(b) ' ( )f x 02

(c) ' ( )f x 01

أكمل الجدول التالي:  (a)  (3)

432101-x
'f ( )x
( )f x  

' وتغير  ( )f x (b)  ماذا تلاحظ بالنسبة إلى إشارة   
x؟ 22 x وقيم  21 ) لقيم  )f x سلوك 
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     ,( ) ( )3 3c cf x x f2 2
= =' '

     ( ) ( )
3 3

3 3
( )c

f f
3

2`
-

=
- -

-

     3 3 3
28 ( )

c 9
26

6
542

+
=

- -
= =

  3c
9

32
= =

  ( ) , ( )3 3, 3 3 3,3c c! != - = - -

:

,x x3 3= = -     :   f     

, , ,3 28 3 26- -^ ^h h    :     

    c   [0, 4]        3 2( )f x x x3
- +=   : f      2

.   

Increasing and Decreasing Functions    

   :(4) 

:   . I     f 

,( ) ( ) ,x x f x f x x x I( 61 1 !1 2 1 2 1 2   :   I     f  1

,( ) ( ) ,x x f x f x x x I( 61 2 !1 2 1 2 1 2   :   I     f  2

, , ( ) ( )x x I f x f x6 ! = 221 1  :  I     f    :

y

x1 x2 x

( )f x2

x2

( )f x1

x1

y

xa b

y

x

( )f x2

( )f x1

x1 x2
a b

(9) (8) (7) 

   

Monotonic Function   

.                     
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.       c   [0, 2]        ( )f x x2
=  :  f    

:
.(0, 2)     [0, 2]      R       ( )x xf 2

=  :  f  
.[0, 2]         

:  ,( )c 0 2!      

      ( )
( ) ( )

f c b a
f b f a

=
-

-
'    

  ( ) ( )f f
2 0
2 0

=
-

-

      ( ) ( ) , ( )f f0 0 0 2 2 42 2a = = = =

  ( ) , ( )c cf x x f2 2= =' '

      ( ) ( )
c
f f

2 2 0
2 0

` =
-

-

   c2 2 0
4 0

=
-
-

   c2 2=

  ( , )c 1 0 2!=

:
( , ) , ( , )0 0 2 4       x 1=     f    

[ ],3 1-         ( )f x x x22
= +     1

.       c    

 [ ],3 3-         1( )f x x3
+=  :  f    

.       c  

:
.( , )3 3-      [ ],3 3-      R       f  

.[ ],3 3-          
:  ( , )c 3 3! -      

      ( )
( ) ( )

f c b a
f b f a

=
-

-
'

  3 3
3 3

( )
( ) ( )f f

=
- -

- -

  3 3 1 3 3 1( ) ( ) , ( )26 28f f3 3a - - + - += = = =
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التدريس  5

لتشجيع الطلاب على دراسة نظرية القيمة المتوسطة، قد 
ترغب في أن تبدأ هذا الدرس بمناقشة تطبيق سهل، مثلاً:

m100 خلال  انطلقت سيارة من السكون وقطعت مسافة 
، معدل سرعة السيارة خلال هذه الثواني الثمانية هو  s8

، مما يعني أنه في نقطة ما خلال  /km h45 . أي  m/s12 5
/km h45 التسارع بينّ مؤشر السرعة في السيارة 

خذُ بعض الوقت في مناقشة كل من فروض ونتائج نظرية 
القيمة المتوسطة والملاحظات عليها. لاحظ أن الحالة 

الخاصة منها في الملاحظة رقم (5) تسمّى نظرية رول. 
أهمية هذه النظرية هي بالسماح لنا باستنتاج خواص دالة 

من مشتقتها.

استخدم الرسم البياني لتوضيح تزايد وتناقص الدوال ومنها 
تعريف الدالة المطردة.

في نظرية (4)، لاحظ استخدام فترات مفتوحة في وصف 
أين تكون الدالة متزايدة أو متناقصة أو ثابتة. على الطلاب 
I لا تعني أن  أن يدركوا أن العبارة: f متزايدة على الفترة 
. في نهاية الدرس اربط بين  ' ( )f b 02 ' أو  ( )f a 02

بيان الدالة f وبيان مشتقتها من خلال النشاط الموضّح. 

في المثالين (2) ,(1)

تطبيق مباشر لمفهوم القيمة المتوسطة.

شجّع الطلاب على تطبيق القيمة المتوسطة باستخدام دالة 
) وذلك على فترتين:  )f x x x3 33 2

= - + كثيرة الحدود: 
[2 ,1]، [3 ,2] كي يستنتجوا قيمة c على كل فترة.

اطلب إليهم إيجاد العلاقة بين قيمة c وميل المستقيم الذي 
يمرّ بالنقطتين صورتي طرفي كل فترة.

في الأمثلة (5) ,(4) ,(3)

تطبيق مشتقة الدالة لدراسة تزايدها أو تناقصها على مجال 
تعريفها وتكوين جدول يوضح فترات التزايد وفترات 

التناقص.
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( ) 3 9 1f x x x x3 2
= - - +  : f  

.   f        f     

:

R        f  

:    

     ( ) 3 96f x x x2
= - -'

     ( ) 0f x ='   

    3 0x x6 92
- - =

  3( 1)( 3) 0x x+ - =

  1 , 3x x= - =

f '     

,3 3^ h,1 3-^ h, 13- -^ h
+ +- -+ +f '  

f   

3- 31- 3

  

,1 3-^ h      ,3 3^ h  , 13- -^ h       f       :  

. f        . ( )f x x x63
-=  :  f    4

.  (4)    f     (10) 

10
y

x
-10

-1-2-3-4

-20

-30

1 2 3 4 5 6

( )f x x x x3 9 1
3 2

= - - +

(10) 

.       
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.            

.              

:      

      :(4) 

.(a , b)     f 

.(a , b)   f  (a , b)    x   ( )f x 02'    1

.(a , b)   f  (a , b)    x   ( )f x 01'    2

.(a , b)   f   (a , b)    x   ( )xf 0='    3

( )f x x x5 62
= - +  :  f       

:

R        f  

      ( )f x x2 5= -'  :  f    

      ( )f x 0='  

      x x2 5 0 2
5

(- = =

f '     

,2
5 3a k, 2

53-a k
+ +- -f '  

f   

3- 32
5

 

:  

, 2
5

3-a k     f

,2
5
3a k     f

( )f x x x4 32
= - + -  :  f        3
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الربط  6

إن تسارع سيارة من سكون لتقطع مسافة m 120 يستغرق 
s 8، يبلغ معدل سرعة السيارة خلال هذه الفترة الزمنية

54 km/h  أي 
8

120
15 m/s=

تفيد نظرية القيمة المتوسطة أنه خلال انطلاق السيارة وفي 
نقطة ما محددة على المسار يجب أن يشير عداد السرعة 

54 km/h إلى 

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

عند تطبيق نتيجة (1) لتحديد أين تكون الدالة f متزايدة، 
، ' ( )f x 02 يمكن أن يخطئ الطلاب عند حل المتباينة 

) أو بخطأ في تحديد  )x'f وذلك إما بتحليل خطأ للدالة 
الإشارة. 

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على حل فقرات «حاول أن 
تحل». تأكّد من كونهم قد فهموا تزايد الدوال وتناقصها 

والقيمة المتوسطة.

اختبار سريع

) تحقق شروط  )f x x x2 12
= + - 1  بينّ أن الدالة 

، ثم أوجد  ,0 16 القيمة المتوسطة على الفترة @

' على  ( )
( ) ( )

f c b a
f b f a

=
-

- قيمة c التي تحقق 
هذه الفترة.

، قابلة للاشتقاق ,0 16   الدالة متصلة على @

 ( )f 1 2=  ، ( )f 0 1= -  ، ,0 1^ h على

 ' ( )f x x2 2+= حيث: 

 ' ( ) ( )f c
1

2 1
0

3=
-

- -
=

 c2 2 3+ =

 2
1c =

؟ وأين تتناقص؟ ( )f x x x3 2
= - 2  أين تتزايد الدالة 

, , ,0 3
2

3 3-^ ah k متزايدة على كل من  

,0 3
2

a k متناقصة على  
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. ( )f x x
x

1

2

=
-

 :   f   
.      

:
x 1R! - " ,  x       f  

( )
( )

( ) ( )f x
x

x x x
1

2 1 1
2

2

=
-

- -'       

    
( )x

x x x
1

2 2
2

2 2

=
-

- -

  
( )

( )

x
x x

1

2
2=

-

-

     ( )f x 0='   

  
( )

( )

x
x x

1

2
02

-

-
=

     ,x x0 2( = =

f '     

,2 3^ h,1 2^ h,0 1^ h, 03-^ h
+--+f '  

f   

33- 10 2

 

   

,1 2^ h  ,0 1^ h      ,2 3^ h  , 03-^ h       f   

( ) 2f x x
x

1

2

=
-

 :  f        5

f '   f      

x

y

2

2

-2

-2

-3

-1
-1

1

1

( )f x x3 3
2

= -'
( )f x x x3

3
= -  :   

      f '    f   , 13- -^ h  
,x 16 3! - -^ h  ( )f x'  

 .........................   f '    ......................... f   ,1 1-^ h  
.........................  

 .........................   f '    ......................... f   ,1 3^ h  

.........................  
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إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

1 AB= ميل   1

، كذلك قابلة للاشتقاق  ,1 2-6 f متصلة على @ 2  الدالة 

على (2 ,1-)

1  3

.AB المماس موازٍ لِـ   4

«حاول أن تحل»
، قابلة للاشتقاق  ,3 1-6 f متصلة على الفترة @ 1  الدالة 

 ، ( )f 3 3- =  ، ' ( )f 2x x2= + حيث:  ,3 1-^ h على
، إذًا نظرية القيمة المتوسطة تحقق وجود  ( )f 1 3=

,3 1-^ h على الفترة c نقطة

 ' ( ) ( )
( ) ( )

f c
f f

1 3
1 3

4
3 3

0=
-

==
- -

- - حيث : 

 c2 2 0+ =

 c 1= -

c موازٍ لمحور السينات 1= - المماس عند   
f متصلة على الفترة [4 ,0] وقابلة للاشتقاق على (4 ,0)  2

( ) , ( )f f0 2 4 54= =

`   نظرية القيمة المتوسطة تحقق وجود نقطة c على   
' ( )f x x3 32

= - الفترة (4 ,0) حيث: 

c 134 0
54 2

3 32
=

-
-

=-

16 ; , ,c c3 0 4
3

42 a != = ^ h

, cc 0 4
3
4

3
4

`s ==
-

^ h

3  ' ( )f x x2 4= - +

 ' ( ) 0 , ( )f ,x x f 22 1= = =

( , )2 3( , الفترات-23(

- -+ +f ' إشارة 

f سلوك 

2 33-

 
. ,23-^ h متزايدة على الفترة f  
. ,2 3^ h متناقصة على الفترة f  

4  ( ) 3 6 3( 2)( 2)f x x x x2
= - = - +'

 
,2 3^ h , 22-^ h, 23- -^ hالفترات

+ +- -+ +'f إشارة 

f سلوك 

2- 2 33-

 ، , 23- -^ h متزايدة على كلّ من الفترتين f   
  , 22-^ h متناقصة على الفترة f ، ,2 3^ h
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55

( )x xR =  : R  (6)

.     a  

.     b  

, 03-^ h    0 , 3^ h    c  

, 03-^ h    ,0 3^ h    d  

:  f    ( )f x x2
= -'  : f '   (7)

.     a  

.     b  

 , 03-^ h    c  

 0 , 3^ h    d  

: f   ( ) 3f x x= -'  : f '   (8)

0 , 3^ h    a  

, 03-^ @    b  

.     c  

,0 3^ h    , 03-^ h    d  

54

3-2

  

Increasing and Decreasing Functions

   A 

  c    .[0, 1]       ( ) 2 1f x x x2
-= +  : f    (1)

.   .   

  c    . 2
1

, 28 B       ( )
1f x x x= +  : f    (2)

.   .   

.              (3-7)  

(3) ( ) 5f x x x2
= -  (4) ( ) 9 24x x xf 23

= - +  (5) ( )
1k x x2=

(6) ( )
4

x x
xh 2=

+

-  (7) 2( ) x xf x 4 2
-=

  B 

.     b       a   (1-4)  

a  b  , 2
1

3-` j   ( )g x x x 32
= - -  : g  (1)

, 53- -^ h      ( ) 10 9x x xf 4 2
= - +  : f  (2)

a  b  5 , 3^ h  

a  b  [0, 1]       ( )f x x 3
2

=  : f  (3)

a  b  .R    ( ) 1f x x3
+=  : f  (4)

.        (5-8)  

( )
4

x x
xk 2=
-

   : k   (5)

.        a  

.        b  

2 , 3^ h    2 , 2-^ h  , 23- -^ h    c  

.     d  

2
1x = الدالة غير معرفة عند   5

'f ( )
(2 1)
2 2

(2 1)
2 ( 1)

x
x x x

x
x x

2

2

2=
-

-
=

-

-

فة
عر
 م
ير
غ

,1 3^ h,2
1

1a k,0 2
1

a k, 03-^ الفترات@

+ +- -- -+ +'f إشارة 

f سلوك 

1 33- 0 2
1

 . ,1 3^ h ، , 03-^ h متزايدة على كلّ من الفترتين f   
. ,0 2

1
a k ، ,2

1
1a k متناقصة على كلّ من الفترتين f

«نشاط»

f' يقع أسفل محور السينات،   *  متناقصة، منحنى الدالة 
' ( )f x 01   ( 1, )1x d6 -

f' يقع أعلى محور السينات،   *  متزايدة، منحنى الدالة 
 ' ( )f x 02   (1, )x d6 3
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.   (5)    f      

1 

f f0 02 1l l

y

xc

 

f f0 02 1l l

y

xc

b    ( )f c'a  ( )f c 0='

2 

f 02lf 01l

y

xc

 

f 02lf 01l

y

xc

b    ( )f c'a  ( )f c 0='

3   

f 01l
f 01l

y

xc

   

f 02lf 02l

y

xc

b    ( )f c'a  ( )f c 0='

(1) 

.            
    f '    .    f '         f   

:  (2)  (1)    (5)      x   f '   

 ( )f x x x12 53
= - -    :  f   

:    
.    a

.      f      b
.    c

:
.     f  a  a

 x R!  : x       f  `  
( ) 3f x x 122

= -'      . f '         
    ( )f x 0='   :
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3-3

�
����	 ���� ����
      {^ h          

:

f 0=l

a c
1

c
2

c
3 c

4
c

5 b x

y

  f l
f 0=l

f 0=l

f 0=l

 

 
( )

           

,a c26 @

,c c31 h6

,c c2 3h6

,c c3 5h6

,c c1 46 @

,c b56 @

      :(5) 
.   , ( )c f c^ h       f 

    f    x c=        f '      1
.c    

      f   x c=       f '    2
.c 

.c        f   x c=   f '      3

 
•      

.   
•      

    
.  

•      
.  

•      
.   

 
•   

 Local Extrema  
  

First Derivative Test  
• End Point   
• Concavity  
•  

Points of Inflection  
•   

Second Derivative  
Test  

:
•     f 02'  

x    ( )f x'

•     f 01'  
x    ( )f x'

f    f ''    f'   

Connecting f'  and f ''  with the Graph of f
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3-3:  ربط المشتقة الأولى  والمشتقة 
f الثانية  بمنحنى الدالة 

الأهداف  1

استخدام اختبارات المشتقة الأولى لتحديد القيم  •
القصوى المحلية.

استخدام الرسم البياني لتحديد تقعر منحنى الدالة. •

استخدام اختبار المشتقة الثانية لتحديد تقعر  •
منحنى الدالة وتحديد نقاط الانعطاف وتحديد 

القيم القصوى المحلية.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

قيمة قصوى محلية - اختبار المشتقة الأولى -نقطة طرفية 
- التقعر - نقاط الانعطاف - اختبار المشقة الثانية.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط
.(Data Show)

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

( )x x xf 3 33
= - + لتكن الدالة: 

'' ( )xf ' و ( )xf أوجد   (a)

أكمل الجدول التالي:  (b)

32101-2-3-x
' ( )xf

'' ( )xf

( )xf  

 '' ( )xf ' و ( )xf (c)  ماذا تلاحظ بالنسبة إلى إشارات 
؟ ( )xf وتأثيرها على تغير 

, من الجدول في مستوى  ( )x xf^ h عينّ النقاط  (d)
إحداثي.

. ( )xf '' و ( )xf ' و ( )xf ناقش الربط بين   (e)
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التدريس  5

يمكنك التهيئة لنظرية (5): «اختبار المشتقة الأولى للقيم 
القصوى المحلية» من فقرة «دعنا نفكر ونناقش»، عن 

طريق تقديم عدة رسوم بيانية، وجَعْل الطلاب يناقشون 
المشتقات وعلاقتها بالقيم القصوى للدالة.

يقدم هذا الدرس العديد من الاختبارات الأساسية لدراسة 
تغيرّ دالة تمهيدًا لرسم بيانها. وهذه الاختبارت هي: اختبار 
المشتقة الأولى للقيم القصوى المحلية (نظرية 5)، واختبار 

التقعر، واختبار المشتقة الثانية للقيم القصوى المحلية.

على الرغم من أن استخدام هذه الاختبارات لرسم 
منحنيات الدوال لا يسمح برسم بيانها بدقة، إلا أنه من 

المهم أن يفهم الطلاب الترابط بين المشتقتين الأولى 
والثانية ومنحنى الدالة. دراسة إشارة المشتقتين الأولى 

والثانية يوضّح كل السمات المهمة التي يشير إليها منحنى 
مرسوم.

Concavity  
y

 yl  yl

  

  

x

y x3
=  x     :( ) x ff x 3

=      

,0 3^ h ,03-^ h        

.   

           

 ,03-^ h        

. ,0 3^ h     

 ,03-^ h     f     

. ,0 3^ h    

 :(5) 

. I      I         

. I      I         

:    
y

xba I

y

xba I

(1) (2) 

:   (a , b)  

(    )   

.   

.     

:   (a , b)  

(    )   

.   

.     

x

y

1-1
-1

1

01ym
02ym

 
 

 

 

 I     f      ,( ) 0''f x x Id62    a

.

. I     f      ,( ) 0''f x x Id61    b
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( ) ( )

( )
( ) 1

1 1
14 4

f x
x x

x
2 2

2

-
=

-

- -
= -'

  
( )

( )( )
1

1 2 1 2
x

x x
2=

-

- - - +

  
( )

( )( )
1

13
x

x x
2=

-

- +

    ( )xf 0='      

    
1)

3)( 1)
0

(
(
x

x x
2

-

+-
=

    ( )( )3 1x x 0+- =

    3 , 1x x -= =

(3 3, ) , 23 f =^ ^h h         `  
, ) ,(1 1 1 6f- - - -=^ ^h h     

: f '      b

( , )3 3( , )1 3( , )1 1-( , )13- -

+ + +- - -- - -+ + +f ' 

f   

33- 1- 1 3
 

  

 , , ,313 3--^ ^h h           

, ,1 1 3,1-^ ^h h      

x 3=      1x -=       c

f(3) 2=  :      ( 1) 6f - = -  :     

( ) :g x x
x g

12=
+

   2

:     

.   a  

.     g     b  

.    c  
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   12x x x3 3 2 20 02
(- = - + =^ ^h h

       ,x x2 2= - =

, ( ) ,f2 2 2 11- - = -^ ^h h   :     `  

, ( ) ,f2 2 2 21= -^ ^h h      

: f '      b

( , )2 3( , )2 2-( , )23- -

+ + +---+ + +f '  

f   

33- 2- 2

. 2 , 2)(-       (2 , )3   ( , )23- -       :    

.x 2=      x 2= -             c

. ( )f 2 21= -      ( )f 2 11- =      

:     . ( ) 3f x x x 43 2
= + --    :  f    1

.    a  

.     f      b  

.    c  

 ( )f x x x3 1
4

= - +
-

  :  f   

:    

.    a

.        f       b

.    c

:

         f  a  a

1R - " ,   f     `  

1 1, ,,3 3-^ ^h h          f  `  
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سوف يحتاج الطلاب أن يتعلموا الاعتماد على أحكامهم 
لتقرير أي الاختبارات يطبقونها لإيجاد القيم القصوى 

y'' عملاً مطولاً  المحلية لدالة. في بعض الأحيان تتطلبّ 
ًّا. قد يكون اختبار المشتقة الأولى أسهل من  لإيجادها جبري

ع الطلاب على كتابة عبارات  اختبار المشتقة الثانية. شجِّ
تصف ما يصلون إليه.

في المثالين (2) ,(1)
يشكل هذان المثالان تطبيقًا مباشرًا على كيفية استخدام 
اختبار المشتقة الأولى لإيجاد النقاط الحرجة والفترات 
التي تكون الدالة متزايدة أو متناقصة عليها وأيضًا القيم 
القصوى المحلية. تحقّق من تمكن الطلاب من وضع 

جدول يساعد في دراسة تغير الدوال.
في المثال (3)

دراسة تقعر الدالة وإيجاد نقطة الانعطاف باستخدام إشارة 
المشتقة من الرتبة الثانية. أشر إلى وجود أكثر من نقطة 

انعطاف في بعض الحالات.
في المثال (4)

استخدام اختبار المشتقة الثانية لإيجاد القيم القصوى 
المحلية. وهذا يتطلب إيجاد قيم x بحيث تكون 

. '' ( )f x ' ثم دراسة إشارة  ( )f x 0=

,t t3
11

1= =   0  'v s=^ h    

0

,3
11
3a k,1 3

11
a k

( , )0 1

+ +- -+ +'v s=  

      s 

 

33
11

1

  

,1 3
11a k      ,3

11
3a k   ,0 1h6        

( ) ( ) ( )''a t s t t t12 28 4 3 7= = - = -             :

t 3
7

=   0 

,3
7
3a k,0 3

7
a k

+ +- -''a s=  

  
s  

33
7

0

  

   t 3
7

=        ,0 3
7a k     (  )    

.(    ) 

( ) 5 ;t t t tf 3 03 2 H= - +    :          

.        

Second Derivative Test for Local Extrema       

              'y        
.

      :(6) 

x c=         f     ( )''f c 01       f ( )' 0c =    1

x c=         f     ( )''f c 02       f ( )' 0c =    2
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( )f x x x2 13 2
= - +     : f        3

y

1

-1 1

-1

x

   (3)    f        

  2
1

, 2
1

- -a k   ,2
1
3-a k     , 2

1
3- -a k  

.  

               
    ( )   ( )  ( )   

.  

( ) ,s t t t t t2 14 22 5 03 2 $= - + -          
.        

:

     ( )s t t t t2 14 22 53 2
= - + -

     ( ) ( )'v t s t t t6 28 222
= = - +  :   

 ( )( )t t2 1 3 11= - -

     ( ) ( ) ( )' ''a t v t s t= =  :  

 ( )t t12 28 4 3 7= - = -

.     ( )s t        ( )s t    

.     ( )      

5

2 4
-5

t

y

( )s t

10

2 t

y

' ( )s t

20

10 t

y

'' ( )s t

( )t t t t

t

s 2 14 22 5

0

3 2

$

= - -+ ( )t t ts 6 28 222
= - +' ( )''s t t12 28= -
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Point of Inflection   

x

y

1-1
-1

1

 

 

 
 

   :(6) 

 c    f    f     , ( )fc c^ h  
.               f  

.   ( )f c''   ( )f c 0=''   f     , ( )c f c^ h  

( ) :3f x x x f2 123
+= -          

:
   f a

R     f `

     ( ) 6 6f x x x2
+='

     ( ) 612f x x +=''

     ( ) 0f x =''    

     612 2
1x x0(+ = = -

: f ''     

1
,2 3-a k, 2

1
3- -a k

+ +- -f ''  

  
f   

33- 2
1

-

 ,
1
23 --` j      f     :     

,2
1
3-` j      f   

   
2
1 2

2
1 3

2
1 1 2

1
4
1

4
3

1f
3 2

+ - = - + - =- = - - -a a ak k k  :   

f     2
1

, 2
1

- -a k 
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56

3-3

f    f ''    f '   

Connecting f ' and f ''  with the Graph of f

   A 

:                (1-6)  

(1) ( ) 9 24x xf x x3 2
= - +  (2) ( ) x xg x 2 6 33 2

= - + -

(3) ( ) x x xh x 4 4 14 3 2
= - - - +  (4) ( ) 2

3
2x x x xg x 2 3 6
93 24

= + - - +

(5) ( ) xh x 2 1= - -  (6) ( ) x
xf x 2=
-

:   f     x   ( )y f x=     (7-8)  

  (c)     (b)     (a)

(7) ( 1) ( 2)y x x2
= - -'  (8) ( 1) ( 2)( 4)x x xy 2

= - - -'

    f   f   cx =   ( ) 0f c ='    f     .   (9)
.  cx =        

:          (10-11)  

(10) ( )x x xf 3 22 3
= -  (11) ( )g x x x x2 53

1 3 2
= - + -

.     ( ) 1f x x4
= -  : f     (12)

     ( )f x x x xa b c3 2
= + + +  : f   a, b, c      (13)

.(4 , 16)   

 2x =     ( )f x x x xa b3 2
= + +  : f    a, b      (14)

. 2
1x =    

:          (15-16)  

(15) ( )f x x x6 112
= - +  (16) ( )f x x x184 2

= -

.c      c    f ''       

.     

.      0f =''    ( )   

( )f x x4 3='  :      ( )f x x4
=  :  f   :

( )f x x12 2=''   

( )f x 0 (='  x 0=  

( )f 0 0=''  

.             

.(1)         (4)  

( )f x x x12 53
= - -  :     

:

    ( )f x x3 122
= -'

  ( )x3 42
= -

  ( )( )x x3 2 2= - +

    ( ) 0f x ='     :

    ,x x2 2= - =    

    ( )f x x6=''

:    x 2!=    

    ( ) 12 ,f 2 12 01- = - -''

( )2 11f - =     x 2= -       f   

    ( ) 12 , 12f 2 02=''

(2) 21f = -     x 2=       f   

( )f x x x4 12 23
= -    : f           4
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الربط  6

يربط المثال الإثرائي بين الدالة ومشتقاتها من جهة ودراسة 
الحركة على خط مستقيم من جهة أخرى.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

' لا يضمن  ( )f c 0= من المهم أن يفهم الطلاب أن الشرط 
. وبالمثل، يعيِّن  , ( )c f c^ h لها قيمة قصوى محلية عند f أن
'' كنقاط  ( )f x 0= بعض الطلاّب أي نقاط تكون عندها 
انعطاف. ذكِّر الطلاّب أن تغيرًا في التقعر ينبغي أن يكون 

موجودًا لكي يكون للدالة نقطة انعطاف.

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل»، 
. f على الدالة ''f  ، 'f تأكّد من فهمهم لتأثير إشارة كل من 

اختبار سريع

( )
( )f x x
x

1
1

2

2

=
+

+       : f 1 لتكن الدالة 

. ''f ( )x ' ، ثم  ( )f x (a) أوجد   

 ' ''( ) , ( )f fx
x
x x

x
x x

1

2 1

1

4 3
2 2

2

2 3

2

+

-
=

+

-
=

^

^

^

^

h

h

h

h

. ,3 3-^ h على الفترة f ادرس تقعر الدالة (b)  

   الدالة مقعرة لأسفل على كل من الفترتين 
. , , ,3 0 33 --^ ^h h

   الدالة مقعرة لأعلى على كل من الفترتين 
. , , ,3 30 3-^ ^h h

2  استخدم اختبار المشتقة الثانية لإيجاد القيم القصوى 

( ) :f x x x x f3 93 2
= + - المحلية للدالة 

 'f ( )x x x3 6 92
= + -

  ( ) ( )x x3 1 3= - +

 ' ( ) ,f x x x0 1 3,= = = -

 '' ( )f x x6 6= +

 '' ( )f 3 12 01- = -

x 3= - للدالة f قيمة عظمى محلية 27 عند   

 '' 1 1f ( ) 2 02=

1x = -5 عند  للدالة f قيمة صغرى محلية   
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  B 

.     b       a   (1-6)  

a  b  .   0 , 3^ h   3 5x xy 23
= - +   (1)

a  b  .   , 03-^ h  x
xy 1= -   (2)

a  b  . , ( )c f c^ h    f    ( )f ' c 0='    (3)

a  b  . ( )f ' c 0='   , ( )c f c^ h    f     (4)

a  b  .        (5)

a  b  .   3xy 8
= -    (6)

.        (7-12)  

-1
-1
-2

1

1

2

2

3

3

4 5 6

( )y f x= l

y

x

   ( f ' )         (7)
:  f  

. 1 , 3 , 4 , 5^ ^h h     a  

. 1 , 3 , 4 , 5^ ^h h     b  

.  3x =       c  

.x 4=  , 2x =        d  

        f   (8)

:     f   f ''    
-1

-1
1

1

2 3 4    5

y

x

( )''y f x=

 a  , 33-^ h b  3 , 3^ h

 c  , 41-^ @ d  3 , 5^ h

: ,1 1-^ h          (9)

a  ( )f x x2
=  b  ( )f x x x=  c  ( )f x x3

= -  d  ( )f x x2
= -

:     , ( )c f c^ h    f   (10)

a  ( )f ' c 0='  b  ( )f c 0='  c  ( )f c 0=  d  ( )f c''   

:         (11)

a  ( )f x x x53
= +  b  ( )f x x x24 2 4

= -  c  ( )f x x3
=  d  ( )f x x 2 4

= -^ h

:    ( )f x x 32 2
= -^ h  : f  (12)

a  1 b  2 c  3 d  4

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

الفترة
(المجال)

قيمة
صغرى
مطلقة

قيمة
عظمى
مطلقة

قيمة
صغرى
محلية

قيمة
عظمى
محلية

تزايد
في
فترة

تناقص
في
فترة

,a c26 @✓✓✓
,c c1 3h6✓✓✓✓
,c c2 3h6✓✓
,c c3 5h6✓✓✓✓✓
,c c1 46 @✓✓✓✓✓✓
,c b56 @✓✓✓

«حاول أن تحل»

(0 , 4)-     ،    (2 , عند (0  (a)  1

0 , 2^ h    :متزايدة على  (b)  

, , ,0 23 3-^ ^h h :متناقصة على كل من   

4- x يوجد قيمة صغرى محلية تساوي  0= عند   (c)  

x يوجد قيمة عظمى محلية تساوي 0 2= عند    

1 , 2
1

- -` j    ،    1 , 2
1

` j عند  (a)  2

1,1-^ h    :متزايدة على  (b)  

, , ,1 13 3- -^ ^h h :متناقصة على كل من   

x يوجد قيمة صغرى محلية تساوي  1= - (c)  عند   

2
1

-

2
1 x يوجد قيمة عظمى محلية تساوي  1= عند    

106



58

.     (1)       (2)    .   (13-15)  
.    a, b, c, d, e    (13), (14), (15)   

  (1)    (2) 

1

1-1
-1

-2-3

2

2

3
4
y

x

 (13)
a  

3
4
y

-1-1
1

1

2

2

-2-3 x

1

1

-1
-1

-2-3 2

2
3
4

x

y  (14)b  

1

-1-2-3

-3

2

-1
-2

1 2 x

y

-1-2-3 1 2

1
2
3

-1
-2

x

y  (15)c  

1
2
3
4

-1
-1

-2-3 1 2 x

y

d  

1

-1

y

x-2 1

2

2

3

e  

1

-1
-1

-2

y

x1

2
3

3 , 27
11I 2

a k نقطة انعطاف  3

, مقعرة لأسفل. 3
2

3-a k على الفترة  

3, مقعرة لأعلى.
2
3a k على الفترة  

4  ' ( )f x x x12 242
= -

 'f ( ) ( )x x x0 12 2 0,= - =

 ,x x0 2( ==

 '' ( )f 24 24x x= -

 '' (0)f 24 01= -

f قيمة عظمى محلية هي 0. x لمنحنى  0= عند   

 '' 24f ( )2 02=

f  قيمة صغرى محلية هي 16-  2x لمنحنى  = عند   

«تدريب إثرائي»

السرعة اللحظية:

 ' ( )f 3 6 3 ( 2)t t t t t2
= - = -

 

,2 3^ h,0 2^ hالفترات

+ +- -
'f إشارة 
'fV =

متناقصةمتزايدة
f سلوك 

حركة الجسيميتحرك يسارًايتحرك يميناً

2 30

'' ( )f 6 6 at t= - = العجلة: 

 

,1 3^ h,0 1^ hالفترات

+ +- -
''f إشارة 

''fa =

f بيان 

مقعر لأسفلمقعر لأعلى

1 30

  العجلة تناقصية في الفترة (1 , 0) وتساوي صفر عند 
,1 3^ h 1 وتزايدية على الفترةt = اللحظة 
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.   ( ) : fxf x x3 43
- +=    

:

.R       f
    

( )lim limf x x3

x x 3= = -
" "3 3- -

^ h

( )lim limf x x3

x x 3= =
" "3 3

^ h

f    

.         f

3( ) ( ) ( )( )3 3x x x x xf 1 3 1 12 2
- -= = = - +'

 ( ) 0f x ='      :
( )( )3 x x1 1 0- + =

1,x x1= = -

(1) (1) (1) 2 , ( 1) ( 1) ( 1) 4 63 4 3f f3 3
= - + = - = - - - + =

.   ( , ) , ( , )1 2 1 6 `-

f '    

( , )1 3( , )1 1-( , )13- -

+ + +---+ + +f '  

f   

3

3

3-

3-

1- 1

( , )1 1-     ( , )1 3   ( , )13- -       

: f ''    

( ) 6x xf =''  

( )xf 0=''  :0 ,3^ h, 03-^ h

+ +- -f ''  

33- 0

 6 ,0 0x x= =

( ) 4f 0 =  

0 ,3^ h     , 03-^ h      
.   ( , )0 4

148

3-4

�
����	 ���� ����
( ) x xf x 2 12

= + -  :  f      

:    1

y

x1-2
-1

1

2

2

-1

-2

3
4
5
6

       ( )f x'  a  

. f      

.        ( )f x''  b  

.    1       2

               
             
             
          .      

.    

          

Steps to be Followed in Drawing the Graph of a  
Polynomial Function  

. f    1

    R       R      
.

. f        2

. f     3

.          f '     4

.           ''f      5

.    6
                

.   

.       . f     7

    

Graph of Polynomial Functions

 
•  . f    f '  
•      

.  

 
•    

Graph of Polynomial  
Functions  

147

رسم بيان دوال كثيرات الحدود  :3-4

الأهداف  1

• . f f' و  ربط بيان 

رسم بيان دوال كثيرات الحدود. •

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

بيان دوال كثيرات الحدود.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة علمية - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عما يلي:

ارسم بيان كل من الدوال التالية:

(a) y x2 1= +   (b) y x23= -

(c) y x2
= -    (d) y x2 2

=

في التمرينين (c) و(d) اطلب إليهم وصف طرفي منحنى 
الدالة باستخدام الأسهم:    أو  

التدريس  5

ا مناقشة الخطوات اللازم اتباعها في رسم  من المهم جدًّ
بيان دالة كثيرة الحدود. استعرض النقاط بالترتيب. توقف 
عند كل نقطة منها للمناقشة والاستماع إلى آراء الطلاب. 
في النقطة 2 أشر إلى أنه في حالة الحدود المقفلة نوجد 

, نقطة  ( )M a f a^ h دون النهاية وتكون النقطة ( )f a

ا وهي مفصلية في رسم  f' مهمة جدًّ توقف. دراسة إشارة 
بيان الدالة.

تساعد النقاط الإضافية على دقة رسم بيان الدالة. ذكّرهم 
بضرورة دراسة تقاطع منحنى الدالة مع محور السينات 

ومحور الصادات وذلك بالتعويض عن x بـ صفر (التقاطع 
) (التقاطع  ) 0f x = مع محور الصادات) ثم حل المعادلة 

مع محور السينات).
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2101-2-x

7-0129( )f x   

y

x

2

-1
-2

1

4

2-2

-4
-6

6
8

 : f    

.   ( ) 2 : ff x x x3
-=      2

.   3( ) : fxf x x4 24 3
+ +=    

:

.R       f
.     

    ( ) 3lim limf x x4

x x 3= =
" "3 3- -

^ h

    ( ) 3lim limf x xx x
4 3= =

" "3 3
^ h

f    

.         f

    ( ) 12 12x x xf 3 2
+='

    ( ) 0f x ='    :

    12 12x x 03 2
+ =

    12 ( 1) ,x x x x0 0 12 (+ = = = -

    (0) 2 , ( 1) 3 4 2 1f f= - = - + =

.   1, ) , ( , )( 01 2-

f '     

+ + ++ + +---f '  

f   

3

3 3

3- 1- 0

 

0 ,3^ h  1, 0-^ h    , 13- -^ h    

150

y

x1-1

1

2

2

-2

3

4

5

6
  

3210-1-2-3x
2262462-14( )f x

         
 

: f    

.   ( ) 6 9 4f x x x x3 2
= - + -     1

.   ( ) : fx xf 1 3
-=    

:
.R       f

.     
     ( )lim limf x x3

x x 3= =-
" "3 3- -

^ h

     ( )lim limf x x3

x x 3= = --
" "3 3

^ h

.      f    

     ( ) 3x xf 2
-='

     ( ) 0f x ='   :
     3x x0 02 (- = =

     ( ) ( )f 0 1 0 13
= - =

.   ( , )0 1 `

------f '  

f   

3

3

3-

3-

0
  : f '      

0 ,3^ h  , 03-^ h    

 ''f     

( )' 6x xf = -'

6 0 0x x(- = =

 , 03-^ h      
0 ,3^ h     

- -+ +''f  

  

33- 0

  .   ( , )0 1

149

في الأمثلة (4) ,(3) ,(2) ,(1)

دراسة تغير دالة ورسم بيانها حيث درجة الدالة تتدرج من 
الدرجة الثالثة إلى الرابعة لاحظ أنه في المثالين (2) ,(1) 

حيث درجة كل دالة 3 يوجد نقطة انعطاف واحدة ولكن 
في المثالين (4) ,(3) يوجد نقطتي انعطاف.

في المثال (5)

ا ويجدر  f' وبيان f . الفكرة مهمة جدًّ ربط بين بيان 
بالمعلم التوقف عندها ومناقشتها مع الطلاب. لاحظ 

اقتصار دراستنا على حالات سهلة.

الربط  6

لا يوجد.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

f' لرسم بيان  قد يخطئ الطلاب في الربط بين بيان الدالة 
. f الدالة

f' فوق محور السينات  أشر إلى الطلاب أن بيان الدالة 
 x يناظر قيمة موجبة لذا شجعهم على إيجاد فترة المتغير

f' أسفل محور السينات يناظر قيمة سالبة  وإن بيان الدالة 
. x لذا شجّعهم على إيجاد فترة المتغير

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل»، 
تحقق من صحة عملهم ومن اتباعهم بالترتيب للخطوات 

المقترحة في رسم بيان الدوال.
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f    

.         f
     ( ) 4 4x x xf 3

- +='

     ( ) 0f x ='     :
     4x x4 03

- + =

     4 ( )x x 1 02
- - =

     4 ( 1)( 1) , ,x x x x x x0 0 1 1(- - + = = = = -

     (0) 1f =

     (1) (1) 2(1) 1 2f 4 2
= - + + =

     ( 1) ( ) 2( )f 1 1 1 24 2
- = - - + - + =

.   ,1) , 1, 2) , 1, 2)( ( (0 `-

f '      

---+ + +---+ + +f '  

  
f

33-

3- 3-

1- 10

 

,1 3^ h  1, 0-^ h       0 ,1^ h  , 13- -^ h        `

f ''    
    ( )'' 12 4x xf 2

+= -

    ( )'' 0f x =     :

    12 4x 02
+ =-

    12
1x 3 02

- - =` j

    12
3
1

3
1x x 0- - + =c cm m

    ,
1

x x
3 3
1

= = -

- -+ +- -f ''  

   

33-
1
33

1
-

 

,
3 3
1 1-

c m       ,
3
1

3-
-

c m  ,
3
1
3c m        

 
3

,
1

9
14

c m    
3
1

, 9
14

-c m :   

152

f ''     

      ( )'' 36 24x x xf 2
+=

      ( )'' 0f x =    :
      12 (3 2)x x 0+ =

      , 3
2

x x0= = -

      (0) 2 , 3
2

27
38

ff = - =a k

+ +- -+ +f ''  

   

33- 03
2

-

 ,3
2

0-a k       3
2

,3 --a k  0 ,3^ h        

.    , 273
2 38

-a k    (0 , 2) 

 

103
2

-1-2-x

9227
38

118( )f x  

: f  

y

x1

1

-1

2

3

4

5

6

-2  .   ( ) :f x x x f24 2
-=     3

.   2 1( ) : fxf x x4 2
+= - +    

:

.R       f
.     

     ( )lim limf x x4

x x 3= - = -
" "3 3- -

^ h

     ( )lim limf x x4

x x 3= - = -
" "3 3

^ h
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اختبار سريع
 ( )f x x x x3 9 103 2

= - + + -  : f ادرس تغيرّ الدالة
وارسم بيانها. 

.R الدالة كثيرة الحدود مجالها 

 ( ) ( )f x x x x x3 6 9 3 2 32 2
= - + + = - + +'

 ( ) ( )x x3 1 3= - - -

 ( ) ,f x x x0 1 3(= = - ='

,3 3^ h 1,3-^ h, 13- -^ hالفترات

- -+ +- -'f إشارة 

f سلوك 

1- 3 33-

 ( )f x x6 6= - +"

 ( )f x x0 1( (= ="

(1,1) نقطة انعطاف لمنحنى الدالة.  

 

,1 3^ h,13-^ hالفترات

-+''f إشارة 

التقعر

1 33-

y

x0 5

5

-5

-5

-10

10

15

-15

 ( )f x x x x3 9 103 2
= - + + -
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•   

21
1
303

1-
1-2-x

72
9
141

9
1427-( )f x

 

: f   

y

x

1

1-1
-1

2

2-2

-2
 .   8( ) 7f x x x4 2

= - +  :    4

Relations Between the Graphs of f '  and f  f   f '     

f '       

. f    
y

x1

1

-1
-1 2

-2

-3

(1) 
f l  

 . f      f '   

. f '    (1)   

•    1, ( )f 1^ h

•  ( ,1)3-     f ' 

•  (1, )3     f ' 

( ,1)3-     f  

(1, )3    

. (1)f    

y

x1

1

-1
-1

2

2

3

3

4

-2  .       f      
. f           

153

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

f' عند  ( )x 0= f' تكون  ( )x x2 2= +   (a)  1

1, نقطة حرجة. 2- -^ h أي أن x 1= -

 

,1 3-^ h, 13- -^ hالفترات

+ +- -'f إشارة 

fمتناقصةمتزايدة سلوك 

1- 33-

 f , وتتزايد  13- -^ h على الفترة f    تتناقص 
. ,1 3-^ h على الفترة

( )f x 2 02="  , x Rd6  (b)  
لا يوجد نقاط انعطاف وتقعر المنحنى إلى أعلى.   

2  يتوافق المنحنى المرسوم مع كافة الإجابات 

الموجودة في السؤال (1).

«حاول أن تحل»
1  ( )f x x x x6 9 423

= - + -

 ' ( ) ( )( )f x x x x x3 12 9 3 1 32
= - + = - -

1
,3 3^ h 1,3^ h,13-^ hالفترات

+ +- -+ +'f إشارة 

f سلوك 

3 33-

 '' ''6 ,f f12 2( ) ( )x x x x0(= - = =

. f 2, هي نقطة انعطاف لمنحنى الدالة  2-^ h  

 

,2 3^ h,23-^ hالفترات

+ +- -''f إشارة 

التقعر  

2 33-

( )f x x x x6 9 43 2
= - + -

y

x0 2

2

3 41

1

-2
-3
-4

-1
-1

2  ' ( )f x x1 6 2= -

  x x1 6 1 6= - +^ ^h h

- -+ +- -'f إشارة 

f سلوك 

33- 6
1

-
6
1

 '' ''( ) , ( )f f12 0 0x x x x(= - = =

. f 0, هي نقطة انعطاف لمنحنى الدالة  0^ h  

 

-+''f إشارة 

f تقعر منحنى 

0 33-

( )f x x x2 3
= -  

y

x0

2
3

1

1

-2

-3
-4

-1
-1
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x

  

y

1-1

( )y f x=l l

' ' ( )y f x=

 ( )  f '   f    

:     f      

0( )f 0=  a

.     ( f  ) f '     b

x    f  c

:

x

y

    f    
.   f l  

1

 .    a   

.            b   

  1-      1-      f    x 1=   
.        x 1=  

.2       2     f    x 1=   

               
.     ( , )1 1-       

.      

x

y

1

1-1
-1

-2-3-4

2

2

3

3 4

4
5

' ( )f x

' ( )f x
 :     f       5

( )f 0 1=  a  

.     f '     b  

. x    f  c  
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 ( )f x x x8 74 2-= +  y

x0

4
6

2

2

-2
-2

-8

-4
-6

5  ( )
,

1 , 0
f x

x x
x x
3 1 01

H
=

+

+
(

إجابة ممكنة:  
y

x

2

1

1

-1

 

3  ( ) 14 4 4 ( )f x xx x x3 2
= -= -'

  1 14 ( )( )x x x-= +

 1
+ +- -+ +- -'f إشارة 

f سلوك 

33- 1- 0

 '' 4 4 3 1 3 1f 12( )x x x x2
= - = - +^ ^h h

 
3
1

, 9
5

3
1

, 9
5

,-
- -

c cm m

f نقاط انعطاف لمنحنى الدالة   

 

+-+''f إشارة 

f تقعر منحنى 

33-

1
3

-
3
1

 ( )f x x x24 2-=   y

x0

2
3
4
5
6
7

1

1

-2-1
-1

4  ' ( ) ( )( )f x x x x x x4 16 4 2 23
= - = - +

 2
+ +- -+ +- -'f إشارة 

f سلوك 

33- 2- 0

 '' ( ) ( )( )f x x x x12 16 4 3 2 3 22 += - = -

 نقاط انعطاف 
3

, 9 ,
3

, 9
2 17 2 17

-
- -

c cm m  

. f لمنحنى الدالة 

 

+-+'f إشارة 

f تقعر منحنى 

33- 3
2

-
3

2
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62

:       f   (11)

.     f  a  

.       f  b  

.      f  c  

.     f     d  

.     (1)       (2)    .   (12-14)  

y

x1

1

-1
-1

-2-3

-2
-3

2

2 3

 . f      

(2) (1) 

a  , 03-^ h
( )f x 0='  (12)

b  , 1 , 1 ,3 3- -^ ^h h
.........  ( )f x 02'  (13)

c  , ,2 0 2- .........  ) 0(f x 1''  (14)

d  ,1 1-

e  0 , 3^ h

61

.        (6-11)  

:      f  (6-8)  

x 3- -1 5 3

( )f x
3 3

-5 3-

:      (6)

( ) ( )f f0 61  b  ( )f f2 02-^ h  a  

( ) ( )f f1 82-  d  ( ) ( )f f9 22- -  c  

: ( )f x 0=   (7)

 b    a  

.    d    c  

:   f    (8)

.    5-  a  

.    3 b  

.    3    5-  c  

.    5    1-  d  

( ) 1x xf x 72
= - + +  :  f   (9)

.    f  a  

.   f  b  

.   f  c  

.    f  d  

:   f  . ( ) , 0x xf ax bx c d a3 2 !+= + +  :  f  (10)

.       a  

.   b  

.      c  

.     d  
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3-4

    

Graph of Polynomial Functions

  A 

. f       f    f '     (1-2)  

(1)

,2 3^ h, 23-^ h

+ +- -f ' 

f 

3- 32 (2)

,5 3^ h,0 5^ h,3 0-^ h, 33- -^ h

- -+ ++ +- -f ' 

f 

3- 33- 0 5

(2) 2f = -  :  ( )f 5 4=   ( ) 2f 0 =   ( ) 0f 3 =-  :  

.         (3-6)  

(3) ( ) 4 7f x x x x23 2
= - - +

(4) ( )g x x x 54 2
4

2
= - +

(5) ( )h x x x8 82 4
= - -

(6) ( )x x xf 33
= - -

.    (C)  x    ( ) 13
2f x x x23 2

= - +  : f    (7)

. f     (a)  

.1    (C)   A  (b)  

.    A  l        

.(C)  l  (c)  

60

.   a, b, c, d  ( )f x ax bx cx d3 2
= + + +  :  R     f  (8)

(0)f 1=   ( )f 2 5- =   a, b, c, d       

02-3-x
+00+f ' 

f  3+

3

3-

-

.    f      f '     (9)

f

y

x1 2 3-1-2-3-4

1

3

2

0

  B 

.     b       a   (1-5)  

.  (C)  ( ) 2
1

2
3

f x x x 23 2
= - + +  : f  

a  b  .   (C)   (1)

a  b  -1

1

1 2  . f '      (2)

a  b  .    2        (3)

a  b  .     4  (4)

a  b  . , 13-^ h     (C)  (5)
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3-5

   

Applications on Extreme Value

   A 

:     20      (1)

.      (a)  

.           (b)  

  6 cm           (2)

.        8 m        (3)

.   20              (4)
y

x

(0, b)

(a, 0)

 .(0, b)   (a, 0)       

              
.a b=

    .             (5)
  800 m           

                 (6)
.            500 m3

.            

.θ   b  a     (7)

       θ   

. sinab2
1 θ =a    : e  

1000 cm3            (8)

.          

 .3 m            (9)

3-5
   

Applications on Extreme Value

 ��	��� ���
       

: f    

  x   ( )f x x x15 600 502=- + +

.   

       a

    b

            ´  ª 
             
             

:       

.           :   1

 .          :     2
.             

             
.

.         .    3

:        4

.            

.              :    5

              :   6
.

       100   

 
•     

.
• .   

 
•    

Max-Min Values  
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تطبيقات على القيم القصوى  :3-5

الأهداف  1

حل مسائل تطبيقية تتضمن إيجاد قيم صغرى  •

وعظمى للدوال في الهندسة والصناعة والاقتصاد.

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

القيم العظمى والقيم الصغرى.

الأدوات والوسائل  3

آلة حاسبة علمية - ورق مقوى - حاسوب -

.(Data Show) جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

b ومجموعهما  02  ، a 02 (a)  إذا كان لدينا عددان 

a، فمتى يكون حاصل ضربهما أكبر عدد  b 20+ =

ممكن؟

b وحاصل  02  ، a 02 (b)  إذا كان لدينا عددان 

ab، فمتى يكون حاصل جمعهما  36= ضربهما 

أصغر عدد ممكن؟
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:

:

0 100x1 1                 x     

x100 -       `  

( ) ( )g x x x1002 2
= + -   :    

     ( ) ( )( )'g x x x2 2 100 1= + - -

     ( )'g x x x2 200 2= - +

  x4 200= -

 ' ( )g x 0=  

     x x4 200 0 50&- = =

, ( )g50 50^ h     `

     ( ) ,x 4 4 0=''g 2

x 50=       ( )g 50   `

x 50=  :     `

x100 100 50 50- = - =   :    

50      50     `

.      14    1

   

     x            
.(   )     cm , cm6 16  

        .        x  
 

  :

:

( )x1 26 -    ,   ( )x6 2-            x  
6x0 21 1   6      2x

3x0 1 1         
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y x=     2
3

, 0` j     (10)

y x=

,2
3

0` j

y

x

1

1 2 3

2

  B 

.     b       a   (1-2)  

a  b  16 cm   16 cm2       (1)

           (2)

a  b  24 units2   12y x2
= -     

.        (3-6)  

:        6 cm3 2    (3)

a  cm9  , cm4  b  cm12  , cm3

c  6 cm  , cm6  d  cm18  , cm2

 y x4 2
= -               (4)

:

a  8 , 3
4 3  b  3

8  , 3

c  4 , 4 d  3
34  , 3

8

                 (5)
.         4   ,cm cm10 16

:            

a  , ,cm cm cm2 6 12  b  , ,cm cm cm3 4 12

c  , ,cm cm cm2 8 12  d  , ,cm cm cm3 6 8

التدريس  5

قد ترغب في أن تبدأ هذا الدرس بأن تطلب إلى الطلاب 
أن يأتوا بمواقف يريدون فيها أن يوجدوا قيمًا عظمى أو 
صغرى لدالة. كن مستعدًا لإعطاء العديد من الأمثلة في 

حالة لم يقدم الطلاب أي موقف.

ًّا، يجد الطلاب صعوبة مع مسائل حياتية، خاصة  تقليدي
بتكوين الدالة التي يكون مطلوباً إيجاد قيمها القصوى 

(أصغر أو أكبر قيمة)، وتحديد المجال المناسب لسياق 
المسألة. في هذا الصدد، أكِّد على «إستراتيجيةّ الخطوات 

لحل مسائل القيم العظمى والصغرى».

في المثال (1)

تطبيق مباشر على القيم العظمى. أشر إلى أن وجود عبارة 
«مجموع مربعيهما أصغر ما يمكن» هي التي تدفعنا لإيجاد 

القيم الصغرى.

في المثال (2)

راجع مع الطلاب هذا المثال مشدّدًا على أنّ الجملة 
«حجم الصندوق أكبر ما يمكن» هي المؤشر لتطبيقات 

القيم القصوى.

أشر إلى أن المفردات والتعبيرات المماثلة تدل على 
استخدام القيم القصوى.

أحياناً في التطبيقات الحياتية لا يمكن وضع رسم بياني 
 .y أو x ًّا نظرًا لوجود قيم كبيرة لـ دقيق للدالة يدوي

لذا ينصح في هذه الحالة استخدام آلة حاسبة بيانية أو 
حاسوب.

في المثال (3)

من المهم قبل البدء في هذا المثال مراجعة قواعد 
المساحات المطلوب استخدامها (مساحة الدائرة + 
المساحة الجانبية للأسطوانة) وأيضًا حجم الأسطوانة.

اسأل عن العلاقة بين السعة والحجم (العلاقة بين اللتر
. cm3
^ و
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    x  2s x x
v2π= +         (6)

. V x h2π=^  : ) .  V

h
x

 :            

a  x h2  b  x h=  c  x h1  d     

( ) ( )( )V x x x x2 1 26 6= - -   :     `

( ) 4V x x x x4 4 963 2
= - +   :    

( )'V x x x12 88 962
= - +   :  V   

( )'V x 0=       
x x12 88 96 02

+- =       
22x x4 3 24 02

+- =^ h       
     ( )( )x x4 6 3 4 0- - =

     x 6=  , x 3
4

=  :     
  ( , )6 0 3z   

( )'V x x24 88= -'    :  

     ,'V 3
4

24 3
4

88 56 56 0# 1- - -= =' a k

x 3
4=        

3
4

4 3
4

44 3
4

96 3
4

V
3 2

= - +` ` ` `j j j j  :   

  cm27
1600 3

=

.     cm3
4          

cm27
1600 3    

,cm cm8 15           (2)   2

   

.(    )              

         

:

        . h   r         
         ( )     

    +   =   

A rh r2 2 2
= +π π  (1)  

cmL1 1000 3
=       

V r h 1 0002` = =π  
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في المثال (4)

من المفيد محاورة الطلاب والنقاش معهم بواسطة رسم 
هندسي عن أقصر مسافة بين نقطة ومستقيم وهي طول 
القطعة المستقيمة على الخط العمودي من النقطة إلى 

المستقيم وبالتالي نوجد القيمة الصغرى لدالة المسافة بين 
النقطة خارج المستقيم وأي نقطة على هذا المستقيم.

في المثال (5)

كثيرًا ما تحوّل المسائل الاقتصادية إلى دوال يدرس تغيرّها 
لإيجاد القيم العظمى (كالربح) والصغرى (كالكلفة) وهذا 

مبدأ أساسي في الاقتصاد.

الربط  6

تعطى التكلفة الكلية لإنتاج آلة ما بالدالة: 
، حيث x تمثل ألف  ( )C x x x100 1300 10002

= + +

وحدة إنتاج، وC(x) تعطى بآلاف الدنانير. تباع كل وحدة 
إنتاج بثمن 000 2 دينار.

 x عدد الوحدات المباعة، فأوجد بدلالة x إذا كان  (a)

الربح = سعر مبيع الكمية - كلفة الكمية المباعة  

( ) ( ) ( )P x R x C x= - دالة الربح:   

 ( )P x x x x2000 100 1300 10002
= - - -

 ( )P x x x100 700 10002
= - + -

أوجد قيمة x التي تحقق أكبر ربح.  (b)

 ' '( ) ( )P Px x x

x x

200 700

200 700 2
7

0&

&

= - + =

- = - =

 '' ( )P x 200 01= -

' ( )P x 0= يتحقق أكبر ربح عند:      

x تمثل 000 1 وحدة إنتاج  a  

2
7

1000# ` يتحقق أكبر ربح عند:    

أي 500 3 وحدة إنتاج.  

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

في مسائل تطبيقات على القيم القصوى، قد يتغاضى 
الطلاب عن نقاط النهاية كنقاط ممكنة لقيم قصوى، أو 

يجدون حلولاً خارج مجال المتغير موضع الدراسة.
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عند الرسم البياني لمسائل التطبيقات التي تتضمن دوال 
مثلثية، غالباً ما يتم التغاضي عن حلول بديلة لكل من: 

. '' ( )f x 0= ' أو  ( )f x 0=

الطبيعة الدورية للدوال المثلثية لا بد من أن تكون دائمًا موضع 
الاعتبار في هذه المسائل، وذلك باستثناء بعض الحالات التي 

تكون فيها الشروط الفيزيائية للمسألة مقيِّدة للمجال.

التقييم  8

راقب الطلاب وهم يعملون على فقرات «حاول أن تحل»، 
وتأكّد من فهمهم لتطبيق الدوال على القيم العظمى 

والصغرى لنماذج من الواقع.

اختبار سريع

يريد صاحب مشروع زراعي بناء خزان مياه على 
شكل شبه مكعب مفتوح من أعلى يتسع

 x m قاعدته مربعة الشكل طول ضلعها ، m72 لِـ 3
وارتفاعه y m تعطى تكاليف بناء الخزان بالمعادلة: 

C 50 3003
= +x xy

أوجد قيم x , y للحصول على أقل كلفة ممكنة.

 ,m m2 3 6

1000
r

h 2= π  (2)  

   (1)   h   

     A r r r2
1000

22
2

#= +π
π

π

     A r r2 000
2 2

= + π

     dr
dA

r r2 000
42= + π-

 dr
dA

0=  

 r r0
2 000

42` =
-

+ π

 r r4
2 000

2=π

 r4 2 0003` =π

 r 5003
= π

 .r 5 42.

 r 0!          

:            

dr
d A

r
4 000

42

2

3= + π  :  

.A     

.     r 5003
= π   A    A    

r2=h r
1000 500

2=
π π= 2 3   .h 10 84.  

:

:              

      5.42 cm , 10.84 cmr h. .

.h     ( ) 2 ( 36 )V h h3
= - + h    3

.      ( )h cm    a  

    b  

158
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: P  

x 0 3

'P  ++ - -

P  

60

.      60    60  P      x       

:   

     ( 0) (60) 120(60) 400P 6 2
= - + -

  4 000 7200+= -

  003 2=

.  3 200    

 .    ( ) x      5
( ) 2

25
x x xC = - +  :        

.           a  

.  10      b  

.          

161

 ( , )Q 6 0   y x 162 2
- =     ( , )P x y      

:

    16 16y x y x2 2 2 2&- = = +

 ,P Q     

    PQ x x y y2 2
Q P Q P= +- -^ ^h h

  x y6 02 2
= +- -^ ^h h

( )S x x y6 02 2
= - + -^ ^h h  :     

 136 36 6xx x y x x12 122 2 2 2
- + + - + + += =

 52x x2 122
= - +

    2
1

4 12 2 12S ( )x x x x 522 2
1

= - - +
-

' ^ ^h h

  
x x

x
2 12

2 5

522
=

- +

-

  ( ) 0 2 6 0 3S x x x& &= - = ='

x x2 12 52 02
- + =     

6 26x x 02
- + =  

( ) 1 2646 2
# #T = - -    :   

3 04 68 , 68 06 1 1= - = --  
     `

   

x
( )S x'  - - + +

S x^ h

33- 3

 

 x 3=    ,P Q       `
( ) ( ) ( )12 52S 23 3 32= - +    

  34=

.   34    

  ( , )B 3 0   y x=      ( , )A x y       4

159

 x          

..   
 ( ) 20

400
x xxC = - +   ( )      

.            1
.  100      2

. x      a  

      x   b  

:
.    x `     x   

.     x    (0, )3    c    1

    '( ) 1
400 400 ( 20)( 20)

x
x x

x
x

x xC 2 2

2

2= - =
-

=
- +

(    x)  20 0 , 0x x2 a22+

   20x -   'C `

 
x 3

'f   - - + +

f 

200

.      20      

   -     =   a  2
100x  :      

20
400

. 20 400x x x xx
2

- + = - +` j  :      

:  
     ( ) 100 ( 20 400)x x x xP 2

= - - +

  100 20 400x x x2
= - + -

  400120x x2
= - + -

.     x    (0, )3    P        x    b  

     ( ) 2 120P' x x= - +

 ( ) 0P' x =  
  2 120 0x- + =

  60x =    

160

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

20 دينارًا  (a)

050 6 دينارًا  (b)

«حاول أن تحل»

العدد الأول 7 ، العدد الثاني 7  1

2  cm245
27

0 3

3  (a) 2 3 cmh =

 (b) 522.37 cmV 3.

2 وتساوي
5x = أقصر مسافة تحدث عند   4

2 وحدة طول
11  

000 5 مكثف.  (a)  5

000 6 مكثف.  (b)  
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:              :   

. x  P      1

B

P(x , ?)

A
x x

y
1

1-1 0

 . AB6    :  ]  

. x      2

        3

:

( , ) , ( , )A B1 0 0 1   : AB     1

y x 1= - +  : AB    AB1` - =   

( , )P x x AB1 `- +    P  

 ◊  =   2

x x2 2p# = =   
x

y

1

1

2-1
-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

0

 y x 1p = - + =   

( )x x x x2 1 2 22- + = - + =      

( )f x x x2 22
= - +    : f       3

.x 0 5=   0.5     ( )f x     

.   0.5        

:    

. units2 0 5 1# =          :  

. . units0 5 1 0 5- + =     :  

 
    cm cm20 30#              
            x cm      

30 cm

20 cm

 .      

.   V(x)     a

.    V      V   b

  x          c

.   

.       d

162

حل «مسألة إضافية»
(a) ( ) ( )( )V x x x x15 20 2= - -

(b) x0 2 201 1

 x0 101 1

,0 10^ h مجال الدالة  `  

0 2

1 000

800

400

600

200

4 6 8 10 12 14 16 x

y

 
(c) ,x V4 528. .

(d) ( )V x x x6 100 3002
= - +'

 ( )

( )

V x x
V

0 4

4 528

( .

.

='

المرشد لحل المسائل
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•  :  ( )f c   Dc d  D   f  

 ( ) ( )f fc xH  , x D6 ! f   :  D   f      -  

( ) ( )f fc xG  , x D6 ! f   :  D  f     -  

•  .            f  [a , b]      f  

•  :  ( )f c   c    D  f     , ( )c f c^ h 

f (c) f (x)H    Dx6 !   :  c     a  

f (c) f (x)G    Dx6 !   :  c     b  

•  .   f (c)l   0f (c) =l     , ( )c f c^ h  f    

•  .   , ( )c cf^ h  x c=    (   )    f    

•  :   f   

[a , b]    -  

(a , b)     -  

f (c) b a
f(b) f (a)

=
-

-
l   ,c a b! ^ h     

•  :   . I     f 

,, Ix x f(x ) f (x ) x x( 61 1 !1 21 2 1 2    :   I     f  1

,, Ix x f(x ) f (x ) x x( 61 2 !1 21 2 1 2    :   I     f  2

•  .                    

•  .(a , b)     f 

.(a , b)   f  (a , b)    x   f ( ) 0x 2'    -  

.(a , b)   f  (a , b)    x   f ( ) 0x 1'    -  

.(a , b)   f   (a , b)    x   f ( ) 0x ='    -  

•  .   , ( )c cf^ h       f 

.c        f   x c=        f '      -  

.c       f  x c=       f '      -  

164

•  .c        f  x c=   f '      

•   :

. I      I          

. I      I          

•  :  

. I     f      0 ,f (x) x Id62''    a  

. I     f      0 ,f (x) x Id61''    b  

•   :   

     f   c    f    f      , ( )c f c^ h  
.          

•  .x c=        f   ( )f c 01''   ( )cf 0='   

•  .x c=        f   ( )f c 02''   ( )cf 0='   

16567

( )f x x x3 5–3 2
= +    : f   (15)

,306 @          (a)  

( )
( ) ( )

f c b a
f b f a

=
-

-
'   (a, b)  c   (b)  

( ) :f x x x fb c2
= + +    (16)

x 2= -   1-       f    b , c   

66

:         (1-2)  

(1) ( ) 9 21 11 , 2 ,0f x x x x3 2
-= - - - 6 @

(2) ( ) , 2 ,3
1

5f x x2
+

= -6 @

:  (3-5)  

.      (a)

.    (b)

(3) 6( ) x xf x 123
= - +  (4) 

1
( ) x

xg x 2=
+

 (5) 
2

( )
9

x x x
xh 2=

+ +

:  (6-8)  

.       (a)

.     (b)

(6) ( ) 2f x x x 363 2
= - +  (7) ( ) 2 5 6x x x xg 4 3

= - + -  (8) ( )
3h x x 1=
-

:  ( )y f x=     (9-10)  
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Statistics الوحدة الرابعة: الإحصاء 
قسمت الدروس في هذه الوحدة إلى أجزاء.

1-4: التقدير واختبارات الفروض

جزء 1: التقدير بنقطة.  

جزء 2: التقدير بفترة الثقة.  

جزء 3: القيمة الحرجة.  

2-4: اختبارات الفروض الإحصائية

جزء 1: الفرض الإحصائي.  

جزء 2: فرض العدم والفرض البديل.  

3-4: الارتباط والانحدار

جزء 1: الارتباط.  

جزء 2: الانحدار.  
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104 أشخاص من أصل 000 11 تناولوا جرعات • 
الأسبيرين أصيبوا بنوبات قلبية حادة.

189 شخصًا من أصل 000 11 تناولوا جرعات • 
وهمية أصيبوا بنوبات قلبية حادة.

ًّا  ًّا تناقصي هل يمكن أن تبينّ هذه النتائج مدلولاً إحصائي
للإصابة بنوبات قلبية حادة بين أفراد العينة الذين 

يتناولون جرعات الأسبيرين؟

يمكن استخدام دروس هذه الوحدة للإجابة عن هذا 
السؤال خاصة أنه مهم بالنسبة إلى أعمار عدد كبير من 

الأشخاص.

ما دور الإحصاء في تقييم الإنتاج؟ الكلفة والبيع والربح.

ما دور الإحصاء في مجالات متعددة من اهتماماتنا 
اليومية؟

استخدام الأدوية ومفعولها، معالجة الأمراض وحدود 
نجاحها أو فشلها...

يرتكز دور الإحصاء على ضمانة الدراسة لجهة كونها 
مفيدة ومقبولة، ويعتمد عليها، ويمكن فهمها.

يجب التمعن جيدًّا بمدلول النتائج التي نحصل عليها 
لاتخاذ القرار المناسب على سبيل المثال، إذا كان المنتج 

A أفضل من المنتج B أم لا.

يعتمد الإحصائي في البدء على تحليل البيانات باستخدام 
طرائق استقصائية عامة ترتكز على تمثيلات بيانية وقياسات 

عددية.

يستكشف البيانات لأنه لا يعرف مسبقًا النتائج التي يمكن 
الحصول عليها لذا يستخدم في هذه المرحلة مخططات 
الانتشار والصندوق ذي العارضتين والمدرج التكراري 

لعرض ووصف البيانات.

ومن المتعارف عليه أن الإحصائي يتعامل مع عينات 
المجتمع الإحصائي لذا يوجد أخطاء معيارية خاصة بكل 

عينة، مثل الخطأ المعياري للمتوسط الحسابي، والخطأ 
المعياري للانحراف المعياري، والخطأ المعياري لمُعامل 

الارتباط.

هل يساعد الأسبيرين على تجنب النوبات القلبية الحادة؟

سؤال يطرح دائمًا من ضمن مجموعة أسئلة في الطب 
الوقائي.

في تجربة أجريت على 000 22 شخص في إحدى الدول 
حيث تناول نصفهم جرعات من الأسبيرين وتناول النصف 

الآخر جرعات أدوية وهمية جاءت النتائج كما يلي:

مقدمة الوحدة
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مشروع الوحدة

إن الهم الأساسي للمتخرجين من المعاهد والجامعات هو 
إيجاد فرصة عمل وهنا تكمن المشكلة في الوسيلة الأفضل 

والأنجح لإيجاد فرصة العمل.

من هنا يعالج مشروع الوحدة بعض الوسائل المتبعة 
للدخول في سوق العمل.

إجابات «أسئلة حول التطبيق»

قد تختلف الإجابات بحسب كل طالب.  (a)

تتنوّع الاستمارات بحسب كل طالب.  (b)

(c)  تتنوّع الإجابة بحسب كل طالب لأنه ربما قد يجد وسيلة غير 
تلك المذكورة سابقًا.

التقرير

اِعرض تقريرك أمام الصف ليتم مناقشته وذلك من خلال 
مقارنة الأرقام والنسب المئوية المرتبطة بكل وسيلة، ثم 

استخدام هذه الأرقام والنسب في عملية البحث عن فرصة 
عمل ومقارنتها مع الأرقام المشابهة في تقارير زملائك في 
الصف ليعمل على اعتمادها أو تصحيحها أو حتى رفضها 

سلّم التقييمفي حال كان هناك فوارق كبيرة في ما بينها.
جدول النسب المئوية صحيح بالكامل - 

الاقتراحات والاستنتاجات ممتازة ومفيدة - 
التقرير منظم وواضح ويعكس نتائج بحث مميز.

4

بعض الأخطاء في الجدول - الاقتراحات 
والاستنتاجات جيدة ومفيدة - التقرير منظم 
وواضح ولكن ينقصه الدقة في بعض النقاط.

3

أخطاء كثيرة في الجدول - الاقتراحات 
والاستنتاجات مقبولة - التقرير غير منظم 

وينقصه الوضوح في التفاصيل.

2

معظم عناصر المشروع بحاجة إلى إعادة لأنها 
ناقصة.

1
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التقدير  :4-1

الأهداف  1

التعرف على التقدير بنقطة.• 

إيجاد التقدير بفترة ثقة.• 

إيجاد هامش الخطأ.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

المعلمة - الإحصاءة - تقديرالمعلمة - التقدير -التقدير 
بنقطة - التقدير بفترة الثقة - درجة الثقة (مستوى الثقة) 

- نسبة الخطأ (مستوى المعنوية) - القيمة الحرجة - 
هامش الخطأ - درجات الحرية.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

أوجد المتوسط الحسابي للأعداد التالية:  (a)
(1)  1, 1, 1, 1, 1
(2)  -3, -2, -1, 3, 2, 1

أوجد الوسيط للأعداد التالية:  (b)
(1)  9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1
(2)  6, 6, 6, 6, 6

أوجد المنوال للأعداد التالية:  (c)
8, 16, 7, 9, 10

التدريس  5

التأكيد على أهمية التقديرات في علم الإحصاء وكيفية 
التعامل معها يحتاج إلى الكثير من الدقة والانتباه خاصة 

عند إجراء الحسابات اللازمة، ومعرفة الفرق بين مستوى 
الثقة، وفترة الثقة، والقيمة الحرجة.
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في المثال (1)

يستخدم الطالب جدول التوزيع الطبيعي المعياري لإيجاد 
Z المناظرة لمستوى ثقة 95%.

2
α القيمة الحرجة 

أرشد الطلاب في البحث عن العدد 0.4750 لإيجاد قيمة 
1.96Z وليتعرفوا كيفية التعامل مع الجدول.

2
=α

ملاحظة: في حالة عدم وجود العدد في الجدول نأخذ 
أقرب قيمتين له وتكون القيمة الحرجة هي المتوسط 

الحسابي للقيمة المناظرة لهاتين القيمتين.

في المثال (2)

يوجد الطالب هامش الخطأ ثم فترة الثقة ويفسرها 
باستخدام مستوى الثقة %95 لعينة مكونة من 40 شخصًا 

x. علمًا أن  76 3= حيث الانحراف المعياري 12.5 و
الانحراف المعياري للمجتمع الإحصائي معلوم.

.( ,x E x E- + ذكّر الطلاب بأن فترة الثقة هي (

تأكد من أن الطلاب قادرين على تفسير فترة الثقة. اطلب 
إلى بعضهم إعادة صياغة التفسير الموجودة في كتاب 

الطالب ص 172.

في المثال (3)

تطبيق مباشر لمفهوم هامش الخطأ وفترة الثقة بمعلومية 
حجم العينة ومتوسطها الحسابي وتباينها علمًا أن تباين 

المجتمع الإحصائي غير معلوم.

ناقش مع الطلاب تفسير فترة الثقة.

في المثال (4)

25 وأن  30n 1= ألفت انتباه الطلاب إلى أن حجم العينة 
التباين للمجتمع الإحصائي غير معلوم لذا يجب استخدام 
توزيع t ودرجة الحرية 24 لحساب هامش الخطأ وفترة 

2.064t t
2

0.025= =α الثقة. لاحظ أن 

t على 
2
α اطلب إلى الطلاب العمل على أمثلة بديلة لإيجاد 

.t جدول التوزيع

 30n 2^ h Z
2
α شدّد على الحالات التي يتم فيها استخدام 

. 30n #^ h t
2
α وأيضاً على الحالات التي يتم فيها استخدام 
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4-1

Estimation

  A 

:            Z
2
α     (1)

(a) 97% (b) 99.2%

   .  1 000             (2)
    μ      .  5        

.        0.25    2σ     95%

  95%       . .3 5σ =  x 30=   n 13=     (3)
μ       .        μ 

. .119 5σ =    .x 172 5=    40       (4)

.   μ   95%        

   80              (5)
. .S 2 2=      .x 4 8=  ( )    

.μ   95%       

    S 152
=        16n =     (6)

.x 13=  

.95%    μ      

  B 

.     b       a    (1-2)  

a  b  2.055  96%   Z
2
α     (1)

  1.7  x        225     (2)

a  b  . .2 63 2 761 1μ  :      95%   .S 0 5=   

الربط  6

يوفرّ المثالان (2)، (3) فرصة للطلاب للتعرف على كيفية 
استخدام فترة الثقة في مواقف حياتية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

قد يخطئ الطلاب في استخدام جدول التوزيع الطبيعي، 
وجدول التوزيع t لإيجاد القيم الحرجة، لهذا أعطهم أمثلة 

أخرى لتخطي هذه المشكلة.

التقييم  8

ا متابعة عمل الطلاب في فقرات «حاول أن  من المهم جدًّ
تحل» لمعرفة مدى قدرتهم على فهم واستيعاب المطلوب 

منهم وحلهّ.

اختبار سريع
1  عينة عشوائية حجمها 40 متوسطها الحسابي 

x وتباينها 20 باستخدام مستوى ثقة 95%. 15=

.E 1 386. (a) أوجد هامش الخطأ.   
(b)  أوجد فترة الثقة للمتوسط الحسابي   

( . , . )13 614 16 386  .μ للمجتمع الإحصائي
(c) فسّر فترة الثقة.  

  عند اختيار 100 عينة عشوائية ذات الحجم 
) وحساب حدود فترة الثقة  )n 40= نفسه 

لكل عينة فإننا نتوقع أن 95 فترة تحوي القيمة 
الحقيقية للمتوسط الحسابي μ للمجتمع 

الإحصائي.
n متوسطها  21= 2  عينة عشوائية حجمها 

S. استخدم  162
= x وتباينها  52= الحسابي: 

مستوى معنوية %5 لإيجاد:
(a) هامش الخطأ.  

n: نستخدم  21 301= σ غير معلوم،    
S 4=  ،t توزيع

n 1 21 1 20- = - = درجات الحرية:   
. .1 1 0 05 0 95α- - == مستوى الثقة:   

.
.2 2

0 05 0 025α
= = نوجد:   

.t 2 0860.0250 = من جدول التوزيع t تكون قيمة   
 . .E 2 086 5

4 1 6688#= = هامش الخطأ:   
(b)  فترة الثقة للمتوسط الحسابي μ للمجتمع   

الإحصائي.
,x E x E- +^ h فترة الثقة:   

( . , . )23 3312 26 6688=
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     n 40=               
95%    . .x 76 3=     .12 5σ =

.    1

 .μ         2

.    3
:

 95%    a  1

1.96Z
2

=α    :    `  

E Z
n2

` :
σ

= α    σ    

, . , .n x40 12 5 76 3a σ= = =  

1.96
40

12.5

3.87379

E

E

#

.

=   :   

3.8738 .     `  

,x E x E- +^ h   :    2
 . . , . .76 3 3 8738 76 3 3 8738= - +^ h
 . , .72 4262 80 1738= ^ h

 95          n 40=^ h       100   3
.μ       

 .3 6σ =      25          (2)   2
.x 18 4=    

95%    

.    1  

.μ         2  

.    3  

n 302       2σ     :

μ        

1.96  95%    Z
2
α     1

.     S    E Z
n

S

2
:= α     2

. ,x E x E- +^ h    3
17372

.        (3-8)  

:  96.6%   Z
2
α     (3)

a  2.12 b  2.17 c  21.2 d  21%

    4    .x 2 76=    9    (4)
:  95%      μ      . .S 0 87=

a  (2.1916 , 3.3284) b  (1.6232 , 3.8968)

c  (2.1916 , 3.8968) d  (2.0913 , 3.4287)

:     . .62 84 69 461 1μ          (5)

a  56.34 b  62.96 c  6.62 d  66.15

 95%               (6)
:  8σ =    

a  65 b  62 c  8 d  26

:               16  (7)

 130 140 150 130 140 143 144 135 130 120 125 120 135 130 138 134  
       mm Hg10σ =        

:    μ   95%

a  (129.1 , 131.55) b  (129.1 , 138.9)

c  (131.55 , 136.45) d  (136.45 , 138.9)

:            Z , t   (8)

a  29 b  28 c  27 d  26

:95%    16  60      36   

.    1

.μ         2

.    3
:

 x 60=  :   , n 36=  :  
 S 4=  :    S 162

=  :
95%    a  1

1.96Z
2

` =α       

n 302       2 aσ  

       E Z
n
S

2
:= α

   
36
4

1.96 #=

   1.3066=

1.3067 .     `  

,x E x E- +^ h  :    2
 . , .60 1 3067 60 1 3067- += ^ h

 . , .58 6933 61 3067= ^ h
 95          n 36=^ h       100   3

.μ       

  S 9=    x 50=    n 81=         3
.95%  

.    1  

.μ         2  

.    3  

n 30G       2σ     :

      n 30G      2σ      n     
  n 30G      t            

. ,x E x E- +^ h  μ    1 α-^ h   

.   E     x  
174

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

كلا، ليس من الضرورة أن يكون المتوسط الحسابي 
مشتركًا بين كل أشهر السنة بعدد الرحلات الجوية من 

مطار الكويت.

أفضل وسيلة هي التقدير بفترة.

«حاول أن تحل»
1  .Z 2 17

2
=α

2  (1) 1.4112E =

 (2) (16.9888 , 19.8112)

(3)  عند اختيار 100 عينة عشوائية ذات الحجم نفسه   
n وحساب حدود فترة الثقة لكل عينة فإننا  25=

نتوقع أن 95 فترة تحوي القيمة الحقيقية للمتوسط 
الحسابي μ للمجتمع الإحصائي.
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10  (S)      n 25=        

:  95%    15  ( )x   

.   1

.μ        2

:

n 30#     2 aσ  1

.t    `  

n 25a =      

n 1 25 1 24- = - =   :    `  

%1 95α- =   :    a  

      . .1 0 95 0 050(` α α- = =

      2 0.025` =
α

2.064   t t
2

=a 0.025    t    

tE
n
S

2
:= α      

  
25
10

2.064 #=

.4 128 =     `  

,x E x E- +^ h  :   2

 . , .15 4 128 15 4 128= - +^ h
 . , .10 872 19 128= ^ h

.        μ      95%    4

. , . ,x S n8 4 0 3 13= = =     

176

Properties of t  Distribution  t   

    3-      3            1

xx 0=

( )f x

 .      

.      2

(1 -  )         3
. n 1-^ h 

           t  4
.

.                 5

xx 0=

( )f x

1 2-
α

2
α

t
2
α

 t       

       t      
   2

α       30  1   n 1-^ h 
:   . t

2
α   

t t
2 2

=α α1-  

n 30#^    2σ   )   μ     

Margin of Error for Mean Value of Statistical Population where 2σ  is not known and n 30#

E t
S
n2

:= α      S  

 n 30#^    2σ   )    μ     

Confidence Interval for Mean Value of Statistical Population where 2σ  is not known and 
and n 30#

,x E x E- +^ h

:n 30#    2σ    μ        

. n 1-^ h    1

.t    95%    t
2
α     2

E t
n

S
2
:= α     3

. ,x E x E- +^ h    4
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3  (1) 1.96E =

 (2) (48.04 , 51.96)

(3)  عند اختيار 100 عينة عشوائية ذات الحجم نفسه   
81n وحساب حدود فترة الثقة لكل عينة فإننا  =

نتوقع أن 95 فترة تحوي القيمة الحقيقية للمتوسط 
الحسابي μ للمجتمع الإحصائي.

4  (8.2187 , 8.5813)
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     (  )           :    
kg84      

Null and Alternative Hypothesis     

•  .    (μ    )      : H0^ h  

.H0                 

•  . H0^ h           : H1^ h  

•  !  1   2  :        

: . , : .H H98 6 98 6!μ μ=0 1  :  .(!)     

:      

.(H1   H0   )    1

     (n)    (    )  σ      2
:(   ) (t  Z)  

( )σ   (t  Z)  (n)  

Z

n

x
σ

μ
=

-

    

 

Z

n
S
x μ

=
-

n 302

t

n
S
x μ

=
-

n 30#
 

 t
2
α          Z

2
a     α    3

.    t  

.     ,t t
2 2

- α α^ h  ,Z Z
2 2

- α α^ h :    4

.(      )  (   )    5

.95%      :

 

 
H0

 
H0

 
H0

1 - α

Z
2

- α Z
2
α

 

 
H0

 
H0

 
H0

1 - α

t
2
αt

2
- α
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Statistical Hypotheses Testing
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اختبارات الفروض الإحصائية  :4-2

الأهداف  1

ايجاد القيمة الحرجة.• 

إيجاد مستوى المعنوية.• 

إيجاد درجة المعنوية.• 

طرح الفروض الإحصائية (فرض العدم - الفرض البديل).• 

اختبار الفروض الإحصائية.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

الفرض الإحصائي - المقياس الإحصائي - اختبارات 
الفروض الإحصائية - فرض العدم - الفرض البديل.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:
Z لمستويات الثقة:

2
α ما القيمة الحرجة   (a)

%95 , %90 , %80؟  
ما الفرق بين مستوى الثقة ومستوى المعنوية؟  (b)

متى يستخدم التوزيع t؟ ومتى يستخدم التوزيع الطبيعي؟  (c)
ما درجات الحريةّ؟  (d)

التدريس  5

واتخاذ  فروض  وضع  كيفية  الطالب  يتعلمّ  الدرس  هذا  في 
القرارات المناسبة على ضوء نتائج الحسابات التّي سيقوم بها.

وضّح أنّ الفرض هو ادعّاء أو تصريح حول خاصيةّ ما 
للمجتمع ولاختبار صحّة هذا الادعّاء علينا القيام بعدّة 

خطوات متسلسلة:

H1 المناسبة.  ، H0 وضع الفروض (a)
(b) احتساب القيمة Z أو t (الاختبار الإحصائي).

(c) إيجاد الفترة المناسبة.
(d) اتخاذ قرار :  رفض فرض العدم

     عدم رفض فرض العدم
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  σ     

      25     .   4 000       
125σ =  ( )         3 950 

95%       

:

  1

:H 4 000!μ1   :H 4 000μ =0  

( ) 125 aσ =  2
x

Z
n

Zσ
μ

=
-      `  

,n x25 3 950a = =   

95% :  

0.4750.475

x

2 0.025=
α

2 0.025=
α

1.96Z
2

=αZ 0=1.96Z
2

- =-α

 Z
n

x
σ

μ
=

-  

25
125

3 950 4 000
2Z`

-
-= =  

95%    a  3

      . 2 0.0250 05 $` =α α
=

      1.96Z
2

` =α

( . , . )1 96 1 96-     4

( . , . )2 1 96 1 96a g- -    :    5

4 000!μ     4 000μ =     :   `  

           1

kg150σ =      kg1800μ =  

          
 40           

kg1840          

.0 05α =          

179

n 302     σ     

, . , .n x S80 37 2 1 79= = =   

.0 05α =     37μ =    

:

, . , .n x S80 37 2 1 79= = =  

:   1

:H 37!μ1   :H 37μ =0  

n 302     aσ  2

:Z      `  

      Z

n
S
x μ

=
-

      
80

1.79
37.2 37

0.999Z
-

= =

. 2 0.0250 05 $a =α α
=  :α     3

  1.96Z` =0.025

( . , . )1 96 1 96-     4

. ( . , . )0 999 1 96 1 96a ! -  :    5

37μ =       `  

 

      100      2
.S 120=    x 1570=   

  1600μ =          
.   

  1600!μ    1600μ =     
.0 05α =   
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في المثال (1)

في هذا المثال يدرك الطالب متى عليه استخدام المقياس 
الإحصائي Z أو المقياس الإحصائي t (عند معرفة 

الانحراف المعياري σ نستخدم Z)، وأن القيمة الجدوليةّ 
Z تستخرج من الجدول للتوزيع الطبيعي المعياري كما 

2
α

في الدرس السابق.

شدّد للطلاب على ضرورة الانتباه ما إذا كانت القيمة 
المعطاة هي تباين أو انحراف معياري.

ذكّرهم بأن الانحراف المعياري = Fالتباين

في المثالين (3) ,(2)

يرتكز هذان المثالان على قبول فرض العدم أو الفرض 
البديل.

يطبقّ الطلاب في المثالين الخطوات اللازمة بالتسلسل. 
شدّد لهم على ضرورة الانتباه إلى الفرق بين مستوى 

المعنويةّ ومستوى الثقة، وأن حدّي الفترة ما هما إلاّ القيمة 
الجدولية ومعكوسها الجمعي، وأن القيمة t أو Z يمكن أن 
تكون سالبة، عندما يكون المتوسط الحسابي للعينة أصغر 

من قيمة الفرض.

الربط  6

الأمثلة (3), (2), (1)، تسمح للطالب التعرف على 
مجالات استخدام اختبارات الفروض الإحصائية في 

المواقف الحياتية.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

ا التي قد يرتكبها الطلاب تفسير  من الأخطاء الشائعة جدًّ
القرار إن كان من جهة رفض أو عدم رفض فرض العدم.

شدّد للطلاب على ضرورة الانتباه دائمًا إلى هذه الفروض 
والعودة إلى فقرة «فرض العدم والفرض البديل» وفقرة 

«الخطوات المتبعة لإجراء اختبار الفروض الإحصائية» في 
كتاب الطالب لتجنب ارتكابها.

التقييم  8

تابع عمل الطلاب في فقرات «حاول أن تحل»، للتأكد 
من أنهّم يتبعون الخطوات جميعها بالتسلسل الصحيح 

للوصول إلى النتيجة النهائية.
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.   290     

 ( )      10     
.S 32=  ( )   x 283=

        
.(      ) 95%   

:

, ,n x S10 283 32= = =

  1

:H 290!μ1    :H 290μ =0  

n 10=    ,   10 301       σ  2

:
x

t

n
S t

μ
=

-      `  
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32

283 290
t

-
=

  0.6917t .-

n 1 10 1 9- = - =  :     n 10a =  3

0.1 95α- =    95%  

. 2 0.0250 05 $ =α α
=  

 .t 2 262` =0.025  t     

( . , . )2 262 2 262-        4

. ( . , . )0 6917 2 262 2 262a !- -    :    5
290μ =       `  

 

          (3)   3
     10   ,x S296 5= =    
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4-2
  

Statistical Hypotheses Testing

  A 

   16              (1)
  x 15=  ( )    25     .  20 

. %5α =        .1 4σ =  ( )

  49    .  300            (2)
       . 40σ =  ( )    x 280=  ( )

. %5α =  

    S 7=    x 40=          (3)
:    0.05    35!μ     35μ =

.n 50=    (a)  

.n 20=    (b)  

      100          (4)
  .x 4 5=          

.S 1=

   5!μ     5μ =           
. %5α =  

      n 150=          (5)
 30μ =          . .S 6 5=     .x 30 3=

. %5α =     30!μ    

    9 600           (6)
   x 94 08=  ( )        64   
            .S 640=  ( )  
              

.95%  
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  B 

.     b       a    (1-4)  

    860μ =         (1)

.S 125=    x 900=    n 25=   

a  b  .t 1 6=  :     

x 1600=         100     (2)

        .S 125=    

a  b  3.2Z =      . 1640μ =   

    25 000μ =        (3)

.S 5000=     x 27000=       

a  b  n 25=  :    t 2=      

.x 3 6=     n 81=         (4)

 .Z 1 5= -      . .S 1 8=    

a  b  .3 3μ =      

.        (5-10)  

:    Z    . , .1 96 1 96-^ h         (5)

a  1.5 b  -2.5

c  1.87 d  -1.5

:    . , .1 96 1 96-^ h   .Z 1 5= -       (6)

   b     a  

   Z d     c  

  320μ =  ( )               (7)
   x 310=  ( )      n 25=       

:     .S 40=  

a  1.25 b  .1 25-

c  0.8 d  .0 8-

اختبار سريع

, ,n x400 18 362σ= = = 1 (a) لدينا: 

؟ .16 6=μ ما قيمة Z إذا   

 Z
. .x

n 400
6

18 16 6 4 6=
-

=
-

=σ
μ

(b)  لمستوى ثقة %95، ضع فرض العدم،   
والفرض البديل، واتخذ القرار المناسب.

H1 : .16 6!μ H0  مقابل    : .16 6μ =  

1.96Z و4.6 لا تقع على الفترة
2

=a   
(-1.96 , 1.96)

.16 6!μ إذًا نرفض فرض العدم،   

إجابات وحلول  9

«دعنا نفكر ونتناقش»

تتنوّع إجابات الطلاب تحقق منها.
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75

       n 64=         (8)
         kgS 50=     kgx 360=

:  μ    2.4Z = -   

a  346 b  396 c  376 d  326

    200000μ =  ( )           (9)
          .       

 0.625Z = -      S 80000=  ( )    x 195000=  ( )
:  n   

a  100 b  125 c  90 d  110

       125μ =          (10)
   .Z 3 125=      . x 130=      n 36=

:  σ  

a  -9.6 b  6.9 c  9.6 d  -6.9

«حاول أن تحل»
1  1.6Z 87=

منطقة القبول (1.96 , 1.96-)  

1.687 ! (-1.96 , 1.96)  

1800μ = `  القرار بقبول فرض العدم،   
2  .5 ( 1.96 ,1.96)2Z z= - -

:H 16000 =μ `  نرفض فرض العدم،   
3  . 5 ( . 62 , . 62)2 2 2 2t 793 z= -  

290=μ `  نرفض فرض العدم،   
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Linear Correlation  
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• Regression  
•   

 Regression Line  
Equation  

• Prediction  
•  

Error Value  
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الارتباط والانحدار  :4-3

الأهداف  1

تعرف مفهوم الارتباط وأنواعه.• 

رسم مخطط الانتشار.• 

 •.r تعرف معُامل الارتباط الخطي

إيجاد معُامل ارتباط بيرسون.• 

تعرف الانحدار.• 

إيجاد معادلة خط الانحدار.• 

التنبؤ.• 

التقدير باستخدام معادلة الانحدار.• 

إيجاد مقدار الخطأ.• 

المفردات والمفاهيم الجديدة  2

الارتباط - ارتباط طردي - ارتباط عكسي - معُامل 
الارتباط الخطي - الانحدار - معادلة خط الانحدار - 

التنبؤ - مقدار الخطأ.

الأدوات والوسائل  3

.(Data Show) آلة حاسبة - حاسوب - جهاز إسقاط

التمهيد  4

اطلب إلى الطلاب الإجابة عن الأسئلة التالية:

ارسم مخطط الانتشار الذي يوضح البيانات التالية:

(a)
x 3 4 5 6 7 8

y 1.1 1.5 2 2.2 2.3 2.8

(b)
x 15 14 15 13 14 15

y 1 6 4 2 3 5

ماذا تلاحظ في العلاقة بين y ، x على كل مخطط انتشار؟
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=
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:              

(x) 16 22 28 34 40 46 52

(y)   8 7 5 2 3 1 2
1 1

.    a

.    b

:
y

7

6

5

4

2

3

1

16 22 28 34 40 46 52

8

x

    a

.    b

:            1

 x 2 6 5 2 7 3 4 7 5

y 2 3 1 4 1 5 3 4 5

Linear Correlation Coefficient    

                  
.(r)       

r1 1# #-                 (r)   
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التدريس  5

يجب البدء بتعريف الارتباط على أنه نوع العلاقة بين 
متغيرين والتوضيح للطلاب أنه لا يجب الاكتفاء بالقول 

أنهّ يوجد ارتباط بل يجب قياسه ورؤيته باستخدام قواعد 
موضحة في هذا الدرس.

ذكّر الطلاب بأنهم في هذا الدرس سوف يتعلمون فقط 
الارتباط الخطي.

وضّح للطلاب أن في الدراسات الإحصائية، لا يكفي تبيان 
العلاقة بين متغيرّ وآخر، لأن الأهم هو إمكانية تنبؤ قيم لا 

نعرفها لمتغيرّ، من خلال البيانات المعطاة.

والمعادلة التي تسمح بتوقعّ هذه القيم تسمّى معادلة 
. bby x= +0 1
U الانحدار وتتمثلّ بـ 

تستخدم فقط هذه المعادلة إذا ما كانت العلاقة الخطيةّ 
موجودة بين المتغيرين.

تبينّ مخططات الانتشار المختلفة كيف يكون توزيع 
البيانات عندما تكون العلاقة خطيةّ، طرديةّ، غير خطيةّ أو 

غير موجودة.
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x y x x- y y- ( )x x 2
- ( )y y 2

- ( )( )y yx x- -

1 3 2- 4- 4 16 8

2 5 1- 2- 1 4 2

3 7 0 0 0 0 0

4 9 1 2 1 4 2

5 11 2 4 4 16 8

15xΣ = 35y =R 10( )x x 2
=Σ - 0( )y y 42

=Σ - 0( )( )y yx x 2=Σ - -
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y 1 1- 4- 6- 5-  :           2

    

(( ) ( ) )
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y y
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n x x n

n xy x y
2 22 2Σ Σ Σ Σ

Σ Σ Σ
=
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.         

x 1 2 3 4 5 6

y 4 7 8 3 5 5

:

     n 6=

x y x y x2 y2

1 4 4 1 16
2 7 14 4 49
3 8 24 9 64
4 3 12 16 9
5 5 25 25 25
6 5 30 36 25

21x =Σ y 32=Σ 109xy =Σ 91x2
=Σ 1y 882

=Σ
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:           

b1   1

b0    2

y b b x= +0 1
U  :     3

 x    y   4

     5

        -    =    
 y y-x x
U  =     

x 1 3 5 7 9
y 2 5 9 10 14

 : ,x y     

:

.    a

x 10=   y   b

x 5=     c

:

x y x y x2

1 2 2 1

3 5 15 9

5 9 45 25

7 10 70 49

9 14 126 81

25x =Σ y 40=Σ 25yx 8=Σ x 1652
=Σ

   a

    , 5
25

5 , 5n x n
x y n

y
5

40
8= =

Σ Σ
= = = = =

    
( 5 165 25 25

5 258 25 40
1.4

( ) )

( ) ( )( )
b

n x x

n xy x y
52 2 # #
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=

-
-

=Σ Σ
Σ Σ Σ

=
-

-
1  

    8 1.4 5 .b y b x 5 0 75#= - == - 10

 0.75 1.45y b b x x= += +0 1
U  :      `  

:  x 10=   b

. . .y 0 75 1 45 10 15 25#= + =
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21 32
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y 98 99 75 40 100 150  :          3

Regression   :

.             

.           

.      

.                 :   

     b1  y b x b= +1 0  :        

.         b0

                  
:  

.     b1             b0   b b xy = + 10
V

(
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bb y b x

n
n xy y

x x
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2 2Σ Σ
Σ Σ Σ

= - =
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-
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ny
R R

= =  :
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في المثال (1)

الهدف رسم مخطط الانتشار من خلال بيانات جدول ثم 
تحديد نوع العلاقة. العلاقة خطية عكسية وتعني أن عدد 

ساعات التمرينات الرياضية يقل مع ازدياد العمر.

في المثالين (3) ,(2)

حساب معُامل الارتباط الخطي من خلال بيانات جدول 
وتحديد نوع الارتباط وقوته. في المثال (2) الارتباط 

طردي تام (r = 1)، وفي المثال (3) الارتباط عكسي 
ضعيف.

في المثالين (5) ,(4)

يجب استخدام بيانات الجدول لإيجاد معادلة خط 
الانحدار، ثم إيجاد قيمة y بمعلومية x مع حساب مقدار 

الخطأ.
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b y b x0 1= -
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       30.5 30.53= -
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     x     5

.     y  (  )  

(x) 62 90 50 35 200 100 95
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.   90       c  
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y 9=    c

0.75 1.45 5 8y #= + =U   :   
9 8 1y y = - =-5 5
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5.x 10=Σ .y 111 1=Σ 2 .yx 69 25=Σ .x 22 752
=Σ

   a

     , 7
10.5

7
111.1

1.5 , 15.87y
y

n x n
x

n7 = =
Σ Σ

= = = = =

     
( 7 5 ( 5

7 269.25 5 718.2
( ) )

( )

)22.7 10.
10. 111.1

49
( )( )

b
n x x

n xy x y
2 2 2

#

# #
=

-

-
=Σ Σ

Σ Σ Σ
=

-

-
1

     14.66b .1

189

الربط  6

المثالان (5) ,(1)، يبينّان المواقف الحياتية التّي يمكن أن 
يستخدم فيها الارتباط وقياسه.

أخطاء متوقعة ومعالجتها  7

)، لذا يجب  )x 2R x2R و من المهم ألا يخلط الطلاب بين 
إعطاء الطلاب أمثلة حسابيةّ متعددة لتخطي هذه المشكلة.

التقييم  8

تابع الطلاب وهم يحلون فقرات «حاول أن تحل»، وركّز 
على تفسيرهم للإجابات.

اختبار سريع

1 احسب معُامل الارتباط الخطي للبيانات التالية 

وبينّ نوعه وقوته:

x 13.5 14 12 11 15 13
y 7 7.5 8 9 10 7

1037.25 , 78.5x x2
= =R R

( ) 6162.25x 2
=R

.25 , 8.5399 4y y2
= =R R

( ) 2 .25y 3522
=R

.5 ,xy n 6635= =R

.r 0 11. الارتباط طردي ضعيف 

2 من الجدول التالي:

x 12 15 15.5 14 10 9
y 30 33 35 33 25 25

(a) أوجد معادلة خط الانحدار  

. .y x1 5719 10 3870= +U  

30.8217y =U   13x = (b) أوجد قيمة yU عندما   

 1x 0= (c) أوجد مقدار الخطأ عند   

y 25=10  من الجدول: 

.y 26 106010 =U  من المعادلة الخطية: 

1.1060  مقدار الخطأ: 
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78

  B 

.     b       a    (1-5)  

a  b  .      (1)

a  b  r1 11 1-       r   (2)

a  b  .    1r = -        (3)

a  b  .       (4)

a  b  .    0r =      (5)

.        .      4   (6-15)  

:  x, y    ( )     (r)    (6)

a  1-  b  .0 5-  c  0.5 d  1

:      , .r 1 0 5d - -^ @    (r)      (7)

  b    a

  d    c

:  x 6=    y   5.5 3.4y x= +U   x, y       (8)

a  0.5 b  6.8 c  29.98 d  25.9

:    0.85r =        (9)

  b    a

  d    c

   x 5=      .4y x1 1= +U   . x, y       (10)
:  y 9=    

a  1-  b  1 c  17 d  8

 :     x, y       (11)

y

x

    b     a

    d     c

76

4-3
 

Correlation and Regression

 A 

:     (1-2)  

.y  x             (a)

.r    xy/  x 2
^ h/  x2/  x/  n   (b)

(1) x 2 3 5 5 10
y 6 9 14 16 30

(2) x 2 3 5 5 10
y 6 0 15 5 2

:     (3-4)  

.    (a)

.r      (b)

. 0.05=α^   )           (c)

.y      (kg)  x       (3)

(kg) x  0.120.6411.310.80.41.4
y   23364215  

      (kg)  x         (4)
.y  

(kg) x  1.13.44.343.933.15.2
y   23364215  

:  y  x     (5-6)  

x 1 2 4 5
y 3 5 9 11

 (5)

.    (a)  

. 7x =   y  (b)  

.x 2=     (c)  

77

x 5 3 2 1 0 2
y -2 0 1 2 3 1

 (6)

.    (a)  

.x 8=   y  (b)  

.x 5=     (c)  

:  y  x     (7)

(kg) x  0.120.6411.310.80.41.4

y   23364215  

.    (a)  

.   0.2 kg        (b)  

:  y  x     (8)

 

(kg) x  1.13.44.343.933.15.2

y   23364215  

.    (a)  

.   4.5 kg        (b)  

إجابات وحلول  9

«حاول أن تحل»

0 1

1

2 3 4 5 6 7

2
3
4

5

x

y
 1

لا علاقة خطية.  
2  

10 34
17

0.92r
#

.=
-

-

 0.92.-

ارتباط عكسي قوي.  
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80

  

            324    (1)
  .x 68 5=  ( )           

.S 11=  ( )

.93%   Z
2
α     (a)  

        μ      95%    (b)  
.             

                (c)  
       . .69 6μ =  ( )        

. .0 05α =           (b)  

     .9 5σ =  ( )          (d)  
    μ       95%    

.     

     .8 16σ =  ( )          (2)
.     

 95%                 (a)  
.  2               

 .x 25 5=  ( )     (a)          (b)  
  μ    95%           

.  

           x       (3)
      n        y    

:   

x  245791045

(  ) y  7.58.288.710.710.58.48.6  

.    (a)  

. , , , ,n x x x xy2 2
_ i/ / / /  :   (b)  

79

:    (12)

87654321x
1561014171823y

:  x 5=      . 5 .53 25y x0 += -U        

a  0.25 b  .0 25-  c  20.25 d  10.25

:  x, y         (13)

a  y

x

b  y

x
c y

x

d y

x

:        (14)

a  0 b  1 c  .0 5-  d  1.5

 :      x, y       (15)

a   b   c   d  

3  .r 0 2338.

ارتباط طردي ضعيف  
4  (a) . 5 0.9y x1 6 22 565= - +U

 (b) .7 9128y 10 =U

 (c) 1.9128
5  (a) .6 .1y x63 084 3 4387= - +U

 (b) .y 25 5255 =U (مليون دولار) 
 (c) 81.8747
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إجابة «مسألة إضافية»

:H 2 0001 !μ H: مقابل  2 0000 =μ الفروض: 

  .Z
n
S

x

100
800

2100 2000 1 25=
-

=
-

=
μ

فترة الثقة: (1.96 , 1.96-)

1.25 تقع على الفترة  

إذًا نقبل فرض العدم  

:H 2 0000 =μ  

إذًا كانت حملة هذه المؤسسة ناجحة.  

المرشد لحل المسائل
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aZZ
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TRIGONOMETRY   

csc sin
1

=θ θ    s c
1

e cos=θ θ

sin
tan cos=θ θ

θ    c sinot
cos

=θ θ
θ

c n
1

ot ta=θ θ    1cossin2 2
=θ θ+

1 n sta ec2 2
=θ θ+    1 cscot c2 2

=θ θ+

sin ( ) sin=θ θ- -    s ( ) cosco =θ θ-

n ( ) nta ta= -θ θ-    sin cos2 =θ θπ
-` j

cos sin2 =
π θ θ-` j    n cota t2 =

π θ θ-` j

sin sin
a
Asin

b
B

c
C

= =  
B

C

c

c

b

A

2 cosa b c bc A2 2 2
= + -

2 cosb a acc B2 2 2
= + -

2 cosc a abb C2 2 2
= + -

sin ( ) sin cos cos sinx y x y x y+ = +

sin ( ) sin cos cos sinx y x y x y=- -

( ) cos s sinx y x y x yincos cos+ = -

( ) cos s sinx y x y x yincos cos= +-

tan( ) 1 tan tan
tan tan

x y x y
x y

+ =
-

+

tan( ) 1 tan tan
tan tan

x y x y
x y

=-
+

-

sin 2 sin cos2 xx x=

cos cos sincos xsinx x xx 2 1 1 22 2 2 2 2
= - = - = -

tan
1 tan

tan
x

x

x
2

2
2=

-

n
1

x
x

si
cos 2
2

2
=

-   2
1 cos

x
x

cos
22

=
+
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ALGEBRA  
( )( )x y x y x y2 2

- = + -

( )( )x y x y x yxy3 3 2 2
= ++ + -

( )( )x y x y x yxy3 3 2 2
- = - + +

( ) 2x y x yxy2 2 2
= ++ +

( )x y x yxy22 2 2
- = - +

( ) 3 3x y x yxyx y3 3 2 2 3
+ = ++ +

( ) 3 3x y x yxyx y3 3 2 2 3
=- - + -

0 , 2
4

xa bx c x a
b b ac2

2
!

+ + = =
- -

a 0> :

:x a x a= =   x a= -

:x a a x a1 11-

:x a x a2 2   x a1-

GEOMETRY  

Triangle  Circle   Sector of Circle

A bh2
1

=   A r2π=   A r2
1 2θ=

sinab2
1 θ=  C r2π=   ( in radians)s rθ θ=

a

b

h
r

r

r

s
θ

θ

Sphere   Cylinder  Cone

V r3
4 3π=   r hV 2π=   1

3 rV h2π=

4A r2π=      A r hr 2 2π= +

r

r

h

r

h
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t
2
α   

2
α

t
2
αt

2
α

1
2

-
α

t  

2
α

 
(n - 1)

0.005 0.01 0.025 0.05 0.10 0.25

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

 30

63.657
9.925
5.841
4.604
4.032
3.707
3.500
3.355
3.250
3.169
3.106
3.054
3.012
2.977
2.947
2.921
2.898
2.878
2.861
2.845
2.831
2.819
2.807
2.797
2.787
2.779
2.771
2.763
2.756
2.575

31.821
6.965
4.541
3.747
3.365
3.143
2.998
2.896
2.821
2.764
2.718
2.681
2.650
2.625
2.602
2.584
2.567
2.552
2.540
2.528
2.518
2.508
2.500
2.492
2.485
2.479
2.473
2.467
2.462
2.327

12.706
4.303
3.182
2.776
2.571
2.447
2.365
2.306
2.262
2.228
2.201
2.179
2.160
2.145
2.132
2.120
2.110
2.101
2.093
2.086
2.080
2.074
2.069
2.064
2.060
2.056
2.052
2.048
2.045
1.960

6.314
2.920
2.353
2.132
2.015
1.943
1.895
1.860
1.833
1.812
1.796
1.782
1.771
1.761
1.753
1.746
1.740
1.734
1.729
1.725
1.721
1.717
1.714
1.711
1.708
1.706
1.703
1.701
1.699
1.645

3.078
1.886
1.638
1.533
1.476
1.440
1.415
1.397
1.383
1.372
1.363
1.356
1.350
1.345
1.341
1.337
1.333
1.330
1.328
1.325
1.323
1.321
1.320
1.318
1.316
1.315
1.314
1.313
1.311
1.282

1.000
0.816
0.765
0.741
0.727
0.718
0.711
0.706
0.703
0.700
0.697
0.696
0.694
0.692
0.691
0.690
0.689
0.688
0.688
0.687
0.686
0.686
0.685
0.685
0.684
0.684
0.684
0.683
0.683
0.675
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 .  300 000          1500     (8)
.  70 000    

. 0.05=α      290 000       

.  10              (9)

     40     .0 05α =         
.S 4=      x 9=

    :H 1500 μ =    n 40=  10σ =  x 143=      (a)  (10)
. %5α =     :H 1501 !μ

. .0 05α =     S 8=  n 7=        (b)  

 90%        20         (11)
     36          μ   

. .S 2 5=    .x 11 6=     

:  x , y       r    (12-15)  
(12) x 8 6 5 10 7 4

y 14 10 6 2 5 8

(13) x 3 10 9 8 5 4
y 5 8 10 6 4 3

(14) x 3 10 8 6 5 2 4 7
y 7 12 6 11 9 6 8 10

(15) x 9 8 6 5 10 7 4
y 11 10 5 9 8 6 7

Statistics  

;Z Z Z Z
2 2

1
2 2

1= - = -- -a a a a  (  )

n

σ   (   )

ZE
n2

:
σ

= a   (   -  )

,x x EE- +^ h    

tt
2 2

=a a1-   (t )

tE
n

S
2
:= a  (   σ    t  -  )

Z

n

x
=
-
σ

μ  (   -  )

Z

n

S
x

=
- μ  (   σ    -   -  )

t
n
S

x
=
- μ  (   σ    - t  -  )

r
x x x y

x x y y

n x x n y y

n xy x y
2 2 2 2 2 2

=
- -

- -
=

- -

-

^ ^

^ ^

^ ^ ^ ^

^ ^ ^

h h

h h

h h h h

h h h

/ /
/

/ / / /
/ / /  (   )

b x by 1= + 0
U  (   )

, b bb
n x x

n xy x y
y x2 2 0=

-

-
= - 11

^ ^

^ ^ ^

h h

h h h

/ /
/ / /

 , yx n
x

n
y

==
/ /  

y y- =xx
X   
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 90%      .20          (1)
      36          μ  

. .S 2 5=     .x 11 6=    

    μ   99%            (2)
       .        

.  150     800σ =  ( )  

               (3)
 .x 4 101=        64         .4 325μ =

.   .S 0 842=       

. .0 05α =             

                (4)
:          

12345

  x  12345

   y  11224

 

.              (a)  

         4 500   (b)  

.μ      x 17=       (5)

   x 28=     n 130=         (6)
.μ   95%       92σ =    

                 (7)
    25      .     

.  6    minx 22=

    .   μ     95%       
.    
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. .0 05α =   y  x      .      (c)  

.     (d)  

.   8             (e)  

        (kg)        (4)
.

(kg) x  62.88.254.15.38.87.1

y   34546542
 

.     (a)  

   11 kg          (b)  

. . minS 1 2=    minx 20=    9     (5)

. .0 05α =        
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نْ 1-1 تمرَّ النهايات 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) (a) 5( )lim g t
4t

=
"- -

 (b) ( )lim g t 2
4t

=
"- +

 (c) ( )lim g t
4t"-

غير موجودة 

لأنّ النهايتين من جهة اليمين وجهة اليسار مختلفتان.  

 (d) ( )g 4 2- =

(2) (a) ( )lim f h 4
0h

= -
" -

 (b) ( )lim f h 4
0h

= -
" +

 (c) ( )lim f h 4
0h

= -
"

 (d) ( )f 0 4=-

(3) (a) 6  (b) 0

 (c) 9  (d) 3-

(4) - - -( )x xlim 3 2 1 3 2
1

2 2
1

1 3 4
1

2 2
32

2

x
2
1

- = = - = -
"-

^ a a a ^h k k k h: D

(5) 
( )

( ) ( )
lim y

y y
3

4 3

3 6
0

0
3

3 4 3 3
2

2

2

2

3y -

+ +
=

- -

- + - +
= =

"-

(6) - -xlim 3 3 1 141998 1998

4x

1998
+ = + = =

"-
^ ^ ^h h h

(7) lim x 2 3 2 1
3x

- = - =
"

(8) ( ) , ( ) ( )lim lim limf x f x f x1 1 1
22 2x x x

`= = =
" " "- +

(9) (a) ( ) , ( ) ( )lim lim limf x f x f x0 1
1 1 1x x x

`= =
" " "- +

غير موجودة 

 (b) ( )lim f x 1
2x

=
" -

(10) (a) ( ) , ( ) ( )lim lim limf x f x f x3 2
1 1 1x x x

`= =
" " "- +

غير موجودة 

  (b) ( )lim f x 2
2x

=
"

(11) ( )lim limx
x

x
4 16

8 8
2

0 0xx

+ -
= + =

" "

^ h

(12) lim t
t

2
1

4
1

2t +
-

=
"

(13) ( )
( ) ( )lim limx

x x x3 27
3 3 3 9 27

3
2

0 0xx

+ -
= + + + + =

" "
^ h

(14) ;lim lim lim limx x
x

x x x
x

x3 2

2
1

1
1

3 2

2
1

1
12 2

2 2 2 2x x xx + +

+
=

+
-

=
+ +

+
=

+
= -

" " " "- - - -- - + +

(15) 
( )( ) ( )

lim lim
x x x

x
x x

x
1 3 7 4

7 16

1 7 4

3
8
3

2

2

23 3x x

+

- - + +

+ -
=

- + +
=

" "_ _i i
(16) ( )

( )
( )

lim lim
x

x x
x

x x
x x

x x
9

3 9
9 3

3 9

9 3 3 9 9

3 9 9 3 9 9
3

3 23 3

23 3 23 3

3 3x x
=

+ - +

+ - +

+

+ - +
=

" "- -^ ^_
^_ ^_
h h i

h i h i
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(17)  lim limx
x x x x x2

3 7 6
5 3 17

3 2
2

2 2x x+
- - +

= - + =
" "- -

^ h
(18) lim limx

x x x x3
9 2

3 2 66
2 2

2

3 3x x-

- +
= + + =

" "

^ ^ ^ ^h h h h
(19) 28lim x x4 3 62

2x
+ + =

"
^ h

(20) lim x x x1
1

1 1
2

1x
=

-
-

- +" ^ ^c h h m
  lim x x

x
1 1
1 2

1x
=

- +

+ -

" ^ ^h h
  lim x 1

1
2
1

1x
=

+
=

"

(21) lim x x x x1
1

1 1
3
2

1x
=

-
-

- + +" ^ ^c h h m
  lim x x x

x x
1 1

1 3
2

2

1x
=

- + +

+ + -

" ^ ^h h
  1lim x x x

x x
1 1

1 2
2

1x
==

- + +

- +

" ^ ^
^ ^
h h
h h

(22) lim x
x

x x
x

2 2 2
4

2x
=

-
-

- +" ^ ^c h h m
  lim x x

x x x
2 2
2 4

2x
=

- +

+ -

" ^ ^^ h hh

  lim x x
x x
2 2

22

2x
=

- +

-

" ^ ^h h
  lim x x

x x
2 2

2

2x
=

- +

-

" ^ ^^ h hh

  lim x
x
2 2

1
2x

=
+

=
" ^ h

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (b) (2) (a) (3) (b) (4) (a) (5) (a)

(6) (a) (7) (d) (8) (c) (9) (d) (10) (c)

(11) (c) (12) (d) (13) (a) (14) (a)

نْ 1-2 تمرَّ  3  ، 3- نهايات تشتمل على 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) 0 (2) 0 (3) 2
1

(4) 2 1 1 1#- =^ h  (5) 3 (6) 3
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(7) 3-  (8) lim
x
x

2 1

2 1
8

2
1x

3
-

-
=

"
+ ^d hn

(9)  (a) ,x x0 2
5

= =-  y 2
3

=  (10) (a) ,x x1 2
5

= =-  y 0=

(11) (a) ,x x0 1= =-  y 4=  (12) (a) ,x x2
1

2= =  y 0=

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (a) (2) (a) (3) (a) (4) (b)

(5) (b) (6) (b) (7) (c) (8) (b)

(9) (b) (10) (d) (11) (a) (12) (c)

(13) (d)

نْ 1-3 تمرَّ صيغ غير معينة 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) 3 (2) 3-  (3) 3-  (4) 3 (5) 2-

(6) 5
2
-  (7) 0 (8) 0 (9) 1 (10) 1-

(11) ,a b b0 3 1 3(= =- =-

(12) ,a b b0
2

1 2(= =- =-

(13) 
a

a3
2 4

9
(= =

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (a)

(5) (a) (6) (b) (7) (c) (8) (d)

(9) (b) (10) (d) (11) (a) (12) (a)
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نْ 1-4 تمرَّ نهايات بعض الدوال المثلثية 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) 3
5  (2) sin cos

sinlim x x
x

2
2

0
2

0x
=

"

(3) 
sin

lim x
x

2
1
22

2

0x
=

"
 (4) 1 1 2

0
0

0
+

= =

(5) sin cos
cos
sin

lim x x
x
x

1
1

0x -

-
= -

"
 (6) 2-

(7) 5   (8) ( )( )
( )

cos cos
cos

lim x x
x

1 1
1

2
1

0x +-

-
=

"

(9) cos
cos cos

lim x
x x

1
1 1

2
0x -

- +
=

"

^ ^h h  (10) 7
4

(11) 2
3  (12) 1 (13) 3 (14) 2

3  (15) 2

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (b) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (b)

(6) (a) (7) (c) (8) (d) (9) (a) (10) (b)

نْ 1-5 تمرَّ الاتصّال 

المجموعة A تمارين مقالية

.x 0= x لا تنتمي إلى المجال، إذًا  f  غير متصلة عند  0=  (1)

(2) ( ) , ( )limf f x1 2 11
1x

!= =
"

 x 1= f  غير متصلة عند 

(3) ( ) , ( ) ( ),lim limf f x f x2 0 0 0
2 2x x

= = =
" "+ -

 x 2= f متصلة عند 

لا، لأن النهاية لجهة اليمين لا تساوي النهاية لجهة اليسار عند النقطة صفر.  (4)

y

x

7

76

5

54

3

32

1

1-1-3
-3

-5

-5

-7

-7

إجابة ممكنة:   (5)
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(6) ( ) ( )lim f x f 0 5
0x

= =
" +

 ( )lim f x 5
0x

=
" -

x 0= إذًا الدالة f متصلة عند   

(7) ( )h 1 1- = -

 ( )lim limh x x
x x

1
1 4

5
1 1x x

=
+

+ -
= -

" "- -

^ ^h h
 ( ) ( )lim h x h 1

1x
a ! -

"-

x 1=- `  الدالة h ليست متصلة عند   

(8) ( )lim limf x x
x x 3

3
0 0x x

=
-

-
=

" "- -

^ h

 ( ) ( )lim limf x x
x x

f
3

3 0
0 0x x

=
-

= - =
" "+ +

^ h
.(x 0= f متصلة جهة اليمين عند  h .x 0= إذًا الدالة f ليست متصلة عند   

(9) 1( )g 2
1

=

 ( ) ( )lim limg x g x
1 1x x

=
" "- +

 ( )lim limg x
x x

x x
1 3 2

3 2 3 2
2

2 2

11x x

+ -
=

- + +

+ +

" " ^ _
_ _

h i
i i

 lim
x x

x x
1 3 2

1 1
21x

+
=

- + +

-

" ^ _
^ ^
h i
h h

 2
1

=

.x 1=- إذًا الدالة متصلة عند   

( ) lim limf ax x3 2 12

3 3x x
= = -
" "+ -
^ ]h g نحتاج إلى   (10)

  2( )a2 3 3 1= -

  a6 8=

  a 3
4

=

، وهي متصلة على مجالها لأنها دالة نسبية، وتقع نقاط انفصالها 
( )( )

y
x x
x
1 3
1

=
- -
- y هي 

x x
x
4 3
1

2=
- +

- (11)   الدالة 

.x 3=  ،x 1= x يساوي صفرًا عند  x x x4 3 1 32 - + = - -] ]g g حيث هي غير معرفة. المقام
x 1= x وانفصال يمكن التخلص منه بإعادة تعريف الدالة عند  3= هناك انفصال لا يمكن التخلص منه عند     

، لا يوجد نقاط انفصال. ,3 3-^ h هي دالة متصلة على مجالها y x2 1= - الدالة    (12)

( ) ( )lim f x f 1 0
1x

= - =
"-

x، يمكن التخلص من الانفصال بجعل  1=-   (13)
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( )
,

,
g x x

x x

x
3
9

3

6 3

2

!
= +

-
-

- =-

* ، فالدالة هي:  ( )f x
x
x

x
x x x

3
9

3
3 3 3

2
=

+
-
=

+
+ -

= -
] ]g g  ، x 3!- لِـ    (14)

g( )
sin 4

, 0

4 , 0
x x

x
x

x

!
=

=
* ، الدالة هي:  ( )sin sinlim limx

x
x

x4 4 4
4 4 1 4

x x0 0
= = =

" "
حيث    (15)

(16) 
,

,

x
x x

x
2
4

4

4 4

!
-

-

=

*
المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (b)     (2) (a)     (3) (a)     (4) (a)     (5) (c)     (6) (a)     (7) (d)     (8) (d)
(9) (b) (10) (a) (11) (a) (12) (d) (13) (d) (14) (b) (15) (c)

نْ 1-6 تمرَّ نظريات الاتصال 

المجموعة A تمارين مقالية
x 2= f متصلة عند   (1)

x 1=- ) دالة حدودية نسبية متصلة عند  ) :g x x
x g
1
3

2=
+

+  (2)

x 1=- ) دالة حدودية نسبية متصلة عند  ) :h x x h3
=  

x 1=- `  دالة الطرح  f  متصلة عند   

x 3= ) متصلة عند  ) :g x x x g32
= +  (3)

x 3= ) متصلة عند  ) :h x x h=  

x 3= ) متصلة عند  ) ( ) ( )f x g x h x `= +  

x 1=- ) دالة جذرية متصلة عند  ) :g x x g3= الدالة   (4)

x 1=- ) دالة كثيرة حدود متصلة عند  ) :g x x h12
= + الدالة   

( ) ,g 1 2 2 0!- =  

x 1=- `  دالة ناتج القسمة  f  متصلة عند   

( )g x x x5 42
= + + نفرض أن   (5)

x 5=- g دالة كثيرة حدود متصلة عند   

x 5=- ) متصلة عند  ) ( ) ( ) ,f x g x g 5 4 4 0` 2= - =  

(6) (a) ( )g f x g x x x x2 2 3 4 12 2% = - + = - + - = - +^ ^ ^h h h  (b) g f 1 6% - =^ ^h h
 (c) ( )x x xff g 3 52 2% = - =- +^ ^h h  (d) gf 1 4% - =^ ^h h
(7) (a) ( ) ( )x x xff g 4 42 2% = + = +^ h  (b) f g 2 2 2% =^ ^h h
 (c) ( )g f x x x4 4

2
% = + = +^ ^h h  (d) g f 2 6% =^ ^h h

(8) (a) ( )g f x x 7
1
2% =
+

^ h   (b) ( ) , ( )g f g f4
1

4
1

23 23% %= - =^ ^h h
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x 2=- f متصلة عند  ` f دالة كثيرة حدود   (9)

x 5= ) متصلة عند  )g f 2 5' - =  

x 2=- g متصلة عند  f% `  

( ) , ( )g x x h x x3= - = (10)  نفرض أن: 
( ) ( )x h g h g xf %= =^ ^h h حيث  

h x 3= -^ h  
x 3= -  

( ) ( ) ( )g x g x g x= -1 2 نفرض أن:   
( ) , ( )g x g xx 3= =21 حيث   

x 4= g1 متصلة عند   
x 4= g2 دالة ثابتة متصلة عند   

(1)  x 4= ) متصلة عند  ) ( ) ( )g x g x g x= - 21 الدالة   
 ( )g 4 3 14= - =-  

(2)  x 1=- h دالة مطلق x متصلة عند   
x 4= من (1)، (2) نجد أن:  الدالة f متصلة عند   

( ) ( ) ( )g x f x h x= - ) حيث  )f x x 12
= +  ، ( )h x x 3= - (11)  نفرض أن 

( )f x x 12
= +1 )   حيث  ) ( )f x f x= 1 لتكن   

( )f 3 9 1 10 02= + =1  ، x 3= f متصلة عند 
1

 

(1)  x 3= f متصلة عند  `  

( )h x x=2   ،  ( )x xh 3= -1 لتكن:   

( ) ( )h x h h x2 1` %= ^ h   ( )h h x2 1= ^ h  h x 32= -^ h  x 3= -  

( )h 3 0=1   ،  x 3= h1 متصلة عند   

x 0= h2 متصلة عند   

(2)  x 3= h متصلة عند  `  

x 3= من (2)، (1) نجد أن g دالة متصلة عند   

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (a) (5) (a) (6) (d)
(7) (a) (8) (c) (9) (d) (10) (a) (11) (d) (12) (a)

نْ 1-7 تمرَّ الاتصّال على فترة 

المجموعة A تمارين مقالية

,2 5-6 f متصلة على @ x R` ! f  دالة كثيرة حدود متصلة عند كل   (1)
1 , 36 f متصلة على @ x R` ! f  دالة حدودية نسبية متصلة عند كل   (2)
,3 5^ 0, والفترة @ 3h6 f متصلة على الفترة  x 3` = f  غير متصلة عند   (3)
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, , ( , ) , ,2 1 1 4 4 6- ^h6 f, متصلة على كل من الفترات @ x x4 1` = = f  غير متصلة عند   (4)
( ) ( ) , ( ) ( )lim limf x f f x f5 3 12 4

3 4x x
!= - = - = -

" "- + -
 ، ,3 4-^ h متصلة على  f  (5)
,3 4- h6 f متصلة على  `  

(6) ( ) , ( ) , ( )lim limf f x f x7 3 3 3
7 7x x

= - = - = -
" "- +

x 7= f متصلة عند  `  
.R f, متصلة على  7` 3^ h ، , 73-^ h متصلة على كل من الفترتين f و  

( ) ( ) , ( )lim limf x f f x3 0 2
x x0 0

= = =
" "- +

 (7)

. , , ,0 03 3-^ h h6 f متصلة على كل من  `  
, , , ,,2 2 4 43 3- - -^ ^ ^h h h متصلة على كل من الفترات  f  (8)

 ( ) , ( ) , ( )lim limf f x f x2 9 9 9
2 2x x

- = - = - = -
" "- -- +

.x 2=- f متصلة عند  `  

 ( ) , ( ) , ( )lim limf f x f x4 9 3 9
4 4x x

= = - =
" "- +

x لجهة اليمين. 4= f متصلة عند  `  
. , , ,4 43 3-^ h h6 f متصلة على كل من  `  

, , , , ,4 4 1 13 3- - -^ ^ ^h h h متصلة على كل من الفترات  f  (9)
 ( ) , ( ) , ( )lim limf f x f x4 2 2 2

4 4x x
- = - = - = -

" "- -- +

.x 4=- f متصلة عند  `  
 ,( ) ( ) , ( )lim limf f x f x1 2 2 2

1 1x x
= - = - = -

" "- +

x 1= f متصلة عند  `  
,3 3-^ h متصلة على f `  

(10) ( ) , ( ) , ( )lim limf b f x f x a1 0 3
1 1x x

= = = +
" "- +

  , ba 3 0` =- =

(11) ( ) , ( ) , ( )lim limf f x f xb
a

b
a

2 2 4 2
4 4

( 2) ( 2)x x
- =

- -
-

= =
- -

-

" "- -- +

  ( ) , ( ) , ( )lim limf f x f x b
a

1 1 1 1
1

1 1x x
= = =

-
-

" "+ -

  ,b b
aa4

4 1
1

12`
- -
-

=
-
-

=

  ba 4` = =-

(12) ,D 1 6= -f 6 @

,x 0 4! 6 )  لكل  @ )g x 02  ( ) :g x x x g5 62
=- + + لتكن   
,0 46 f متصلة على @ `  

f ,D  متصلة على مجالها. 2 2= -f 6 @   (13)
, ,D 1 1,3 3= - -f ^ h6@   (14)

. , , ,11 33- -^ h6@ f  متصلة على كل من الفترتين     
x R! f  متصلة لكل قيم    (15)

.x R! ) متصلة لكل قيم  ) ( )f x g x= ) حيث  )f g x x x3 4 12` = + - x حيث  R! g  متصلة لكل قيم    (16)
150



المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (b) (4) (b)

(5) (b) (6) (c) (7) (c) (8) (b)

(9) (d) (10) (c) (11) (a)

اختبار الوحدة الأولى

(1) lim x x2 1 2 2 2 1 153 2 2

2x
- + = - - - + = -

"-

3] ] ]g g g
(2) lim limx x

x
x

x
3 2 5

1
3 3

1
2

2

2

2

x x
=

- +

+
=

" "3 3- -

(3) lim x1 2 3
4x

- =
"-

(4) 
-

lim lim lim limx
x

x x
x

x x
x

x
2
1

2
1

2 2
2 2

2 2 2 2
1

2 2 0
1

4
1

0 0 0 0x x x x
= = = -

+

+

- +
=

+

-
-

+ +
= -

" " " "]] ] ]c ]gg g g m g
(5) = = =( )

sin sinlim limx
x

x
x

4
2

2
1

2
2

2
1

1 2
1

0 0x x" "

.sin x اضرب البسط والمقام بـ   (6)

 csc
csc sin sinlim lim limx x

x x
x

x x
x

x1
1

0 0 0x x x

+
=

+
= +

" " "

b l
  sinlim lim x

x
1 1 1 2

0 0x x
+= = + =

" "
` cj m

(7) = =( )lim limx x x x2 2 2 2 3
1 1x x

- + - + +
" "

(8) = =lim limx
x

x
x

x5
9 2

9 2

9 2

9 2
1

4
1

5 5x x
#

-

- -

- +

- +

- +

-
-

" "

(9) = =lim limx
x

x x
x x

x x1
1

1

1

1

1
3
13

23 3

23 3

23 31 1x x
#

+

+

- +

- +

- +" "- -

(10) = = =lim lim limx x
x x

x x
x x

x
x

7 12
8 15

3 4
3 5

4
5

22

2

3 3 3x x x- +

- +

- -

- -

-
-

" " "^ ^^ ^h hh h

(11) = = =
cos
sin

cos

sin

lim limx x
x x

x x
x x

x

x
1

1

1 0
1 0

1
x x+

+

+

+

+
+

" "3 3 `
a

j
k

,x x2 2= =- f  غير معرّفة عند   (a)   (12)

. ,x x2 2= =- f غير متصلة عند  `      

   (b) ( )
, ,

,

g x x
x x x x

x

4
5 6

2 2

4
1

2

2

2

! !

=
-

- +
-

- =

Z

[

\

]]

]]
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(13) x 2= -

(14) ,x x2 0= - =

x 1=- عند   (a)   (15)

( ) ( )lim limf x 1 1
1 1x x

= =
" "- -- -

النهاية لجهة اليسار:       

1=( )lim limf x x
1 1x x

= -
" "- -+ +

] g النهاية لجهة اليمين:       

( )lim f x 1
1x

` =
"-

       

x 0= عند       

( ) 0lim limf x x
0 0x x

== -
" "- -

] g النهاية لجهة اليسار:       

0=lim lim x
0 0x x

-
" "+ +

( )f x = ] g النهاية لجهة اليمين:       

( )lim f x 0
x 0

` =
"

 

x 1= عند       

=lim lim x 1
1 1x x

- -
" "- -

( )f x = ] g النهاية لجهة اليسار:       

=( )lim lim 1 1
1 1x x" "+ +

( )f x = النهاية لجهة اليمين:       

( )lim f x
1x

`
"

غير موجودة       

f ( )1- x : متصلة لأن النهاية تساوي  1=- عند   (b)    

( )0f x، غير متصلة لأن النهاية لا تساوي  0= عند       

x، غير متصلة لأن النهاية غير موجودة. 1= عند       

(16) ,x x2 2=- =

لا وجود لنقاط عدم اتصال.    (17)

(18) ,y x0 1= =

(19) , ,y x x2 2 0= = - =

(20) ;x
x x

x
x x x k3

2 15
3

3 5
5 8

2

-
+ -

=
-

- +
= + =

^ ^h h
(21) = ;

sin sinlim lim kx
x

x
x

2
1

2 2
1

2
1

0 0x x
# =

" "
= a k

(22) (a) ( )g f x x2% =^ h
  (b) ( )g f 0 0% =^ h
  (c) ( ) ( ),f g f gx x 05 5 302 2

% %= - + =^ ^ ^h h h
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(23) ( ) ( ) ( )lim limf x f x f 2 1
2 2x x

= = =
" "- +

x 2= f  متصلة عند  `  

x 15= f  غير معرّفة عند   

x 15= f  غير متصلة عند  `  

, , ,1 1553 3-^ ^h h :متصلة على كل من الفترتين  f  

تمارين إثرائية

( ) ( ) ( )lim f x f 2 3 2 2 2
2x

= = - =
"

x، إذًا  2= f  (1) معرفة عند 

(2) (a) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,lim lim lim limf x f x g x f g x0 1
0 0 0 0x x x x

:3 3= - = = =
" " " "- +

^ h
 (b) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,lim lim lim limf x f x g x f g x0 8

0 0 0 0x x x x
:3 3= = - = = -

" " " "- +
^ h

 (c) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,lim lim lim limf x f x g x f g x0 0
2 2 2 2x x x x

:3 3= - = = =
" " " "- +

^ h
 (d) ( ) ( ),lim limf x g x

3 3x x
3=

" "
غير موجودة 

   
+

;( ) ( )lim lim limf g x x f g x3
5

3 3 3x x x
: :3 3

-
= =-= =

" " "
^ ^h h

لنفرض أن هذا غير صحيح. فتكون f سالبة في مكان ما من الفترة وموجبة في مكان آخر. وبنظرية القيمة المتوسطة   (3)
يكون للدالة f صفرًا في مكان ما من هذه الفترة وهذا ما لا يتلاء م مع المعطيات.

 f بما أن الدالة f هي متصلة، باستخدام نظرية الاتصال فإن الدالة المركبة لدالة متصلة هي متصلة فتكون بذلك   (4)
متصلة.

( ) ( )lim lim x x4 1 4 1 3 33 3

1 1x x
= - = - = - =

" "- -
( )f x النهاية لجهة اليسار:   (a)  (5)

( ) ( )lim lim x x2 2 1 2 1 2 32 2

1 1x x
= - - = - - = -

" "+ +
( )f x ^ h النهاية لجهة اليمين:      

كلاّ، لأن النهايتين من كل جهة مختلفتان.  (b)  

كلاّ.  (c)  

(6) (a) ; , , , ,x x D D3 4 2
1

6
7

6
7

2
1

f g g f3 3H H- - = = -% %k k: :

 (b) ( )( ) ,f g x g f x xx x 6 7 3 2 12 3 4 1 4% %= - + = - = + -^ ^ ^h h h
 (c) ( ) , ( )lim limf g x g f x

x x
% %3 3= =

" "3 3
^ ^h h

(7) 0 , 2 2 2a
b

b&= - = =

. ( )lim f x
2x

!3=
"-

) كذلك  )lim f x
2x

!3=
"

. لا يمكن التخلص من هذا الانفصال لأن  ,2 2- نقاط الانفصال   (8)
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,2 2-6 فترة الانفصال: @  (a)  (9)

y 1= المقارب الأفقي:   (b)  

,x x2 2= =- المقاربات الرأسية:      

(10) =( ) ( ) ( ),lim limf x f x f5 4 5
4 4x x

= =
" "- +

x 4= f  متصلة عند  `  

 =( ) ( ) , ( )lim limf f x f x18 5
333

36
18 18x x

= = -
" "- +

 x 18= f غير متصلة عند  `

, , ,18 183 3-^ ^ h@ f  متصلة على  `  

(11) 4-  (12) 0 (13) 3x2

(14) 2
1  (15) 0 (16) 3

(17) (a)

1

-1

y

x-2 1

2

2

  (b) 
+

( ) ( ) ( ), ,lim lim limf x f x f x0 1
0 0 0x x x

= =
" " "-

غير موجودة 

(18) (a) x 2=- لا يمكن التخلص منه , 

  (b) ( ) ( ) ( ) ( )2, , ,lim lim lim limf x f x f x f x1 1 1
3 30 0x x x x

-= - = = =
" " " "- + - +

x انفصال لا يمكن التخلص منه. 0= عند   

  (c) ,x x2 3= =

.x 2= يمكن التخلص من الانفصال عند   

x انفصال لا يمكن التخلص منه. 3= عند   

  (d) ,x x1 1= =-

x 1= يمكن التخلص من الانفصال عند   

x انفصال لا يمكن التخلص منه. 1= - عند   
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(4) ' ( ) 1
2 3

1
1 3

4lim limf x
x x

x
x x1

x x

2

1 1
=

-
+ -

=
-

- +
=

" "- --

^ ^h h

 ' ( ) 1
4 1 3

1
4 1

4lim limf x
x

x
x1

x x1 1
=

-
- -

=
-

-
=

" "+ ++

^ h

 ' '( ) ( )f f1 1a =
- +

. ( ) 4f 1 =' 1x و = f قابلة للاشتقاق عند  `  

(5) ; 0( )3 3 0( )lim ff x 3
x 3

=-= =
"

. 3x = `  الدالة f متصلة عند   

 ' ( ) 3 3
3 0

1
( ) ( )

lim limf x
f x f

x
x

3
3

3 3x x -
-

=
-

-
=

-
=

" "+ ++

 ' ( ) 3 3
3 0

1
( ) ( )

lim limf x
f x f

x
x

3
3

3 3x x
=

- +
-

-
=

-
-

= -
" "- --

 ' '( ) ( )f f3 3a =
- +

. 3x = f غير قابلة للاشتقاق عند  `  

(6) 0 ; 2( ) ( )lim limf x f x
0x x 0

==
" " +-

. 0x = 0x وبالتالي f غير قابلة للاشتقاق عند  = f غير متصلة عند  `  

(7) 2= = ==( )0'
1 1 2( ) ( )

0 0lim lim limg x
g x g

x
x

x
x x0 2

0 0 0x x x

+

-

-

-

+ -

" " "- - --

^ ^h h

 0' 2 1 1
2

( ) ( )
0lim limg x

g x g
x

x0

x x0 0

-
=

-

-
=

+
=

" "+ ++
^ h

 ( ) 2'g 0` =

(8) ' ( ) 4
2 4

( ) ( )
2 2lim lim limf x

f x f
x
x x2

2 2

2 2 2x x x
=

-
-

= =
-

-
= +

" " "- - --
^ h

 ' ( )
4 4 4

4
( ) ( )

2 2lim limf x
f x f

x
x

2
2

2 2x x
=

- -
- --

= =
" "+ ++

 ( ) 4f 2` ='

(9) ' ( ) 1
1

1 3
( ) ( )

1
1lim lim limf x

f x f
x
x x x1

x x x

3
2

1 1 1
= =

-

-
=

-
-

+ + =
" " "- - --

^ h
 ' ( ) 1

1
1

3 1( ) ( )
lim limf x

f x f
x

x k1
x x1 1

=
-

-
=

-
+ -

" "+ ++

. 1x = f قابلة للاشتقاق عند  a  

 1
3 1

3lim x
x k

x 1
`

-
+ -

=
" +

  3
1

1 ; 21

3 3
1

3 ;lim k kx
x k

x 1

-
=- =-

-

+
-

=
" +

` j
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(10) (a) ( )f a b1 = +

    2 ; ( )( )lim limf f xx a b
x x1 1

= = +
" "- +

    2a b` + =  (1)

  (b) 2 1a b+ =-  (2)

. 3 , 5a b=- = من (1) و(2) نحصل على:   

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (b)

(5) (b) (6) (b) (7) (b) (8) (a)

(9) (d) (10) (a) (11) (d) (12) (b)

نْ 2-3 تمرَّ قواعد الاشتقاق 

المجموعة A تمارين مقالية

(1) = - ( )dx
dy

dx
d

dx
d x x3

1
13 2

= -xb l
(2) = + ( )dx

dy
dx
d x dx

d
2 1 2 0 2= + =] g

(3) = 7 2 15dx
dy

dx
d x dx

d x dx
d x dx

d4 3 2
- + +] ] ] ]g g g g

  x x x x x x4 21 4 0 4 21 43 2 3 2= - + + = - +

(4) 8 1dx
dy

dx
d x dx

d x dx
d4 2

= - +
-] ] ]g g g

  x x8 8 0 8 83 3= - - + = - -- -

(5) 2 5 2 1 3 4 5 6( )f x x x x x x xx 3 2 2 2
= - + + + + - +' ^ ^ ^ ^h h h h

  5x x x x5 12 12 263 24 -= - - +

(6) 210 20f x x x x45 7 2
= - + -^ h

 8( ) 50 14f x x xx 4 6
= - -'

(7) (a) 3 3 3

dx
dy

dx
d

x
x

x
x dx
d x x dx

d x2

2

2 2

=
+

=
+ - +b ] ] ]l g g g

  2 3 3
x

x x x
x

x
2

2

2

2

=
- +

=
-] ]g g
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 (b) = = = =
3

3 1 3 1
3

dx
dy

dx
d

x
x

dx
d x x x x

2
1 2

2-
+

+ -
- -b ]l g

.(a) متكافئة مع إجابة السؤال  

(8) = =
( )

dx
dy

dx
d

x
x

x
x x x x

x
x x

1 1

1 2 3

1

2
3

2

3

3 2 2

3 2

4

=
- -

- - -

-

+
2c ^

^ ^
^m h

h h
h

(9) dx
dy

dx
d

x
x

x

x
x

x
x

1

1

1

1
2
1

1
2
1

2=
+

-
=

+

+ - -e ^
^ ^

o h
h h

  =
x x

x x
x x2 1

1 1

2 1

2
2 2=

+

+ - -

+^
^ ^

^h
h h

h
  =

x x 1

1
2

+^ h
( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx

d uv u v v u0 0 0 0 5 2 1 3 13= + = + - - =' '] ] ] ]g g g g x ؛  0= عند   (a)  (10)

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
dx
d

v
u

v
v u u v

0

0 0 0 0

1

1 3 5 2
72 2=

-
=

- - - -
=-

' 'b ] ]] ]l g gg g
6 @

x ؛  0= عند   (b)  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

dx
d
u
v

u
u v v u

0
0 0 0 0

5
5 2 1 3

25
7

2 2=
- -

=
- -

=
' 'a ]] ]k gg g
5 ?

x ؛  0= عند   (c)  

( ) ( ) ( )dx
d
v u v u7 2 7 0 2 0 7 2 2 3 20- = - = - - =' '] ]g g x ؛  0= عند   (d)  

(11) ( ) ; (1) ; 23 1 4 4f x x f y x2
== + = -' '

(12) ( )y x x3 2='

  y 2 12- ='] g
، معادلته هي: ,2 8- -^ h ميل خط المماس 12 ويمر هذا الخط عبر  y

x

y التقاطع مع محور السينات   x12 16= + y أو  x12 2 8= + -] g  

3 والتقاطع مع محور الصادات هو 16.
4
- هو   

(13) ( )
4

; (2)
3216
64 2

1f x
x

fx
2 2 =

-
=-=

+

-' '^ h
22

1y x=- + معادلة المماس:   

2 3y x= - معادلة الناظم:   
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(14) 
1
4
: 2

: 2
( )f x x

x x
x

2
2

1

H+
=' *

, : f3 3- '^ h مجال   

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (b) (4) (a) (5) (a)

(6) (b) (7) (b) (8) (c) (9) (b) (10) (c)

(11) (c) (12) (d) (13) (c) (14) (d)

(15) (d) (16) (c)

نْ 2-4 تمرَّ مشتقات الدوال المثلثية 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) 2 2sin tan cos secdx
d x x x x2- = -] g

(2) 4 4sin sin sindx
d x x dx

d x dx
d x x dx

d x2 2 2
- = - +] ] ] ] ]g g g g g: D

  0 cos sinx x x x22
= - + ] ]g g5 ?

  x x xcos sinx22= - -

(3) cot
cot

cot

cot cot cot cot

dx
d

x
x

x
x dx

d x x dx
d x

1 1

1 1
2+

=
+

+ - +` ]
] ] ] ]j g

g g g g

  
cot

cot csc cot csc
x

x x x x
1

1
2

2 2

=
+

+ - - -]] ] ] ]gg g g g

  
cot
csc

x
x

1 2

2

+
=- ] g

(4) =sin
cos

sin

sin cos cos sin

dx
d

x
x

x
x dx

d x x dx
d x

1 1

1 1
2+ +

+ - +` ]
] ] ] ]j g

g g g g

  sin co cos
sin

sin s
x

x x x x
1

1
2=

+

+ - -]] ] ] ]gg g g g

  
sin

sin sin cos
sin

sin

x
x x x

x
x

1 1

1
2

2 2

2=
+

- - -
=

+

- +] ]^g g h

  sin x1
1

=-
+

(5) =( )
( )

'
tantan

y x x
x dx
d x x dx

d x
2

-] g
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  = sec tan
x

x x x
2

2
-

  'y 4
4

4 2 1 8 16π
π

π
π
π

2

2

2=
-
=

-b
b
^l
l
h

x، ميل خط المماس هو 0. 0= cos تساوي 0 عند  cos tandx
d

x x x1 1
=a k  (6)

x، ميل خط المماس هو 0. 0= cos تساوي 0 عند  sindx
d x x=-  

(7) ( )' csc coty x dx
d

x x1 2= + +^ h
  csc cot cscx x x0 2 2= + - + -] ^g h
  csc cot cscx x x2 2= - -

 ' csc cot cscy 4 2 4 4 4
π π π π2= - -b l

  2
( )2 2 1 2= - -^ ^h h

  2 2 4=- - =-

,P 4 4
πb l 4 ويمر هذا الخط عبر- ميل خط المماس   

y x4 4π=- + + y أو  x4 4 4
π

=- - +b l المعادلة هي:   

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (a) (2) (b) (3) (b) (4) (a) (5) (c)

(6) (d) (7) (d) (8) (a) (9) (c)

نْ 2-5 تمرَّ قاعدة السلسلة 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) ( ) ( ) ( ) ( )(6 )' 'f g x x x x xf g g 2 12% := = ='_ ^i h
(2) ( )'f g x

x
x

x
x

1

1
2

1

2
2 2 2 2% #=
+

=
+

_ _ _i i i
(3) ( )'f g x x x x1510 15015 14 29% #= =_ _ _i i i
(4) 2

( ) ( ) ( ) ( )( )'f g gf g 1 1 1 5 1 2
1
2
5

:% #= = =' '^ ^h h
(5) ( ) 4

1

4

4

4

;' 'f g x x
x f g

cos
sin

cos

sin
1
2

1
2

1
2

2
5π

π π π
π

π π π3 3
% %# # #= + = + = + =

J

L

K
KK

^ a ^ a `
` f
N

P

O
OO

h k h k j
j p
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(6) ( )
( )

( )
; ( )' 'f g x

x x
x x x f g

10 1 1

2 10 1 1
20 1 0 02 2 2

2 2

% %#=
+ + +

- + + +
+ =^ ^

^ ^ ^h h
h h h

(7) (a) dx
dy

du
dy

dx
du

#=

  ( )sinu 6= -] g
  sin sinu x6 6 6 2=- =- +] g
 (b) dx

dy
u x x x15 6 90 3 12 2 2
# #= = +^ h

(8) 2
3

2
3

sincosdt
ds t t4

7
4
7

# #
π π ππ

= -a ak k
(9) 2 2 2tan secdx

dy
dx
d x x x x dx

d x x3 2 3 3
= - = - -] ] ]g g g5 ?

  2 2 3 2 3 2sec secx x x x x x2 3 2 2 2 3
= - - = - -] ] ] ]g g g g5 ?

(10) sin cosdx
dy

dx
d x x dx

d x3 1 3 1 3 1= + = + +] ] ]g g g5 ?

  ( )cos cosx x3 1 3 3 13= + = +] ]g g5 ?

(11) tan sec sec sec tandx
dy

x x x x2 2
#= + +x^ ^h h

(12) ( )
dx
dy

x
x

x
x x

x
x

2 1
1

1
1 1

1

4 1
2 3=

+
-

+

+ - +
=

+

-a ^c ^k h m h
(13) 1-

( ) ( ) ( )dx
dy

dx
d x x dx

d x1 6 3
2
1 6 1 63

2
3
2

= - = - -
c m

  ( )( )x3
2
6 1 6 3

1
= - -

-

  ( )x4 1 6 3
1

= - -
-

(14) dx
dy

dx
d

x
x

1 2=
+

c m

  
x

x dx
d x x dx

d x

1

1 1

2 2

2 2

=
+

+ - +

_
_ ] _

i
i g i

  
1

1
2 1

1

1

1
2 1

1
21

x

x x
x dx

d x

x

x x
x

x1
2

2
2

2

2

2
2

=
+

+ -
+

+

=
+

+ -
+

^ ] c ] c ]h g m g m g

  
3

x x
x x x

1 1

1
1

2 2

2 2
2

=
+ +

+ -
= +

-
2] _

] ]g i
g g

sin cos sina a a2 2= تستخدم في الخطوة الأخيرة المتطابقة   (15)

 3 2sindx
dy

dx
d x2

= -]^ gh
  sin sin sin cosx dx

d x x x dx
d x2 3 2 3 2 2 3 2 3 2 3 2= - - = - - -] ] ] ] ]g g g g g

  sin cos sin cosx x x x2 3 2 3 2 3 6 3 2 3 2= - - = - -] ] ] ] ]g g g g g
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(16) (a) ( ) ; ( )f x
x
x f
5

2 3
2

2
=

+
=' '

xy 3
2

3
5

= + ) هي:  , )2 3 معادلة المماس عند النقطة      

y x2
3

6=- + معادلة الناظم:   (b)  

(17)  (a) ( )'g x x x24 12 3 7
= +^ h

    ( )'g 0 0=

y 1= ) هي:  , )0 1 معادلة المماس عند النقطة      

x 0= معادل الناظم:   (b)  

المجموعة B تمارين موضوعية 

(1) (b) (2) (a) (3) (b) (4) (a) (5) (d)

(6) (b) (7) (d) (8) (b) (9) (c)

نْ 2-6 تمرَّ المشتقات ذات الرتب العليا والاشتقاق الضمني 

المجموعة A تمارين مقالية 

(1) ; ;dx
dy

x x x dx
d y

x x dx
d y

x8 3 32 24 6 2 48 63 2
2

2
2

3

3

= - + - = - + = -

(2) ; ;dx
dy

x x dx
d y

x x dx
d y

x6 12 125 4 20 604 2
2

2
3

3

3
2

= - + - =- + =- +

(3) 
( )

;
( ) ( )

;dx
dy

x dx
d y

x dx
d y

x2
3

2 2
6 18

2 2

2

3 3

3

4=
-

-
=

-
=

-

-

(4) ; ;sincos cosdx
dy

x dx
d y

x dx
d y

x2 2 2 24 82

2

3

3

= =- =-

(5) ; ;sin sincosdx
dy

x dx
d y

x dx
d y

x4 4 64 44 162

2

3

3

= - =- =

(6) ; ;sin cos cos sin cos sin sin cosdx
dy

x x dx
d y

x x dx
d y

x x x x2 2 2 4 42

2
2 2

3

3

= = - =- -

(7) ;
( ) ( )

dx
dy x x

dx
d y

y yy y
y y x y x4

2
2 2 2 2

2

2

2 3

2 2

=
+

=
+

=
- +

=
- +l

(8) ; ;
( )

ydy dy dx dx
dy

y dx
d y

y2 4 2 4 2 4
1 2

2

2

3- = =
-

=
-

-

(9) 3
2

; ;3
2

x
y

x y y dx
dy

dx
d y

x y
x y
3

03
1

3
3
1

2

2

3
4
3
1

3
2

3
2

1
+ = =- =

+- - l ` j
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(10) 2 2 2 2 0 ;' ' 'x y xy yy y 5=+ + - =

5 7y x= - معادلة المماس:   
1

5
17y x5=- + معادلة الناظم:   

(11) 5
6'y =-

5 5y x6 6
=- - معادلة المماس:   

y x6
5

6
5

= + معادلة الناظم:   

(12) 2'y =- π

2y xπ π=- + معادلة المماس:   

2
2
2y xπ

π
π= + - معادلة الناظم:   

(13) ' cos siny A x B x= -

  '' sin cosy A x B x=- -

  2
1
; 02 2'' sin cos siny y A x B x x A B(- =- - = =- =

(14) ;
tan

sin sec sin tan
dx
dy

x
x x x x y x
1

12=
+

- + -
=- +^

^
h

h

(15) 1
( ) ; ( )

2 4
3f x

x x
f x

x x2
-

= =' ''

  4 ( ) 3 ( )
3 3

0x f x f x
x x

2
- = - =''

(16) ( )
1

; ( )
1

3 1
; ( )

1

12 2 24f x
x
x f x

x
x f x

x
x x

2 2 2 3

2

2 4

2

= = =
+

- -

+

-
' '' '''^ ^

^
^
^

h h
h

h
h

  1 ( ) ( )
1

24 24 36 12 12 12
06 ( ) 6x f x x f x

x
x x x x x xxf2

2 3

3 3 3
+ - - - +

- - - =
-

=''' '' '^ ^h h

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (b) (2) (a) (3) (a) (4) (c)

(5) (d) (6) (a) (7) (c)

اختبار الوحدة الثانية

(1) 8
1

4
1

5 4
1

4
1

dx
dy

dx
d x x x x x5 2 4

= - + = - +a k
(2) 3 7 3 21 21dx

dy
dx
d x x x x3 7 2 6

-= + =- +] g
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(3) sin cosdx
dy

dx
d x x2= ] g

  2 2 2 2sin cos cos sin sin cosx dx
d x x dx

d x x x2 2
= + =- +] ] ] ]g g g g

حل بديل:  

 2 2 2 2sin cos sin cosdx
dy

dx
d x x dx

d x x= = =] ] ]g g g
      cos x2 2=

(4) = = =dx
dy

dx
d

x
x

x
x x

x2 1
2 1

2 1
2 1 2 2 1 2

2 1
4

2 2-
+

-

- - +
-

-
a ]] ] ] ] ]k gg g g g g

(5) cos sin sindt
ds

dt
d t t t1 2 1 2 2 2 1 2-= - =- - = -] ] ] ]g g g g6 @

(6) =
2 2 2 2 2 2 2

cot csc csc cscdt
ds

dt
d

t t dt
d

t t t t t
2 2

2 2
2

= - =- - =a a a a c ak k k k m k8 B

(7) 
-

= =dx
dy

dx
d x

x dx
d x x1 1 12

1
2
1

+ + + +c _m i

  
- -

2
1
x x

x2
1

2
1 12

1
2
3

2

= - = - 3

x2

(8) ( )( ) ( )dx
dy

dx
d x x

x
xx2 1

2 2 1
1

2 12 1= + =
+

+ +^ d ^h n h
  

x
x x

x
x

2 1
2 1

2 1
3 1

=
+

+ +
=

+

+] g

(9) (5 ) 5sin cscdx
dy

dx
d

x
x

dx
d x x

2
2

= =c ]m g
  5 5 (5) 5 (2 ) 5 5 5 2 5csc cot csc csc cot cscx x x x x x x x x x2 2

= - + =- +] ] ]g g g

(10) (a) 2
2 2

1
2 2

2dx
dy

dx
d x x

x x
x

x x
x 12

2 2= - =
-

- =
-

-] g

= =
( )

, ( )dx
dy

y
3 2 3
3 1

3
2

3 2 3 3
2

2

-

-
= - = x نحصل على:  3= عند      

y x
3
2

3= - ) أو  )y x
3
2

3 3= - + خط المماس:      

y x2
3

2
5 3

=- + ) أو  )y x2
3

3 3=- - + الخط العمودي (الناظم):   (b)  

(11) (a) csc csc csc cotdx
dy

dx
d x x x xcot 2 24 2

= + - =- +x] g
π π

cot cscy 4 2 2 2 4 0 2 2= + - = + - = x نحصل على:  2
π

= عند      

   ( )( )
π

cotcsc cscdx
dy

1 2 1 0 12 2 2 2
π π2

= - + =- + =-

y x 2 2
π
+=- + y أو  x 21 2

π
=- - +` j خط المماس:      
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y x 2 2
π

= - + πy أو  x1 2 2= - +` j الخط العمودي (الناظم):   (b)  

(12) ' ( ) 1
( ) (1)

1
1

1lim limf x
f x f

x
x1

x x1 1
= =

-

-

-
-

=
" "- --

  ' ( ) 1
( ) (1)

1
2 1

1lim limf x
f x f

x
x1

x x1 1
==

-

-

-
- -

= -
" "+ ++

  '' ( ) ( )f f1 1a !
- +

1x = f غير قابلة للاشتقاق عند  `  

(13) ; ;dx
dy

x x dx
d y

x dx
d y

x12 10 2 36 10 723
2

2
2

3

3

= - + = - =

(14) ; ;sincos cosdx
dy

x dx
d y

x dx
d y

x3 3 3 39 272

2

3

3

= =- =-

(15) ; ;sin sincosdx
dy

x dx
d y

x dx
d y

x4 4 42 8 322

2

3

3

= - =- =

(16) ; ;dx
dy

x x dx
d y

x dx
d y

16 59 18 16 182
2

2

3

3

= - + = - =

(17)  dx
dy x

y
2
6 1=
-

(18) dx
dy

xy
y x
2 3
2 22

=-
-

+ +

(19) 2y =-'

2 3y x=- + معادلة المماس:   

2 2
1y x1= + معادلة الناظم:   

تمارين إثرائية

x 2= x، عند  3= x أو  2= ، فنحصل على  x x5 6 02
- + - = يتقاطع منحنى الدالة مع محور السينات إذا   (1)

1- = x الميل  3= 1، عند  = الميل   

(2) ( )s t t t33 2
= -

( ) ( )v t s t t t3 62
= = -' السرعة المتجهة:   

 ( ) m/sv 2 12 12 0= - =

 ( ) ( )a t V t t6 6= = -'

 ( ) ( ) m/sa 2 6 2 6 6 2
= - =

(3) = = = =
dx
dy

x

x x
x

x
x

x x

x x x

x

x x x

x

x x
4

2 4
2 4

2

4 4

2 4

4

8 2

4

8
2

2
2

2

2 2

2

2

3

22 2

3 3 3
#

-

- +
-

- -

- +

-

- +

-

-
3 3^

^
^ ^h

h
h h
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0, يكون 0^ h عند النقطة ، dxdy y2 4
1

=
-

 ،y 4=  ،y 0= يتقاطع منحنى الدالة مع محور الصادات عند النقاط   (4)

. 4
1
= 0, يكون الميل  4^ h عند النقطة ، 41- = الميل   

(5) ,dx
du

x
x

du
dy

u
u

3 2

2

1

4
2 3

2 2 2=
+

=
+^ ^h h

dx باستخدام قاعدة السلسلة:
du

u
x
3
2
2= أي   

 dx
dy

du
dy

dx
du

u
u

u
x

1

4
3
2

2 2 2# #= =
+^ h

 =dx
dy

u u
x

3 1

8
2 2
+^ h

 =
dx
dy

x

x

x x x3

8

2 2 3 2 6 122 2 23 23 2
+ + + + + +^ ^h h

(6) cos cos
sin sin

dx
dy

y x
x y

x
y
2 2
2 2

2
2

=-
-

+

2y x= معادلة المماس:   

2
1y x 8

5π
=- + معادلة الناظم:   

1b x 0`= = الدالة g متصلة عند   (7)

 ' ( ) 10 = = =
( ) (0) 1 1

0lim limg x
g x g

x
x

0 0x x

+
-

- -

" "- --

 ' ( )0 ==
( ) (0) 1

0
coslim limg x

g x g
x
x

0
0 0x x-

- -
=

" "+ ++

 ' ' ( )1( )1 !g ga
- +

x 0= g غير قابلة للاشتقاق عند  `  

(8) 2 2cos cos sin siny x x x x= -'

  2 cos sinx x2 2
= -^ h

  22cos x=

(9) 1600 (0 ,50)x xAC 2 d= +

 45
1600

75
50x x

t
2

-
=

+
+

  
45 1600 75

1

x
x

t 2
#

=
+

-'

  0 : 5 3 1600t x x' 2
= = +

 25 9( 1600)x x2 2
= +

 9 1600x16 2 #=

 900x2 =

 03x =
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 ( ) 45
900 1600

75
50

83
30

mint 30 -
+ -

= +

 ( ) 45
0 1600

75
50

3
0
9 mint 0 -

+ -
= +

 (50) 45
2500 1600

75
50

85
50

mint -
+ -

= +

 C إلى نقطة A بأقل وقت ممكن إذا سار بخط مستقيم في الصحراء من نقطة D يستطيع السائق الوصول إلى الموقع  
km30 عن نقطة B)، ثم يسير على الطريق المعبد من C إلى D فيصل بحوالي 83 دقيقة  على الطريق الرملي (التي تبعد 

وبالتالي أقل من 85 دقيقة ويستطيع الحصول على الجائزة.

(10) dx
dy x y

x y
2

5 5

5
4=-

-

+

(11) dx
dy

x
y
2 4
2 3

=-
-

-

2
11
- = الميل   

11
2

11
46y x= - معادلة الناظم:   

(12) .. ( . ) ( )d
d

d
d

d
d

p pt
c

p
c

t
p

t0 22
1
0 5 17 0 5 22 2

1
#= = +

-^a ^h k h
43.1 0.1 3( )P 3 2

#= + = 3t فإن  = إذا كان   (a)  

0.24dt
dc

t 3
=

=
معدل التغير يصبح:      

 dt
dc      إن معدل التغير بعد مرور 3 سنوات لأول أكسيد الكربون هو 0.24 جزء من مليون وهو يتزايد لأن إشارة 

موجبة.

t 7= 3.1 نحصل على  0.1t8 2
= + p وبالتالي  8= عدد السكان 000 8 يعني أن   (b)  

0.dt
dc

8
t 7
=

=
    

إن معدل التغير بعد مرور 7 سنوات لعدد سكان 000 8 هو 0.8 جزء من مليون.     

) نقطة على منحنى الدالة. , 9 )A t t2- لتكن   (13)

 2' ty =-
A

92ty x t2= - + +  : A معادلة المماس عند  

912 2 (1)t t2= - + + ) عندما  , )1 12 يمر هذا المماس بالنقطة   

 9 14 0tt2 - =+

 2 3t t 02
- - =

 1 ,t t 3=- =

.( , )1 12 يمر مماسان بالنقطة   
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نْ 3-1 تمرَّ القيم القصوى (العظمى/الصغرى) للدوال 

المجموعة A تمارين مقالية

، لا توجد قيم صغرى. 0 ,5^ h قيمة عظمى مطلقة عند  (1)

,0 1-^ h قيمة صغرى مطلقة عند ، ,1 2^ h قيمة عظمى مطلقة عند  (2)

x c= 2 x والقيمة الصغرى عند  b= القيمة العظمى عند   (3)

، إذًا كلتا القيمتين العظمى والصغرى موجودتان. ,ba6 تطبق نظرية القيمة القصوى لأن f متصلة على الفترة @  

لا توجد قيمة عظمى أو صغرى، لا تطبق نظرية القيمة القصوى لأن الدالة غير متصلة.  (4)

x، لا تطبق نظرية القيمة القصوى لأن الدالة غير متصلة. a= x وقيمة صغرى عند  c= قيمة عظمى عند   (5)

x، لا تطبق نظرية القيمة القصوى لأن الدالة غير متصلة على فترة مغلقة. c= x وقيمة صغرى عند  a= قيمة عظمى عند   (6)

,3
4
27
32

-a k ،( , )0 0 النقاط الحرجة:   (7)

( , )2 2 النقطة الحرجة:   (8)

,1 4^ h ،( , )0 3 النقاط الحرجة:   (9)

قيمة عظمى مطلقة عند هي 9 وقيمة صغرى مطلقة هي 1  (10)

1. تقريباً 515- قيمة عظمى مطلقة هي 1.933 تقريباً وقيمة صغرى مطلقة هي   (11)

2
1
- قيمة عظمى مطلقة هي 0 وقيمة صغرى مطلقة هي   (12)

قيمة عظمى مطلقة هي 2 وقيمة صغرى مطلقة هي 0  (13)

3 وقيمة صغرى مطلقة هي 1
2 3 قيمة عظمى مطلقة هي   (14)

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (b) (2) (b) (3) (a) (4) (b) (5) (b) (6) (b)

(7) (c) (8) (b) (9) (d) (10) (c) (11) (a) (12) (d)

(13) (c) (14) (b) (15) (d) (16) (a)

نْ 3-2 تمرَّ تزايد وتناقص الدوال 

المجموعة A تمارين مقالية

,0 1^ h 0, وقابلة للاشتقاق على الفترة 16 f متصلة على الفترة @  (1)

2 2 1
2 ( 1)

; 2
1

c c+ =
- -

=  
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1,20 , 1 ,-^ ^h h 2 يوازي القاطع المار بالنقطتين
1x = يوجد مماس لمنحنى الدالة f عند   

2
1
, 2a k 21 وقابلة للاشتقاق على الفترة , 2: D متصلة على الفترة f  (2)

1
1

; 10
c

c2- = =  

2 وأيضًا يوازي محور 
1
, 2
5

2 , 2
5

,a ak k يوازي القاطع المار بالنقطتين x 1= يوجد مماس لمنحنى الدالة f عند   
السينات.

2
5
, 3a k ومتناقصة على الفترة , 2

5
3-a k متزايدة على الفترة  (3)

0 ,6^ h 03, ومتناقصة على الفترة-^ h ، 6 ,3^ h متزايدة على كل من الفترتين  (4)

,03-^ h 0, ومتزايدة على الفترة 3^ h متناقصة على الفترة  (5)

2 ,2-^ h ومتناقصة على الفترة , 23- -^ h ، ,2 3^ h متزايدة على كل من الفترتين  (6)

, 13- -^ h ، 0 ,1^ h 1,0 ومتناقصة على كل من الفترتين-^ h ، 1,3^ h متزايدة على كل من الفترتين  (7)

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (b) (2) (b) (3) (a) (4) (a)

(5) (b) (6) (c) (7) (b) (8) (d)

نْ 3-3 تمرَّ  f f بمنحنى الدالة  f والمشتقة الثانية '' ربط المشتقة الأولى '

المجموعة A تمارين مقالية

(1) ( )f x x x x x3 18 24 3 2 42
= - + = - -' ^ ^h h

, ,, 4 162 20^ ^h h :النقاط الحرجة هي  

جدول التغير:  

الفترات ,23-^ h 2 ,4^ h 4,3^ h
f إشارة ' + + - - + +

f سلوك الدالة

3- 32 4

 

(2) 20f = القيمة العظمى المحلية هي:   

( )f 4 16= القيمة الصغرى المحلية هي:   

2 ,4^ h 4,3 وتتناقص على الفترة^ h 23, والفترة-^ h الدالة تتزايد على الفترة  
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(2) ( )g x x x x x6 12 6 22
=- + =- -' ^ h

,, ,0 3 2 5-^ ^h h :النقاط الحرجة هي  

جدول التغير:  

الفترات ,03-^ h 0 ,2^ h 2 ,3^ h
g إشارة ' - - + + - -

g سلوك الدالة

3- 30 2

 

(2)g 5= القيمة العظمى المحلية هي:   

( )0 3g =- القيمة الصغرى المحلية هي:   

. 2 ,3^ h 03, والفترة-^ h 0 وتتناقص على الفترة ,2^ h الدالة تتزايد على الفترة  

(3) ( ) ( )( )h x x x x x x x4 12 8 4 1 23 2
=- - - =- + +'

, ,, , ,2 1 1 0 0 1- -^ ^ ^h h h :النقاط الحرجة هي  

جدول التغير:  

الفترات , 23- -^ h ,2 1- -^ h ,1 0-^ h ,0 3^ h
h إشارة ' + + - - + + - -

h سلوك الدالة

3- 0 32- 1-

 

( 2) (0)1 , 1h h- = = القيمة العظمى المحلية هي:   

( ) 01h - = القيمة الصغرى المحلية هي:   

0 ,3^ h 2 والفترة , 1- -^ h 1,0 وتتناقص على الفترة-^ h والفترة , 23- -^ h الدالة تتزايد على الفترة  

(4) ( )'g x x x x x x6 6 6 6 6 1 13 2 2
= + - - = + -^ ^h h

1, , 1, 17- -^ ^h h :النقاط الحرجة هي  

جدول التغير:  

الفترات , 13- -^ h ,1 1-^ h ,1 3^ h
g' إشارة - - - - + +

g سلوك الدالة

3- 1- 31
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( ) 1g 1 =- القيمة الصغرى المحلية هي:   

,13-^ h 1, وتتناقص على الفترة 3^ h الدالة تتزايد على الفترة  

(5) ( )
:

:
h x x

x x
x x

2 1
1 1

3 1

1

H
= - - =

+

- +
(

1,2^ h :النقطة الحرجة هي  

( )h 1 2= القيمة العظمى المحلية هي:   

x

y

-1 1

1

2

2

3

  ,1 3^ h 13, وتتناقص على الفترة-^ h الدالة تتزايد على الفترة  

(6) ( )
( )

f x x 2
2
2=

-

-'

لا نقاط حرجة.  

جدول التغير:  

الفترات ,23-^ h 2 ,3^ h
f إشارة ' - - - -

f سلوك الدالة

3- 32

 

لا يوجد قيم قصوى.  

2 ,3^ h 23, والفترة-^ h الدالة تتناقص على الفترة  

لا يوجد قيمة عظمى محلية.  (a)  (7)

.x 2= القيمة الصغرى المحلية عند   (b)  

:y جدول إشارة '     

الفترات ,13-^ h ,21^ h 2 ,3^ h
y إشارة ' - - +

y سلوك الدالة

3- 31 2

   

 (c) ( 1)(3 5)y x x= - -''

,x x3
5

1= = نقطة انعطاف عند      

 171



x 2= قيمة عظمى محلية عند   (a)  (8)

x 4= قيمة صغرى محلية عند   (b)  

جدول التغير:     

الفترات ,13-^ h ,1 2^ h ,2 4^ h ,4 3^ h
'g إشارة  + + - +

g سلوك الدالة

3- 4 31 2

  

 (c) 1 2 10 112y x x x2
= - - +'' ^ ^h h

,1.634 , .3662
5 3

2
5 3

3x x x 1. .= =
+-

= نقطة انعطاف عند      

 (a, c) مماس أفقي عند هذه النقطة ولكن يمكن أن تكون متزايدة (أو متناقصة) على كل من الفترتين f كلاّ، للدالة  (9)
x c= و(c, b) ولا يوجد قيمة قصوى محلية عند 

0x = (0) ولا قيمة عظمى أو صغرى محلية عند  0f =' ) حيث  )f x x3= مثال:   

(10) ( )f x x x6 6 2= -'

  (1 2 )6 12 6f x x= - = -''

  0 ,2
1

2
1

2
1f f= =''a ak k

جدول التغير:  

الفترات , 2
1

3-` j 2
1
,3` j

f إشارة '' + + - -

f تقعر الدالة
تقعر لأعلى تقعر لأسفل

3- 32
1

 

2
1
, 2
1` j نقطة الانعطاف ، 12 , 3` j ومقعرًا لأسفل على الفترة , 2

1
3-` j يكون مقعرًا لأعلى على الفترة f بيان الدالة  

(11) ( )'g x x x4 12
= - +

  ( ) 42''g x x= -

  (2) 0 , (2)
25
3''g g= =-
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جدول التغير:  

الفترات ,23-^ h 2 ,3^ h
''g إشارة  - - + +

g تقعر الدالة
تقعر لأسفل تقعر لأعل

3- 32

  

,2 3
25

-a k نقطة الانعطاف ، ,23-^ h 2 ومقعرًا لأسفل على الفترة ,3^ h يكون مقعرًا لأعلى على الفترة f بيان الدالة  

(12) ( )f x x4 3=-'

  ( ) 12f x x2= -''
0x ولكن بيان f لا يغير تقعره على جانبي 0 (بيان f مقعر لأسفل على جانبي 0). = ) عند  ) 0f x =''  

`   منحنى f ليس له نقطة انعطاف.  

(13) ( ) 00f c 0`= =

  (4) ( ) ( )16f a b c4 4 4 163 2
(= + + + =

  4 12a b+ =-   (1)

  ( )f x x ax b23 2= + +'

  (4) 0f a b48 8 0(= + + ='

  8 48a b+ =-  (2)

9 , 24a b=- = من (1)، (2) نحصل على:   

  , ,a b c9 24 0` =- = =

(14) ( )f x x ax b23 2= + +'

  (2) 0f a b12 4 0(= + + ='

  4 12a b+ =-  (1)

  ( )f x x a26= +''

  2
1

2
1

0 af 6 2 0(= + =''a ak k
  2

3
a =-

6b =- وبالتعويض في (1) نحصل على:   

  2
3
, 6a b` =-=-
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(15) ( )f x x2 6= -'

  ( ) 0f 3 ='

  ( )f x 2=''

  ( ) 2 0f 3 2=''

  (3) ( ) 6(3) 11 2f 3 2= - + =

x 3= فتكون للدالة f قيمة صغرى محلية 2 عند   

(16) ( ) ( )f x x x x x x x x36 4 9 4 3 34 3 2
= - = - = - +' ^ ^h h

  ( )f x x12 362
= -''

  ( ) ; ; ( )3f f0 36 0 0 06 1=- - =''
x 0= للدالة f قيمة عظمى محلية 0 عند   

  3 72 ; ( ) 72( )f f 3= =-'' ''

  (3 ( ))f f 3 81= =- -

,x x3 3= =- -81 عند كل من  للدالة f قيمة صغرى محلية   

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (b) (2) (b) (3) (b) (4) (b) (5) (a)

(6) (b) (7) (b) (8) (a) (9) (d) (10) (a)

(11) (d) (12) (b) (13) (c) (14) (a) (15) (b)

نْ 3-4 تمرَّ رسم بيان دوال كثيرات الحدود 

المجموعة A تمارين مقالية

, f3 3- =^ h مجال   (1), f3 3- =^ h مجال   (2)

x

y

-1

-2

1 2 3

 

y

x
-1

1

2

3

4

-1-2-3-4

-2

1 2 3 4 5 6
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( ) ( ),lim lim lim limf x x f x x R
x x x x

3 33 3= = = = -
" " " "3 3 3 3- -

f دالة كثيرة الحدود مجالها  `  (3)

نوجد النقاط الحرجة:  

f  دالة كثيرة حدود قابلة للاشتقاق على مجالها.  

 ( )f x x x4 43 2= - -'

 ( ) ;0 3
2f x x x2(= = =-' نضع  

 f( ) , ,1 3
2

( , ) , 3
2
27
229f 2 27

229
2 1`=- - = - -a ak k :نقاط حرجة

الفترات , 3
2

3- -` j ,23
2
-` j 2 ,3^ h

f إشارة ' + + - - + +

f سلوك الدالة

3- 2 33
2
-

 ( )f x x 46= -''

 ( ) 0 3
2f x x(= =''

الفترات ,
2
33-a k 2

,3 3
a k

f إشارة '' - - + +

التقعر

3- 33
2

3
2

27
101f =` j  ، 3

2
, 27
101

I` j :نقطة انعطاف  

2

0 2-2

-2

4

4

6

8

y

x
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( ) ( ),lim lim lim limg x x g x x
4 4 R
4 4

x x x x
3 3= = = =

" " " "3 3 3 3- -
g دالة كثيرة الحدود مجالها  `  (4)

 ( ) ( )( )'g x x x x x x4 2 23
= - = - +

(0 ,5) , (2 ,1) , ( 2 ,1)- النقاط الحرجة:   

جدول التغير:  

الفترات , 23- -^ h ,2 0-^ h ,0 2^ h ,2 3^ h
'g إشارة  - - + + - - + +

g سلوك الدالة

3- 2 32- 0

 

 ( )''g x x 43 2= -

3
2 3

, 9
25

, 3
2 3

, 9
25

-c cm m :نقاط الانعطاف  

0
1

1

2

2

3

4

5

-1-2

y

x

 

( ) ( ),lim lim lim limh x x h x x R4 4

x x x x
3 3= - = - = - = -

" " " "3 3 3 3- -
h دالة كثيرة الحدود مجالها  `  (5)

 ( ) ( )( )'h x x x x4 2 2=- - +

( , ) , ( , ) , (2 ,8)2 8 0 8- - النقاط الحرجة:   

جدول التغير:  

الفترات , 23- -^ h ,2 0-^ h ,0 2^ h ,2 3^ h
'h إشارة  + + - - + + - -

h سلوك الدالة

3- 2 32- 0

 

 ( )''h x x4 34 2
= -^ h

3
2 3

, 9
8

, 3
2 3

, 9
8

-c cm m :نقاط الانعطاف  
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0

5

5-5

-5

y

x

 

( ) ( ),lim lim lim limf x x f x x R3 3

x x x x
3 3= - = - = - =

" " " "3 3 3 3- -
f دالة كثيرة الحدود مجالها  `  (6)

 ( )f x x3 3 02 1=- -'

لا نقاط حرجة.  

f دالة مطردة متناقصة.  

 ( )f x x6=-''

( , )0 0 نقطة الانعطاف:   

2

-2

y

x

 

(7) ( ) ( )f x x x x x4 22 22
= - = -'

جدول التغير:  (a)  

الفترات , 03-^ h ,20^ h 2 ,3^ h
f إشارة ' + + - - + +

f سلوك الدالة

3- 2 30

   

 (b) 1, 3
1
; ( )A f 1 2- =-'a k

2 3
5y x=- +  : (l) معادلة     
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 (c) 

0
1

1

2 3-1
-1

-2

y

x

(8) ( ) 1f d0 1(= =

 ( )f a b c2 5 8 4 2 1 5(=- - + - + =

  a b c8 4 2 4- + - =

  2a b c4 2- + - =  (1)
 ( )f x ax xb c3 22

= + +'

 ( ) 0 0f a b c2 12 4(=- - + ='  (2)
 ( ) 0 0f c0 (= ='  (3)

,a b1 3= = من (1)، (2)، (3) نحصل على   

جدول التغير:  (9)

الفترات , 13- -^ h ,1 1-^ h ,1 3^ h
f إشارة ' - - + + - -

f سلوك الدالة

3- 1 31-

  

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (b) (2) (a) (3) (a) (4) (a) (5) (a)

(6) (c) (7) (c) (8) (c) (9) (a) (10) (b)

(11) (d) (12) (d) (13) (b) (14) (a) 
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نْ 3-5 تمرَّ تطبيقات على القيم القصوى 

المجموعة A تمارين مقالية

x0 20G G x20 حيث  - لتكن الأعداد x و  (1)

( )f x x4 40= -' ، ثم  ( )f x x x x x20 2 40 4002 2 2
= + - = - +^ h مجموع مربعيهما هو:   (a)  

( )f 20010 = و  ( )f 0 400= ثم   ،x 20= و  x 10= و  x 0= عند  تحدث  الطرفية  والنقاط  الحرجة       النقطة 
) مجموع المربعين هو أصغر ما يمكن للأعداد 10 و10 )f 20 400= و

 ( )'g x
x

1
2 20
1

= -
-

، ثم  ( )x x xg 20= + - (b)  يعطى مجموع عدد واحد مع الجذر التربيعي للعدد لآخر بالدالة   

الطرفية النقاط  في  التدقيق  بعد   ،x 4
79

= و  x20 4
1

- = إذًا   ، x2 20 1- = عندما  الحرجة  النقطة  تحدث 

( )g 20 20= g. و 4
79

4 20 25
81

= =a k ) و ) .g 20 4 470 .= والنقطة الحرجة، نجد أن: 

4
1 4 و
79 الجمع هو أكبر ما يمكن عند الأعداد      

y (حيث إن  x36 2
= - x، إذًا  y 362 2

+ = ، ثم  x0 61 1 ترمز x وy إلى ضلعي القائمة في المثلث ولاحظ أن   (2)
(y 02

 ( )dx
dA x

x
x x

x
x

2 22
1

36

1
2 2

1
36

36

36 2
2

2
2

2

=
-

- + - =
-

- إذًا   ،A xy x x2
1

2
1
36 2

= = - هي:  المساحة   

أكبر  إلى  القيمة  هذه  تعود   (x 02 إن  (حيث   x 3 2= أن  يعني  مما   x36 2 02
- = عند  الحرجة  النقطة  تحدث 

لدينا:    ،x 3 2= حيث   x3 2 61 1 لـ   dx
dA

01 و  x0 3 21 1 لـ   dx
dA

02 إن  حيث  ممكنة  مساحة 

cm9 وبعدا الضلعين  A لذا، المساحة الأكبر الممكنة هي 2 xy 3 22
1

2
1

9
2

= = =^ h y و 36 3 2 3 2
2

= - =^ h
cmcm3 2 3 2# هما: 

. ( )A x x x x x4 4 2
= - = -^ h x4 والمساحة هي:  - . ثم العرض هو:  x0 41 1^ h إلى طول المستطيل بالمتر x ترمز  (3)

( )'A x 01 x0 و 21 1 ) لـ  )'A x 02 x حيث إن  2= ، تحدث النقطة الحرجة عند  ( )'A x x4 2= - حيث إن   
x2 هذه النقطة الحرجة تعود إلى المساحة العظمى. 41 1 لِـ 

m4 2 ، إذًا إنه مربع ومساحته العظمى هي  m m2 2# مقياس المستطيل حسب الأطوال الكبيرة هو   

A ab a a2
1

2
1

400 2
= = - a وهكذا، تعطى المساحة ب ـ:  b 202 2 2

+ = لاحظ أن القيمتين a وb يجب أن تحققا   (4)

da
dA a

a
a a

a
a a

a
a a2

1

2 400

1
2 2

1
400

2 400

400

400

200
0 20

2
2

2

2 2

2

2

1 1=
-

- + - =
-

- + -
=

-

-d ^ ^n h h لِـ   

a200 201 1 لِـ   da
dA

01 و   a0 2001 1 لِـ   da
dA

02 حيث   a 2002
= عندما  الحرجة  النقطة  تحدث   

ab 004 2002
= - = a، ثم  200= تناظر هذه النقطة الحرجة المساحة العظمى، بالتالي 

a b 10 2= = إذًا المساحة العظمى عند   
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هي  والمساحة   x m800 2-^ h هو  للنهر  الموازية  الجهة  قياس  فيكون  للنهر  العمودية  للجهة  بالأمتار  الطول  هي   x  (5)
) وتحدث النقطة الحرجة عند  )'A x x800 4= - . بالتالي،  x0 4001 1 ) لـ  )A x x x x x800 2 800 2 2= - = -^ h
 ( )A m80000200 2

= x حيث إن النقطة الحرجة تناظر المساحة العظمى. المساحة الأكبر الممكنة هي  200=

m400 (الموازية للنهر). m200 (عمودية على النهر) بـ  والأطوال هي 

mx والمساحة الإجمالية للخزان (باستثناء الفتحة)
500
2 لتكن x طول كل جهة من قاعدة المربع بالمتر، الارتفاع   (6)

) وتحدث النقطة  )'S x x x x
x

2 2000
2 10002

2

3

= - =
--

^ h ، بالتالي  ( )S x x x x x x4
500

20002
2

2 1
= + = +

-a k هي: 

x تناظر النقطة الحرجة أقل كمية  102 ) لِـ  )'S x 02 x0 و 101 1 ) لـ  )'S x 01 x حيث إن  10= الحرجة عند 
m5 m حيث الارتفاع  m m10 10 5# # مستخدمة من الحديد يجب أن تكون الأبعاد 

أكّد أن الوزن ينخفض عندما ينخفض مجموع المساحة المكوّن من مساحة القاعدة ومساحات الجوانب الأربعة.  

 0 π1 1θ^ ) تحدث النقطة الحرجة (في  )' cosA ab2
1θ θ= ) و ) sinA ab2

1θ θ= بافتراض أن a وb ثابتتان، ثم   (7)

2 فإن النقطة الحرجة تناظر المساحة 
π π1 1θ ) لـ  )'A 01θ 0 و 2

π1 1θ ) لـ  )'A 02θ 2 حيث 
πθ = عند 

2 (أو 90°)
πθ = العظمى. الزاوية التي تجعل مساحة المثلث أكبر هي: 

h 1000
π 2= r π إذًا  r h 10002

= نصف قطر العلبة r هو بالـ cm وارتفاعها h هو بالـ cm، ثم   (8)

r r r
r

dr
dA

2 2000
2 2000π π2

2

3

= - =
-- A إذًا  h r2

2000π π π2 2
= + = +r r r مساحة المعدن المستخدم هي:   

dr
dA

02 و  r0 10π 3
1

1 1
-

لِـ   dr
dA

01 حيث   ، cmr 1000
10π π 3

1

= =
-

3 عند  الحرجة  النقطة  تحدث   

r، تناظر النقطة الحرجة أقل كمية من المواد المستخدمة لصنع العلبة الأقل سماكة. 10π 3
1

2
-

لِـ 

. cmh 10 6 83π 3
1

.=
-

. و cmr 10 6 83π 3
1

.=
-

الأبعاد هي:   

لدينا  x y 92 2
+ = حيث  المسألة،  مقدمة  إلى  بالعودة   .y 3+ وارتفاعه  المخروط  قاعدة  قطر  نصف  طول   x لتكن   (9)

x حجم المخروط يعطى حسب: y9 2
= -

y0 لذلك،  31 1 V لِـ  r h x y y y y y y3
1

3
1

3 3
1
9 3 3 3 9 27π π π π2 2 2 3 2 += = + = - + = - - +^ ^ ^ ^h h h h  

y حيث 1= ) هي  , )0 3 dy إذًا النقطة على الفترة 
dV y y y y y y3 3 6 9 2 3 3 1

π π π2 2
= - - + =- + - =- + -^ ^ ^ ^h h h h  

تساوي التي  العظمى،  القيمة  الحرجة  النقطة  تناظر   y1 31 1 لِـ   dy
dV

01 و  y0 11 1 لِـ   dy
dV

01  

( )V units1 3
32π 3

= ^ h
) وتحدث النقطة الحرجة  )'D x x2 2= - ، إذًا  ( )D x x x x x2

3
0 2 4

92 2 2
= - + + = - +a ^k h تربيع المسافة هو:   (10)

x تناظر النقطة الحرجة المسافة الأصغر، التي هي  12 ) لـ  )'D x 02 x و 11 ) لـ  )'D x 01 x حيث  1= عند 

( )D units1 2
5

=

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (a) (2) (b) (3) (c) (4) (d) (5) (a) (6) (b)

180



اختبار الوحدة الثالثة

(1) 18 21 3 1 73f x x x x2
- -= = + -' ^ ^h h

 ( ) , ( ),( ) f ff 0 2 13 0 111 = - =- =--

x 1=- 0 قيمة عظمى مطلقة عند   

x 2=- -13 قيمة صغرى مطلقة عند   

(2) ( )
10f x

x
x
12 2=
+

-' ^ h
 ( ) ( ) , ( ), 2

1f f f20 5 1 3= - = =

x 0= 5 قيمة عظمى مطلقة عند   

x 3= 2 قيمة صغرى مطلقة عند 
1  

(3) ( ) 12 3 2 23f x x x x2
- - += =' ^ ^h h

جدول التغير:  

الفترات , 23- -^ h ,2 2-^ h ,2 3^ h
f إشارة ' + + - - + +

f سلوك الدالة

3- 2 32-

 

 (2) 10f =-

 ( 2) 22f - =

, 23- -^ h ، ,2 3^ h :فترات التزايد  (a)  

,2 2-^ h :فترة التناقص     

x 2= -10 عند  x؛ قيمة صغرى محلية  2=- القيم القصوى المحلية: قيمة عظمى محلية 22 عند   (b)  

(4) ( )
1 1 1

1 1
g x

x
x

x
x x' 2 2

2

2 2
+ +

=
- +

=
- - +

^ ^
^ ^

h h
h h

جدول التغير:     

الفترات , 13- -^ h ,11-^ h ,1 3^ h
f إشارة ' - - + + - -

f سلوك الدالة

3- 1 31-

   

 ( ) 2
1

1f =

 ( )1 2
1f - =-
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,1 1-^ h :فترة التزايد  (a)  

, 13- -^ h ، ,1 3^ h :فترات التناقص     

x؛ 1= 2 عند 
1 القيم القصوى المحلية: قيمة عظمى محلية   (b)  

x 1=- 2 عند 
1

- قيمة صغرى محلية      

(5) ( )
9

2 9 2 9

3 3
h x

x x
x

x x
x x' 2 2

2

2 2
+ + + +

=
- +

=
- - +

^ ^
^ ^

h h
h h

جدول التغير:     

الفترات , 33- -^ h ,3 3-^ h ,3 3^ h
f إشارة ' - - + + - -

f سلوك الدالة

3- 3 33-

   

 ( ) 8
1f 3 =

 ( ) 4
1f 3- =-

3,3-^ h :فترة التزايد  (a)  

, 33- -^ h ، 3,3^ h :فترات التناقص     

x؛ 3= 8 عند 
1 القيم القصوى المحلية: قيمة عظمى محلية   (b)  

x 3=- -14 عند  قيمة صغرى محلية      

(6) ( ) 2f x x x6 33 2
-= +

 ( ) 126f x x x2
-='

 ( ) 12 12 12 1f x x x-= = -'' ^ h
جدول التقعر:    

الفترات ,13-^ h ,1 3^ h
f إشارة '' - - + +

f تقعر الدالة

3- 31

  

 ( ) 1f 1 =-

1,3^ h فترات التقعر: مقعرة لأعلى على الفترة  (a)  

1,3-^ h مقعرة لأسفل على الفترة  

1, 1-^ h :نقطة الانعطاف  (b)  
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(7) ( ) 2x x x xg 5 64 3
= - + -

 ( ) 4 6 5g x x x' 3 2
= - +

 ( ) 12 12 12 1g x x x x x'' 2
-= = -^ h

جدول التقعر:     

الفترات ,03-^ h ,0 1^ h ,1 3^ h
''g إشارة  + + - - + +

g تقعر الدالة

3- 310

   

 ( )g 1 2=-  ( )g 0 6=-

1,3^ h 03, والفترة-^ h فترات التقعر: مقعرة لأعلى على الفترة  (a)  

0 ,1^ h مقعرة لأسفل على الفترة  

0 , 6-^ h  ,  1, 2-^ h :نقاط الانعطاف  (b)  

(8) ( ) 1
3h x x= -

 ( )
( 1)
3h x x 2
-

=
-

'

 ( )
( 1)
6h x x 3=
-

''
جدول التقعر:  

الفترات ,13-^ h ,1 3^ h
h'' إشارة - - + +

h تقعر الدالة

3- 31

 

. ,13-^ h 1,3 ، مقعرة لأسفل على الفترة^ h فترات التقعر: مقعرة لأعلى على الفترة  (a)  

لا نقاط انعطاف.  (b)  

(9) ''y x6 2 1= -^ h
 (a) x x1 2=- =  x قيم

 (b) 02
1

y''x 2 2

1
2 , 3
` j :فترة التقعر لأعلى  

 (c) 02
1

y''x 1 1

,
1
23-` j :فترة التقعر لأسفل  
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(10) ''y x x18 2= -^ h  
0 2 + ++ + - -  (a) x 1=-

2 ,3^ h 03, والفترة-^ h مقعر لأعلى على الفترة  (b)  

0 ,2^ h مقعر لأسفل على الفترة  (c)  

x 0= x ، وهناك نقطة انعطاف عند  3= ليس للدالة نقطة انعطاف عند   (11)

(12) ( ) 8x xf 3
+=

  ( ) 3f x x2='

  (0) 8f ='

جدول التغير:  

الفترات ,03-^ h ,0 3^ h
f إشارة ' + + + +

f سلوك الدالة

3- 30

 

  ( ) ; (0)6 8f x x f ==''

0 نقطة انعطاف. ,8^ h النقطة  

2

2

4

6

8

10

-2

y

x
  

 (13) ( ) 12 ( )4 4 3g x x x x x' 3 2
= - = -  

جدول التغير:  

الفترات , 33- -^ h , 03- -^ h ,0 3^ h ,3 3^ h
'g إشارة  - - + + - - + +

g سلوك الدالة

3- 33- 30
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 (0) 3 3 09g g g= - = =^ ^h h
 ( ) 12 12 1 12 1 112g x x x x x'' 2 2

- = - = - += ^ ^ ^h h h
 ( 1) (1)4 4g g- = =

1,4 , 1,4-^ ^h h :نقاط الانعطاف  

0
1

1

2

2
3
4
5
6
7
8
9

-1-2

y

x  

(14) ( ) 2( 4 )(2 4) ( 2)4 4h x x x x x' 2 3
+ = += + +  

جدول التغير:  

الفترات , 23- -^ h ,2 3-^ h
'h إشارة  - - + +

h سلوك الدالة

3- 32-

  

 ( )h 2 0=-

 ( ) 12( 2)h x x'' 2+=

2 ليست نقطة انعطاف. ,0-^ h النقطة  

0

1

2

3

4

-1-2-3

y

x
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,0 3^ h قابلة للاشتقاق على الفترة ، 0 ,36 f دالة كثيرة حدود متصلة على الفترة @  (a)  (15)

0 ,36 `   شروط نظرية القيمة المتوسطة محققة على الفترة @     

  (b) ( ) 63f x x x2
= -'

    ( )
(3) (0)
3 0f c f f
-

-
='

    63 3
5 5

0c c2
=

-
=-

    03 ( 2)c c =-

    2 , (0 ,3)c c 0= = g

(16) ( )f b c2 41 2 1(=- - - + =-

  b c2 5- + =-  (1)

  ( )f x x b2= +'

  ( ) ( ) ;0 0f b b2 2 2 4(=- - + = ='

( ) c2 54- + =- من (1) نحصل على   
  3c =

تمارين إثرائية

t s3
4π

= t أو عند  s3
π

= عند   (a)  (1)

المسافة القصوى بين الجسيم A والجسيم B. نحصل عليها من:  (b)  

    ( ) πsin t sinf t t3= + -` j
    ( ) sin cos cos sinsinf t t t t3 3

π π
# #= + -

    ( ) cos sinf t t t1
2
3

2= -

    ( ) sin cosf t t3 1
2 2=- -' t

    ( ) tanf t 0
3
1

(= =-t'

t 6
5π

= t أو  6
11π

=     

m1 وبالتالي أبعد مسافة هي      

t s3
4π

= t أو  s3
π

= ) عند  )f t'' نوجد   (c)  

PB x22= -  .QR طول y كما هو موضّح، ونجعل RS نرسم القطعة  (a)  (2)
  BQ x x x22 22 2 222 2

= - - = -^ ^h h
إن المثلثين PQB ،QRS متشابهان إذًا:     
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      y
x x22 2 22

22
=

-^ h
      y

xx 22 2 22
22

2

2 2

=
-^ h     

A

R

P

Q
L

S

x

x

y
y

B

CD
22

      y x
x

2 22
222

2

=
-

      y x
x
11

112
2

=
-

x yL2 2 2
= + نظرية فيثاغورث   

      L x x
x
11

112 2
2

= +
-

      L x
x x x

11
11 112

2 2

=
-

- +^ h
     L x

x
11

2
3

=
-

L2 x نوجد مشتقة 
xL 11

2
3

=
-

 (b)  

  
x

x x x
x
x x

dx
d L

11

3 11 1

11
2 33

2

2

2 3

2

3 2

=
-

- -
=

-

-^
^
^ ^

^
h

h
h h

h
   ;

x
x x x

11

2 33
02

2
2 2=

-

-

^
^

h
h

  x xdx
d L

0 2 33 0 2
33

2

& &= - = =
^ h

 (c) L 33

2
33

11

2
33

4
3 33

2
2

3
2

#
=

-
=a a ^k k h

   cm.L 2
33 3

28 5788.=

nx x
ax bx x10 100=
-

+ -^ h قيمة مبيع السلعة:   (3)

n x b xa
10 10 10 100

10
=
-

+ -^ h كلفة الإنتاج:   

( )P x nx n10= - الربح:   

    ( )P x x
ax bx x x

a b x10 10
10

10 100100=
-

+ - -
-

- -^ ^h h
    ( )P x ax

x
a x b x bx

x
a b

10

10
100

10
10

102 2=
-

- -
+ - - +

-
+' ^

^ ^ ^h
h h h

    ( )P x bxb1 210= -'

x 55= ًّا)  ) أي (دينارًا كويتي )P x 0=' يحدث الربح الأكبر إذا   

(4) (a) ( )f x x x4 14 3=- + +'

   ( )f x x 412 2=- +''

 , . , , .3
3

0 02 3
3
1 13- -c cm m :نقاط الانعطاف  
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جدول التغير:  

الفترات , 0.8383- -^ h . .,0 838 0 269- -^ h . .,0 269 1 1-^ h . ,1 1 3^ h
f إشارة ' + + - - + + - -

f سلوك الدالة

3- .1 1 3.0 838- .0 269-

 

 (b) ( )f x x x4 4 11 13
( -= + + ='

   ( )x x4 1 02
- - =

   , ,x x x0 1 1= = =-   1

1

2

-1

-1

y

x

   ( ) , ( ) , ( )f f f2 10 0 1 0= = - =

   ( , ) , ( , ) , ( , )0 0 1 2 1 0- النقاط:   

: ( , ) , ( , )y x 1 1 0 1 2= + - معادلة المماس عند كل من النقطتين   (c)  

1

1
y

x2-1-2

-2

-3

-4

-5

-1

 .x 0 385. y' صفرًا عند  y' تكون الدالة  x x1 2 4 3= - -  (5)

الفترات .x 0 3851 .x 0 3852

'y إشارة  + -

y سلوك متزايدة متناقصة  

y'' المشتقة الثانية هي دائمًا سالبة إذًا هي مقعرة لأسفل  x x2 12 2 1 62 2+=- - =- ^ h  
. x لكل قيم

, تقريباً. .0 3853-^ @  (a)  

. تقريباً. ,0 385 3h6  (b)  

غير موجودة.  (c)  

 (d) ,3 3-^ h
. , .0 385 1 215^ h عظمى مطلقة عند  (e)  

غير موجودة.  (f)  
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,1 1-^ h لاحظ أن المجال هو  (6)

y x1 2 4
1

= -
-^ h

1

5

y

x

4

3

2

1

0
-1

 'y x x
x

x
1 2

1
4
1 2 4

2 4
5

5
= - - - =

-

-

2

^ ^
^

h h
h

 

الفترات ( , )1 0- ( , )0 1

'y إشارة  - +

y سلوك متناقصة متزايدة
 

  
( ) ( )( ) ( )

y
x

x x x x

1

1 1 2 4
5
1 22

2 2
5

2 2
5 1

=

-

- - - -

4

4 4

'' ^
^ a ^

h
h k h

  
x

x x x

x
x

4 1

1 2 2 5

4 1

3 2
2 2
5

2 4
1

2 2

2 4
9

2

=
-

- - +
=

-

+

^
^

^h
h

h
6 @

,1 1-^ h المشتقة الثانية هي دائمًا موجبة، إذًا الدالة هي مقعرة لأعلى في مجالها  

,1 0-^ @ (b)  ,0 1h6  (a)  

(d) غير موجودة  ,1 1-^ h (c)  

(f) غير موجودة  ,0 1^ h صغرى مطلقة عند (e)  

(7) y x x2 5
4

5
9

= -

 y xx
x
x

5
8

5
9

5
8 95

1
5
4

5= - =
-

-

'

الفترات ,03-^ h ,0 9
8a k ,9

8
3a k

y إشارة ' - + -

y سلوك متناقصة متزايدة متناقصة   

 ''y xx x
25
8

25
36 4 2 95

6
5
1

5
6= - - =-
+- -

x25
^ h

الفترات , 9
2

3- -a k ,9
2
0-a k ,0 3^ h

y إشارة '' + - -

y سلوك مقعرة لأعلى مقعرة لأسفل مقعرة لأسفل   
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 (a) ,0 9
8

: D

,9
8
3a k 03, و-^ h  (b)  

 (c) , 9
2

3- -a k
,0 3^ h 9, و 0

2
-a k  (d)  

, . , .9
8

9
10

9
8

0 889 1 011
5
4

# .aa ^k k h قيمة عظمى محلية عند  (e)  

,0 0^ h قيمة صغرى محلية عند     

 (f) , , .9
2

9
20

9
2

9
2
0 667

5
4

# .- - -aa ak k k
.T هي سالبة حيث يتناقص المنحنى ومقعر لأسفل، عند y y و'' كلتا قيم '  (a)  (8)

.P موجبة بحيث يتناقص المنحنى ومقعر لأعلى، عند y y سالبة هي وقيمة '' قيمة '  (b)  

(9) ( ) 3 df 0 3(= =

 ( )f x ax xb c3 22
= + +'

 ( ) 0 0f c0 (= ='

 ( ) 1f a b1 3 1(= + + =

  2a b+ =-  (1)

 ( )f x ax b6 2= +''

 ( ) 0 0f a b1 6 2(= + =''

  a b3 0+ =  (2)

1 , 3a b= =- من (1) و(2) نحصل على      

x 1= . تحدث القيم العظمى المطلقة عند  ,1 36 0, وتتناقص على الفترة @ 16 f تتزايد على الفترة @  (a) (10)

وتحدث القيم الصغرى المطلقة عند النقاط الطرفية.    

x 1= ) لذا القيمة العظمى المطلقة هي 2 عند  ) , ( ) , ( )f f f0 0 1 2 3 2= = =- حيث إن     

x 3= -2 عند  والقيمة الصغرى المطلقة هي     

لا يتغير تقعر المنحنى لذا ما من نقاط انعطاف.  (b)  
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2

3

1-1
-1

y

x-2

-2

-3

1

0
2 3

 (c)  

(11) (a) y 2= c,  مقارب أفقي 
a a c2 2` = =  (1)

  (b) x 2
1

= c,  مقارب رأسي  d cd 2
1

02
1

` + = =-a k  (2)

  (c) , ,A c d c d a ba b
1 1 1`- =

- +
- +

- + =- +^ h
c b2
1

= إذًا من (1) ,(2) نجد أنّ   

 y x
x
2 1
14

=
-
+ c إذًا  2= لتكن   

(12) ( ) 2 4f x x x2
= -

  (a) ( ) 44f x x -='

    (1) (1)0 2f f= =-'

جدول التغير:  

1

y

x

2

2

1

0

-1

-2

  

الفترات ,13-^ h ,1 3^ h
f إشارة '' - - + +

f تقعر الدالة

3- 31

 

  (b) :

:

( )

( ) : 0

( )

( )

2 4

2 4

2 4 0 2

2 4 2

x x x
x x f x x
x x f x x

x x f x x
g 2

2

2

2

= 1 1

#

$

= -

- =

- =-

- =

+

Z

[

\

]]

]

 191



 
1

y

x

2

2

1

0

  (c) 
: :

( )
: 0

0

( ) : 0

( ) 0

2 4

2 4
h x

x x x
x x x

f x x
f x x

2

2 1 1

$ $
=

-
=

-+
) )

. f 0 هو نفسه بيان ,3h6 بيان h على الفترة   

0 ,3^ h على الفترة h 03, هو انعكاس في المحور الرأسي لبيان-^ h على الفترة h بيان  

1-1
-1

-2

-2

y

x

2

2

1

0

 

(13) (a) ( ) 43f x x2 +='

    3 4 7 1x x2
(+ = = 1x أو  =-

  (b) (1) 16 ( ) 61f f= - =

    (1) 16 ( ) 21y y= - =

^1,16 هي نقطة مماس. h النقطة  

(14) (a) ( ) ( )2 2f x x x x x2
- = -='

    ( ) ( )0 3
8f f0 2 4 3

4
= = - =

-

الفترات , 03-^ h ,0 2^ h ,2 3^ h
f إشارة ' + + - - + +

f سلوك الدالة

3- 2 30

  

  ( ) ( )f x x x2 2 2 1= - = -''

  ( ) 3
1

3
2f 1 1=
-

- =
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,00^ h ، 2 , 34-a k :النقاط الحرجة  

1, 3
2

-a k :نقطة الانعطاف  

1

1

-1
-1

-2

y

x2 3
0

 

  (b) ( ) 33 2f x x x2
( == -'

    1 3xx -= =

    ( ) ( )3f f1 0
4

3=
-

=-

31,
4
, ,3 0- -a ^k h النقطتان  

(15) (a) ( ) 3 3( 1)( 1)3f x x x x2
+= - = -'

الفترات , 13- -^ h ,1 1-^ h ,1 3^ h
f إشارة ' + + - - + +

f سلوك الدالة

3- 1 31-

 

    ( 1) (1)f f4 0= =-

    ( ) 32'g x x= -

الفترات ,
3
23-a k ,2

3
3a k

'g إشارة  - - + +

g سلوك الدالة

3- 32
3

 

    2
3 9g 4=

-a k
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  (b) ( ) ( )x g xf =

    3 2 3x x x x3 2
+- = -

    2 0x x3 2
+- =

    1x =-

    ( 1) 4f - =

,1 4-^ h النقطة المشتركة     

(C) مماس على  (c)  

    ( 1) 0f - ='

    4y =

( )'C مماس على      

    ( 1) 5'g - =-

    5 9y x=- +

1

1-1
-1

-2

y

x

2

2

3

3

4

4

( )f x x x3 2
3

= - +

( )x x xg 3
2

= -

 (d)  
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نْ 4-1 تمرَّ التقدير 

المجموعة A تمارين مقالية

من جدول التوزيع الطبيعي:  (1)

 (a) 2
0.97

0.485 2.17Z
2

&= =α

 (b) 2
0.992

0.496 2.65Z
2

&= =α

0.5 , 1.96Z
2

= =σ a درجة الثقة 0.95 لذا القيمة الحرجة:   (2)

1.96
1000
0.5

0.03E # .= هامش الخطأ:   

. .,4 97 5 03^ h :فترة الثقة  

3.5 , 1.96Z
2

= =σ α 0. لذا القيمة الحرجة:  95 = درجة الثقة   (3)

1.96
13
3.5

.9E 1# .= هامش الخطأ:     

. , .28 1 31 9^ h   :فترة الثقة  

13n وحساب حدود فترة الثقة لكل عينة عشوائية فإننا نتوقع  =^ h عند اختيار 100 عينة عشوائية ذات الحجم نفسه  
أن 95 فترة تحوي القيمة الحقيقية للمتوسط الحسابي μ للمجتمع الإحصائي.

.5 , 1.96119 Z
2

= =σ α 0. لذا القيمة الحرجة:  95 = درجة الثقة   (4)

1.96
40
119.5

.E 37 0338# .= هامش الخطأ:   

. , .135 209 53384662^ h :فترة الثقة  

, 1.962.2 ZS
2

= =a درجة الثقة:   0.95 لذا القيمة الحرجة:   (5)

1.96
80
2.2

.48E 0# .= هامش الخطأ:     

. , .4 32 5 28^ h   :فترة الثقة  

S 15=  ، 51 = ، درجات الحرية  16 30n 1= درجة الثقة:   0.95،   (6)

.t 2 132
2
=a القيمة الحرجة:     

2.132
16

.E
15

2 0643# .= هامش الخطأ:     

. , .10 159357 0643^ h   :فترة الثقة  

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (d)

(5) (d) (6) (b) (7) (b) (8) (a)
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نْ 4-2 تمرَّ اختبارات الفروض الإحصائية 

المجموعة A تمارين مقالية 

:H 16!μ1 :   مقابل   الفرض البديل:  16H =μ0 صياغة الفروض: فرض العدم:   (1)

x 15=  ،n 25= σ=1.4 معلومة،   

1.4
15 16

3.57Z

25

.=
-

- الاختبار الإحصائي:     

.0 95 = درجة الثقة   

1.96 , 1.96-^ h :1.96 ومنطقة القبولZ
2
=α فتكون   

3.57 1.96 , 1.96g- -^ h :بما أن  

16!μ 16μ ونقبل الفرض البديل:  = القرار: نرفض فرض العدم:   

: 3H 00!μ1 :   مقابل   الفرض البديل:  3H 00=μ0 صياغة الفروض: فرض العدم:   (2)

280x =  ، 49n = σ=40 معلومة،   

40
280 300

3.5Z

49
=

-
=- الاختبار الإحصائي:     

.0 95 = درجة الثقة   

1.96 , 1.96-^ h :ومنطقة القبول .Z 1 96
2

=α فتكون   

3.5 1.96 , 1.96g- -^ h :بما أن  

300!μ 300μ ونقبل الفرض البديل:  = القرار: نرفض فرض العدم:   

: 35H !μ1 :   مقابل   الفرض البديل:  35H =μ0 . صياغة الفروض: فرض العدم:  50n =  (a)  (3)

x 40=  ،n 50= σ غير معلومة،      

7
40

5.0508
35

Z

50

.=
- الاختبار الإحصائي:        

.0 95 = درجة الثقة      

1.96 , 1.96-^ h :ومنطقة القبول .Z 1 96
2

=α فتكون:      

. 1.96 , 1.965 0508 g -^ h بما أن     

: 35H !μ1 : ونقبل الفرض البديل:  35H =μ0 القرار: نرفض فرض العدم:      

: 35H !μ1 :   مقابل   الفرض البديل:  35H =μ0 n ، صياغة الفروض: فرض العدم:  20=  (b)  

x 280=  ، n 20 301= σ غير معلومة،      

7
40

.
35

t

0

3

2

1944.=
- الاختبار الإحصائي:        

20 1 19- = درجات الحرية:      
.

.2 2
0 05

0 025
α
= =  ، .0 05α = درجة الثقة: 0.95، مستوى المعنوية:      

.t 2 093
2
=a من جدول التوزيع t نجد      

2.093 , 2.093-^ h :منطقة القبول     
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3.1944 , .2.093 2 093g -^ h :بما أن     

: 35H !μ1 : ونقبل الفرض البديل:  35H =μ0 القرار: نرفض فرض العدم:      

: 5H !μ1 :   مقابل   الفرض البديل:  5H =μ0 صياغة الفروض: فرض العدم:   (4)

.x 4 5=  ، 1S =  ،n 100=  

1
4.5

5
5

Z

100

=
-

-= الاختبار الإحصائي:     

1.96 , 1.96-^ h :منطقة القبول .Z 1 96
2
=a 0. فتكون  95 = درجة الثقة   

1.96 , 1.965 g- -^ h بما أن  

: 5H !μ1 : ونقبل الفرض البديل:  5H =μ0 القرار: نرفض فرض العدم:   

:H 30!μ1 :   مقابل   الفرض البديل:  30H =μ0 صياغة الفروض: فرض العدم:   (5)

.x 30 3=  ،n 150=  ، .S 6 5=  

6.5
30.3

.
30

Z

150

0 565.=
- الاختبار الإحصائي:     

.0 95 = درجة الثقة   

1.96 , 1.96-^ h :منطقة القبول .Z 1 96
2
=a فتكون   

0.56 1.96 , 1.965 ! -^ h بما أن  

: 30H =μ0 لذا نقبل فرض العدم:   

: 9 600H1 !μ H:   مقابل   الفرض البديل:  9600=μ0 صياغة الفروض: فرض العدم:   (6)

x 9480=  ،n 64=  ،S 640=  

640
9480 9600

1.5Z

64

=
-

=- الاختبار الإحصائي:     

1.96 , 1.96-^ h :ومنطقة القبول .Z 1 96
2
=a 0. فتكون  95 = درجة الثقة   

1.96 , 1.961.5 !- -^ h بما أن  

:H 9600=μ0 القرار: نقبل فرض العدم:   

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (b)

(5) (b) (6) (b) (7) (b) (8) (c)

(9) (a) (10) (c)
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نْ 4-3 تمرَّ الارتباط والانحدار 

المجموعة A تمارين مقالية

30
y

x

25

20

15

10

2 4

5

6 8 10

 (a)  (1)

. yو x يوجد ارتباط خطي واضح بين     

 (b) , , ,n x x5 25 1632
= = =/ /

   , , .x xy r625 0 997489
2
= = =_ i/ /

y

x2

2

1 3 4

4

5 6

6

7 8

8

9 10

10

12

16

14

11

 (a)  (2)

. yو x لا يوجد ارتباط خطي واضح بين     

 (b) , , ,n x x5 25 1632
= = =/ /

   , , .x xy r625 132 0 112
2
= = =-_ i/ /

y

x

6

5

4

3

2

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

رة
لأس
د ا
فرا
د أ
عد

 (kg) وزن البلاستيك المستهلك 

 (a)  (3)
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.r 0 847= قيمة معُامل الارتباط الخطي هي:   (b)  

.r 0 707!= 0. هي  05α = n و 8= القيمة الحرجة لمُعامل ارتباط بيرسون إذا كان   (c)  

إذًا يوجد ارتباط خطي وثيق بين المتغيرين.     

رة
لأس
د ا
فرا
د أ
عد

 (kg) وزن البلاستيك المستهلك 

y

x

6

5

5

4

4

3

3

2

2

1

10

 (a)  (4)

.r 0 6344= قيمة معُامل الارتباط الخطي هي:   (b)  

.r 0 707!= 0. هي  05α = n و 8= القيمة الحرجة لمُعامل ارتباط بيرسون إذا كان   (c)  

إذًا لا يوجد ارتباط خطي وثيق بين المتغيرين.     

(5) (a) y x2 1= +U

 (b) y 2 7 1 15#= + =
7
U

 (c) y 2 2 1 5#= + =
2
U

x 2= مقدار الخطأ عند   

   5 5 0- =

(6) (a) y x 3=- +U

 (b) 
8
y 8 3 5=- + =-U

 (c) y 5 3 25 =- + =-U

x 5= مقدار الخطأ عند   

   2 2 0- + =

(7) (a) . .y x3 246 0 55= +U

 (b) . . .y 3 246 0 2 0 55#= +U

  .1 2.

أي واحد فقط من أفراد الأسرة.  
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(8) (a) . .y x0 89 0 137= +U

 (b) . . .y x0 89 4 5 1370#= +U

  .4 142=

أي 4 من أفراد الأسرة.  

المجموعة B تمارين موضوعية

(1) (a) (2) (b) (3) (a) (4) (a)

(5) (a) (6) (d) (7) (b) (8) (d)

(9) (a) (10) (b) (11) (c) (12) (a)

(13) (b) (14) (d) (15) (c)

اختبار الوحدة الرابعة

الطبيعي  التوزيع  جدول  باستخدام   .0 02 35
α
= أن  أي   .0 07α = المعنوية  مستوى  تناظر  الثقة 93%  (a)  درجة   (1)

.Z 811 5
2
=a . فنحصل على  .0 93 2 0 465' = القياسي عند 

E Ex x1 1μ- + Z. عندها  1 96
2
=a  ،S 11=  ، x .68 5=  ،n 324= درجة الثقة 0.95،   (b)  

. . . .68 5 1 96
324
11

68 5 1 96
324
111 1μ- +c cm m     

  . .67 69 6302 981 1μ

     يمكننا القول إننا واثقون بنسبة %95 أن المتوسط الحسابي لكلفة النقل للموظف الحكومي من منزله إلى العمل 
. .67 69 698302 1 1μ ًّا أي  ًّا و69.698 دينارًا كويتي وبالعكس بسيارته الخاصة هو بين 67.302 دينارًا كويتي

، وبما أن  .0 05α = Z. كقيمة حرجة، لمستوى المعنوية  1 96
2
=a n، أي أنه يمكننا استخدام  324 302= (c)  بما أن   

. فإن قرارنا هو عدم رفض فرضية  , .67 69302 698^ h 69. يقع داخل فترة الثقة  6μ =

69. متوسط كلفة شهرية. 6μ = ًّا)  (دينارًا كويتي

ZE
n2

σ
= a a k :عندها نستخدم القاعدة ، .Z 961

2
=a  ، .9 5σ =  ،E 11  (d)  

.
.
n

1 1 96
9 52 c m ، . .n 1 96 9 52 ^ h     

n. أي 347 موظفًا وأكثر. 346 72     

.Z 961
2
=a 1. حيث  0 95α- = درجة الثقة %95 أي أن   (a)  (2)

ZE
n2

v
= a هامش الخطأ:       

1.96 8.16
E

n
21=

^ h  

1.96 8.16
63.95n 2

2

2 2
^c h m  

أي 64 زائدًا وأكثر  
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 (b) , . ,E x n2 25 5 64= = =

   E Ex x1 1μ- + عندها 

   . .23 5 27 51 1μ

يمكننا القول إننا واثقون بنسبة %95 أن المتوسط الحسابي μ لما ينفقه كل زائر للمجمع التجاري في زيارة واحدة   
. .23 5 27 51 1μ ًّا، أي أن:  هو بين 23.5 و27.5َ دينارًا كويتي

y

x

11

10

9

8

7

6

2 3 4 5 6 7 8 9 101

ر)
اني
دن
 ال
ت
مئا

ي (
هر
ش
 ال
جر
الأ

سنوات الخبرة

 (a)  (3)

.xy 426 6=/  ، x 2116
2
=_ i/  ، x 3162

=/  ، x 46=/  ،n 8=  (b)  

0. مما يعني أن هناك ارتباط خطي إيجابي قوي 707!μ = 0. هي  05α = ، القيمة الحرجة عند  .r 0 9388=   (c)  
x, y بين

. .y x0 4 6 525= +U معادلة خط الانحدار:   (d)  

ًّا). . أي 9.725 مئة دينار أو 973 (دينارًا كويتي ( ) .y 0 4 8 6 525= +U التنبؤ لراتب موظف لديه 8 سنوات خبرة هو   (e)  

 . .y x0 1513 5 0196=- +U معادلة خط الانحدار:    (a)  (4)

أفضل تنبؤ لعدد أفراد الأسرة هو: 3 أفراد  (b)  

(5) .
.

.E 1 96
9
1 2

0 784#= =

( . , . )19 216 20 784 فترة الثقة:   

تمارين إثرائية

Z. كقيمة حرجة أي أن: 6451
2
=a 0. مما يعطينا  1α = 1. أي  0 9α- =  ، .S 2 5=  ، x .11 6=  ،n 36=  (1)

   x E x E1 1μ- +

   . .
.

. .
.

11 6 1 645
36
2 5

11 6 1 645
36
2 51 1μ- +c cm m

   . . . .11 6 0 685 11 6 0 6851 1μ- +

   . .10 91 12 2855 1 1μ

بين الرياضيات  امتحان  في  الطالب  لمعدل   μ الحسابي  المتوسط  أن   90% بنسبة  واثقون  إننا  القول  يمكننا   
10.915 و12.285
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(2) , , .ZE 150 800 5752
2

σ= = =a

  ZE
n2

σ
= α

 ( . )
n

150 2 575
800

= c m
 ( . ) .n 2 575 150

800
13 733#= =

 . .n 13 733 188 6 1892
.= =^ h (مريضًا) 

إذًا حجم العينة المناسب هو 189 مريضًا.  

: .H 4 325!μ1 :   مقابل   الفرض البديل:  .H 4 325=μ0 صياغة الفروض: فرض العدم:   (3)

1.96 , 1.96-^ h :ومنطقة القبول .Z 1 96
2
=a 0. درجة الثقة 0.95 فتكون  05` aα =  

n 302 n أي  64=  ، .x 4 101=  

 .
. .

.
.

.Z

64
0 842

4 101 4 325
0 10524
0 224

2 1283.=
-

=- - الاختبار الإحصائي:     

. 1.96 , 1.962 1283 g- -^ h بما أن  

4.325!μ 4.325μ ونقبل الفرض البديل  = القرار: نرفض فرض العدم   

(4) (a) . .xy 0 7 0 1= -U

4.5 تمثل 500 4 دينار  (b)  

   . ( . ) . .y 0 7 4 5 0 1 3 05= - =U

حجم المبيعات هو حوالى 500 30 دينار.     

x 17= التقدير بنقطة للمعلمة المجهولة μ هو المتوسط الحسابي للعينة العشوائية   (5)

0. والقيمة الحرجة 1.96 05α = 0. فيكون مستوى الثقة:  95 = درجة الثقة   (6)

.E 1 96 130
3

#= هامش الخطأ:     

.E 0 516.  

( . , . )27 484 28 516 فترة الثقة للمعلمة المجهولة μ هي:   

.2 0 025α
= 0. أي  05α = درجة الثقة 0.95 فيكون مستوى الثقة:   (7)

.t 2 064
2
=a 25 والقيمة الحرجة:  1 24- = n لذا درجات الحرية  25 301= وبما أن   

. .E 2 064 5
6 2 4768#= = هامش الخطأ:     

( . , ).19 5232 24 4768 فترة الثقة للمعلمة μ هي:   
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:H 2900001 !μ H:   مقابل   الفرض البديل  290000μ =0 صياغة الفروض: فرض العدم:   (8)

Z
1500
70000

300000 290000
=

- الاختبار الإحصائي:   

  .Z 5 533.

. . , . . , .5 533 1 96 1 96 1 96 1 96ag - -^ ^h h :0. فتكون منطقة القبول 05α = مستوى المعنوية   

:H 2900001 !μ `  القرار هو رفض فرض العدم وقبول الفرض البديل   

:H 101 !μ H:   مقابل   الفرض البديل  100 μ = صياغة الفروض: فرض العدم:   (9)

.Z
40
4
9 10

1 58.=
-

- الاختبار الإحصائي:     

. , .1 96 1 96-^ h :0. فتكون منطقة القبول 05α = مستوى المعنوية   

. . , .1 58 1 96 1 96 a!- -^ h  

:H 10μ =0 `  القرار هو قبول فرض العدم:   

:H 1501 !μ H:   مقابل   الفرض البديل  150μ =0 صياغة الفروض: فرض العدم:   (a)   (10)

Z

40
10

143 150
=

- الاختبار الإحصائي:        

.4 427.-  
. , .1 96 1 96-^ h :0. فتكون منطقة القبول 05α = مستوى المعنوية      

. . , .4 427 1 96 1 96 ag- -^ h     

:H 150!μ1 `  القرار هو رفض فرض العدم وقبول الفرض البديل      

( . , , )2 2 447447- 7، ومنطقة القبول:  1 6- = n فتكون درجات الحرية  7= ، بما أن  .
.2 2

0 05
0 025

α
= =  (b)    

t
7
8

143 150
=

- الاختبار الإحصائي:        

.2 315.-  
. . , .2 315 2 447 2 447 a!- -^ h     

:H 1500 μ = `  القرار هو قبول فرض العدم      

.Z 1 645
2
=a درجة الثقة 0.90 فتكون القيمة الحرجة:    (11)

.
.E 1 645 6
2 5

#= هامش الخطأ:       

.0 6854.  
فترة الثقة:   (12.2854، 10.9146)    

 203



r
n x x n y y

n xy x y
2 2 2 2

#
=

- -

-

^ ^
^ ^
h h

h h
/ / / /

/ / /

.r 0 324.-

.r 0 825.

.r 0 612.

.r 0 4286.
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