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:ىلعنيرامت

ةبكرملادادعلأا

يلخلا
لا ج

برع
 ي

𝑖ةيليختلاةدحولاامدختسمددعلكطسبس

2𝑥 = −14 3𝑦 = 9

§ −16 = 4𝑖

§ 3 −9 = 9𝑖

§ −15 = 15𝑖

§ − !
"
−100 = −5𝑖

.ةيربجلاةروصلايفددعلكبتكاس

§ 2 + −3 = 2 + 3𝑖

§
# #$%#"

&
= − !

'
− $ "

&
𝑖

§ −1 + 2 = 2 + 𝑖

§
#()(
"

= 4 + 2𝑖

:ةيلاتلاتلاداعملالحس

§ 2𝑥 + 3𝑦𝑖 = −14 + 9𝑖

𝑥 = −7 𝑦 = 3

2𝑥 = −14 − 3 = 𝑦 + 5

§ 14𝑖" − 3𝑖 = 2𝑥 + 𝑦 + 5 𝑖

𝑥 = −7 𝑦 = −8

−14 − 3𝑖 = 2𝑥 + 𝑦 + 5 𝑖

3𝑥 = 16 19 = −8𝑦

§ 3𝑥 + 19𝑖 = 16 − 8𝑦𝑖

𝑥 = !&
'

𝑦 = #!*
(
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:بكرملاىوتسملايفيليامملاكلثمس

§ 𝑧! = −2 + 3𝑖 § 𝑧" = −4

𝑀! −2 , 3 𝑀" −4 , 0

§ 𝑧' = −𝑖 § 𝑧+ = 2 2 + 𝑖

𝑀' 0 ,−1 = 4 + 2𝑖 = 𝑀+ 4 , 2

:ةيلاتلاطاقنلانملكلرظانملابكرملاددعلابتكاس

§ 𝐿 4 , 5 § 𝑀 −4 ,−2

𝑍 = 4 + 5𝑖 2 = −4 − 2𝑖

§ 𝑁 −2 , 6 § 𝑃 0 ,−3

𝑍 = −2 + 6𝑖 𝑍 = −3𝑖

:يلياممرييعتلكطسبس

§ 2 + 4𝑖 + 4 − 𝑖 § 6 − 8 + 3𝑖

= 6 + 3𝑖 = 6 − 8 − 3𝑖

= −2 − 3𝑖

2021-2022قــــلّــعــمُ
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§ 8 − −1 − −3 + −16
= 8 − 𝑖 − −3 + 4𝑖

= 8 − 𝑖 + 3 − 4𝑖

§ 4 + −9 + 6 − −49
= 4 + 3𝑖 + 6 − 7𝑖

= 10 − 4𝑖

= 11 − 5𝑖

§ −2𝑖 5𝑖

= −10𝑖" = 10

§ 4𝑖 −9𝑖 ²

= 4𝑖 81𝑖"

= −324𝑖

= 4𝑖 −81

§ −5 1 + 2𝑖 + 3𝑖 3 − 4𝑖

= −5 − 10𝑖 + 9𝑖 − 12𝑖"

= −5 − 10𝑖 + 9𝑖 + 12

= 7 − 𝑖

§ −6 − 5𝑖 1 + 3𝑖

= −6 − 18𝑖 − 5𝑖 − 15𝑖"

= −6 − 18𝑖 − 5𝑖 + 15

= 9 − 23𝑖

§ −2 + −9 6 + −25

= −12 − 10𝑖 + 18𝑖 + 15𝑖"

= −12 − 10𝑖 + 18𝑖 − 15

= −27 + 8𝑖

= −2 + 3𝑖 6 + 5𝑖

§ 𝑖 −6𝑖 ³

= 𝑖 : −6 ' 𝑖'

= −216𝑖+

= −216×1

= −216
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𝑧ناكاذإس = !#,
!),

"!𝑧:دجوأف , 𝑧"-

𝑧 = !#,
!),

: !#,
!#,

= !#,#,),!

!!)!!
= #",

"
= −𝑖

⟹ 𝑧!" = −𝑖 !" = 𝑖!" = 𝑖'×+)% = 𝑖 % = 1

𝑧"- = −𝑖 "- = −𝑖+×&)' = −𝑖' = − −𝑖 = 𝑖

!𝑧ناكاذإس = 2 + 𝑖 ,𝑧" = −3 + 4𝑖دجوأف:

§ − !
'
𝑧"

= − !
'
−3 + 4𝑖 = 1 − +

'
𝑖

§ 𝑧!. 𝑧"
= 2 + 𝑖 −3 + 4𝑖 = −6 + 8𝑖 − 3𝑖 + 4𝑖" = −10 + 5𝑖

§ 𝑧!'

= 2 + 𝑖 ' = 2 + 𝑖 2 + 𝑖 "

= 2 + 𝑖 4 + 4𝑖 + 𝑖"

= 2 + 𝑖 3 + 4𝑖

= 6 + 8𝑖 + 3𝑖 + 4𝑖" = 2 + 11𝑖

§ >𝑧! : 𝑧"
= ?𝑧! : >𝑧" = 𝑧! : >𝑧" = 2 + 𝑖 −3 − 4𝑖

= −6 − 8𝑖 − 3𝑖 − 4𝑖" = −2 − 11𝑖

§ >𝑧! − >𝑧"
= 2 − 𝑖 − −3 − 4𝑖 = 2 − 𝑖 + 3 + 4𝑖 = 5 + 3𝑖

§ 𝑧! : >𝑧"
= 2 + 𝑖 −3 − 4𝑖

= −6 − 8𝑖 − 3𝑖 − 4𝑖" = −2 − 11𝑖

2021-2022قــــلّــعــمُ

2021-2022قــــلّــعــمُ
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𝑧ناكاذإس = +,
!#, '

𝑧̅:دجوأف

𝑧 = +,
!#, '

: !), '
!), '

= +,)+ ',!

! !) '
! =

+,#+ '
+

= − 3 + 𝑖

̅𝑧 = − 3 − 𝑖

:يليامملكلىبرضلاسوكعملادجوأس

§ −3 − 2𝑖

= !
#'#",

: #')",
#')",

= #')",
#' !) " ! =

#')",
!'

= #'
!'
+ "

!'
𝑖

§ 5𝑖

= !
$,
: ,
,

= ,
$,!

= #,
$
= #!

$
𝑖

§ 3𝑖 − 4

= −4 + 3𝑖

= !
#+)',

: #+#',
#+#',

= #+#',
#+ !)'!

= #+#',
"$

= #+
"$
− '

"$
𝑖
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!𝑧ناكاذإس = 3 + 𝑖 ,𝑧" = − 3 + 2𝑖دجوأف:/"
/!
, /"
/!
, /"
/!

§
/"
/!

= '#,
# ')",

: # '#",
# '#",

= #'#" ',) ',)",!

# '
!
) " !

= #$# ',
-

§
/"
/!

= '),
# '#",

: # ')",
# ')",

= #')" ',# ',)",!

# '
!
) #" !

= #$) ',
-

§
/"
/!

= /"
/!
= '#,

# '#",
: # ')",
# ')",

= #')" ',) ',#",!

# '
!
) #" !

= #!)' ',
-

2021-2022قــــلّــعــمُ
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:ىلعنيرامت

 ةيثلثملا ةروصلا و ةيبطقلا تايثادحلإا

:دجوأس

§ 5 + 12𝑖

= 5" + 12" = 13

§ 2 − 2𝑖

= 2" + −2 " = 2 2

§ 2𝑖 = 2

𝒙 = 𝒓 cos 𝜽

𝒚 = 𝒓 sin 𝜽

:ةيتراكيدتايثادحإىلإةيبطقلاتايثادحلإالوحس

§ 2 , 0
'

→ 1 , 3

𝑥 = 2 cos 0
'
= 1

𝑦 = 2 sin 0
'
= 3

§ 1 , '0
+

→ # "
"
, "
"

𝑥 = 1 : cos '0
+
= # "

"

𝑦 = 1 : sin '0
+
= "

"
§ 1.5 , -0

'

→ '
+
, ' '
+

𝑥 = 1.5 cos -0
'
= '

+

𝑦 = 1.5 sin -0
'
= # '

$

§ 2 , 𝜋

→ −2 , 0

𝑥 = 2 cos 𝜋 = −2

𝑦 = 2 sin 𝜋 = 0
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§ 2 , 270°

→ 0 ,−2

𝑥 = 2 cos 270° = 0

𝑦 = 2 sin 270° = −1

§ 2 ,− 0
&

→ &
"
, # "
"

𝑥 = 2 cos #0
&

= &
"

𝑦 = 2 sin #0
&

= # "
"

:ةيلاتلاطاقنلانملكلةيبطقلاتايثادحلإادجوأس

§ −2 , 5

𝑟 = −2 " + 5" = 29

∝= tan#! $
#"

≈ 68.2°

§ −3 , 0

𝑟 = 3

θ = 180°

𝑥 < 0 , 𝑦 > 0 2 عبرلا يف عقت 𝜃

θ = 180° − 68.2° = 111.8

∴ 𝑟 , 𝜃 = 29 , 111.8

𝑟 , 𝜃 = 3 , 180°

§ 0 , 4

𝑟 = 4

θ = 90°

𝑟 , 𝜃 = 4 , 90°

§ −2 ,−2 3

𝑟 = −2 " + −2 3
"
= 4

∝= tan#! #" '
#"

= 60°

𝑥 < 0 , 𝑦 < 0 3 عبرلا يف عقت 𝜃

θ = 180° +∝

∴ 𝑟 , 𝜃 = 4 , 240°

= 180° + 60° = 240°

§ 3 3 ,−3

𝑟 = 3 3
"
+ −3 " = 6

∝= tan#! #'
' '

= 30°

𝑥 > 0 , 𝑦 < 0 4 عبرلايفعقت 𝜃
θ = 360° − 30° = 330°

∴ 𝑟 , 𝜃 = 6 , 330°
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:ةيساسلأاةعسلاامدختسمةيثلثملاةروصلايفيليامملاكعضس

§ 3𝑖

𝑥 = 0 , 𝑦 = 3 𝑟 = 3 θ = 90°

∴ 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

= 3 cos 90° + 𝑖 sin 90°

§ 2 + 2𝑖

𝑟 = 2" + 2" = 2 2

𝑥 = 2 , 𝑦 = 2

∴ 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 = 2 2 cos 45° + 𝑖 sin 45°

∝= tan#! "
"

𝑥 > 0 , 𝑦 > 0

1 عبرلا يف 𝜃

θ =∝= 45°
= 45°

§ −2 + 2𝑖 3

𝑟 = −2 " + 2 3
"
= 4

∝= tan#! " '
#"

= 60°

𝑥 < 0 , 𝑦 > 0 2 عبرلا يف 𝜃

θ = 180° − 60° = 120°

∴ 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

= 4 cos 120° + 𝑖 sin 120°

§
!
"
− '

"
𝑖

𝑟 = !
"

"
+ # '

"

"
= 1

∝= tan#!
% &
!
"
!

= 60°

𝑥 > 0 , 𝑦 < 0 4 عبرلا يف 𝜃

θ = 360° − 60° = 300°

∴ 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

= cos 300° + 𝑖 sin 300°
§ −2𝑖

𝑥 = 0 , 𝑦 = −2

𝑟 = −2 = 2

θ = 270°

∴ 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

= 2 cos 270° + 𝑖 sin 270°

§ 3 + 𝑖

𝑟 = 3
"
+ 1 = 2

∝= tan#! !
'
= 30°

𝑥 > 0 , 𝑦 > 0 1 عبرلا يف 𝜃

θ =∝= 30°

∴ 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

𝑧 = 2 cos 30° + 𝑖 sin 30°
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§ 8

𝑥 = 8 , 𝑦 = 0

𝑟 = 8 , 𝜃 = 0

∴ 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

= 8 cos 0 + 𝑖 sin 0

§ − '
"
− !

"
𝑖

𝑟 = # '
"

"
+ #!

"

"
= 1

∝= tan#!
%"
!

% &
!

= 30°

𝑥 < 0 , 𝑦 < 0 3 عبرلايف 𝜃

θ = 180° + 30° = 210°

∴ 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

= cos 210° + 𝑖 sin 210°

𝑥 = # '
"

, 𝑦 = #!
"

𝑧 ةيثلثملا ةروصلا يف ةيلاتلا دادعلأا بتكاس = 𝑟 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃ثيح 𝜃 ∈ [0 , )2𝜋

§ 5 cos 0
+
− 𝑖 sin 0

+

𝑥 > 0 , 𝑦 < 0 4 عبرلا يف 𝜃

𝑧 = 5 cos -0
+
+ 𝑖 sin -0

+

θ = 2𝜋 − 0
+
= -0

+

§ 8 cos 30° − 𝑖 sin −150°

𝑥 > 0 , 𝑦 > 0 1 عبرلا يف 𝜃

𝑧 = 8 cos 30° + 𝑖 sin 30°

θ = 30°

§ − 2 cos -0
&
+ 𝑖 sin -0

&

= − 2 cos 𝜋 + 0
&
+ 𝑖 sin 𝜋 + 0

&

= 2 cos 0
&
+ 𝑖 sin 0

&

= − 2 −cos 0
&
− 𝑖 sin 0

&

2021-2022قــــلّــعــمُ
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§ 2 cos 45° + 𝑖 sin 405°

𝑥 > 0 , 𝑦 > 0 1 عبرلا يف 𝜃

𝑧 = 2 cos 45° + 𝑖 sin 45°

θ = 45°

§ 4 −cos 0
&
+ 𝑖 sin 0

&

𝑥 < 0 , 𝑦 > 0 2 عبرلا يف 𝜃

𝑧 = 4 cos $0
&
+ 𝑖 sin $0

&

θ = 𝜋 − 0
&
= $0

&

§ 5 cos −60° + 𝑖 sin −60°

𝑥 > 0 , 𝑦 < 0 4 عبرلا يف 𝜃

𝑧 = 5 cos 300° + 𝑖 sin 300°

θ = 360 − 60 = 300°

= 5 cos 60° − 𝑖 sin 60°

§ 3 sin 0
'
+ 𝑖 cos 0

'

= 3 cos 0
&
+ 𝑖 sin 0

&

= 3 cos 0
"
− 0

'
+ 𝑖 sin 0

"
− 0

'

2021-2022قــــلّــعــمُ
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:ةيربجلاةروصلايفيليامملاكعضس

§ 2 cos -0
&
+ 𝑖 sin -0

&

𝑧 = − 3 − 𝑖

§ 2 cos 0
+
− 𝑖 sin 0

+

𝑧 = 1 − 𝑖

§ 2 cos #0
'
+ 𝑖 sin #0

'

𝑧 = "
"
− &

"
𝑖

§ 7 cos !!0
&
+ 𝑖 sin !!0

&

𝑧 = - '
"
− -

"
𝑖

§ 3 cos 225° + 𝑖 sin 225°

𝑧 = # &
"
− &

"
𝑖
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:ىلعنيرامت

 دادعلأا ةعومجم يف تلاداعملا لح
ةبكرملا

:ةيلاتلاتلاداعملانملكلحةعومجمدجوأس

3𝑧 = 5 − 2𝑖 + 1 − 𝑖

§ 3𝑧 − 1 + 𝑖 = 5 − 2𝑖

)1–4(نيرامتلايف

3𝑧 = 6 − 3𝑖 ⟹

𝑧 = &#',
'
= 2 − 𝑖

2 − 𝑖 = ح : م

𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖

§ 𝑧 + 2 ̅𝑧 = 4 + 𝑖

𝑥 + 𝑦𝑖 + 2 𝑥 − 𝑦𝑖 = 4 + 𝑖

𝑥 + 𝑦𝑖 + 2𝑥 − 2𝑦𝑖 = 4 + 𝑖

3𝑥 − 𝑦𝑖 = 4 + 𝑖

3𝑥 = 4 ⟹ 𝑥 = +
'

−𝑦 = 1 ⟹ 𝑦 = −1

⟹ 𝑧 = +
'
− 𝑖

+
'
− 𝑖 = ح : م



2021-2022U U L A . C O M 14

5𝑧 − 3𝑧 = 1 − 4𝑖 + 4 − 2𝑖

§ 5𝑧 − 4 + 2𝑖 = 3𝑧 + 1 − 4𝑖

2𝑧 = 5 − 6𝑖

𝑧 = $
"
− 3𝑖

$
"
− 3𝑖 = ح : م

𝑧 + 3𝑧 + 3𝑖𝑧 − 16 + 8𝑖 = 0

§ 𝑧 + 3 1 + 𝑖 𝑧 − 8 2 − 𝑖 = 0

4𝑧 + 3𝑖𝑧 = 16 − 8𝑖

𝑧 4 + 3𝑖 = 16 − 8𝑖

𝑧 = !&#(,
+)',

: +#',
+#',

= &+#+(,#'",)"+,!

+!)'!

= (
$
− !&

$
𝑖

$
"
+ '

"
𝑖 , $

"
− '

"
𝑖 = ح : م

:ةيلاتلاتلاداعملانملكلحةعومجمدجوأس

)5–9(نيرامتلايف

𝑥" = #&+
!&

= −4

§ 16𝑥" + 64 = 0

𝑥 = ∓ −4 = ∓2𝑖

−2𝑖 , 2𝑖 = ح : م

∆= 𝑏" − 4𝑎𝑐

§ 𝑥" − 5𝑥 + 7 = 0

−5 " − 4×1×7 = −3

𝑥 = #1∓ ∆
"4

= $∓ #'
"

= $
"
∓ '

"
𝑖

(
$
− !&

$
𝑖 = ح : م
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∆= 𝑏" − 4𝑎𝑐 = 6" − 4×1×25 = −64

§ 𝑥" + 6𝑥 + 25 = 0

𝑥 = #1∓ ∆
"4

= #&∓ #&+
"×!

= −3 ∓ 4𝑖

−3 + 4𝑖 , −3 − 4𝑖 = ح : م

∆= 𝑏" − 4𝑎𝑐 = −2 " − 4×1×4 = −12

§ 𝑧" − 2𝑧 + 4 = 0

𝑧 = #1∓ ∆
"4

= "∓ #!"
"

= 1 ∓ 3𝑖

1 + 3𝑖 , 1 − 3𝑖 = ح : م

∆= 𝑏" − 4𝑎𝑐 = −2 " − 4×1×4 = −12

§ 𝑧 + +
/
= 2

𝑧 = #1∓ ∆
"4

= "∓ #!"
"

= 1 ∓ 3𝑖

1 + 3𝑖 , 1 − 3𝑖 = ح : م

× 𝑧 ⟹ 𝑧" + 4 = 2𝑧

𝑧" − 2𝑧 + 4 = 0

𝑧" + 𝑧 + 2 = #!) -,
"

"
+ #!) -,

"
+ 2

= #! !)" #! -,) -,
!

+
+ #!) -,

"
+ 2

= !#" -,#-
+

+ #!) -,
"

+ 2 = 0

#!) -,
"

ةلداعملل رذج وه∴

ناقفارتم نارذجلا∵

𝑧" =
#!# -,

"
∴

"𝑧 ةلداعملا نكتلس + 𝑧 + 2 = (!# نأ تبثأ ، ةلداعملل لح نودب ،0 -,
"

 رذج وه
. يناثلا رذجلا دجوأ مث ةلداعملل

2021-2022قــــلّــعــمُ
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𝑧:بكرملاددعللنييعيبرتلانيرذجلادجوأس = −3 + 4𝑖

3 1 عم عمجن ⟵

2𝑚" = 2 ⟹ 𝑚" = 1

3 يف ضوعن ⟵

1+ 𝑛" = 5 ⟹ 𝑛" = 4

𝑚 = ∓1 , 𝑛 = ∓2

𝑚 , 𝑛 2  نأ دجن ةلداعملا نم ⟵

ةراشلإا سفن امهل

𝑚 = 1⟹ 𝑛 = 2 ⟹ 1+ 2𝑖 = 𝑤!
𝑚 = −1 ⟹ 𝑛 = 2 ⟹ −1 − 2𝑖 = 𝑤"

𝑧 ـل رذج 𝑤 = 𝑚 + 𝑛𝑖           ضرفن

⟶ 𝑤" = 𝑧

𝑚 + 𝑛𝑖 " = −3 + 4𝑖

𝑚" − 𝑛" + 2𝑚𝑛𝑖 = −3 + 4𝑖

𝑚" − 𝑛" = −3 (1) 

𝑚𝑛 = 2 (2) 

⟶ 𝑤 "= 𝑧

𝑚" + 𝑛" = −3 " + 4 "

𝑚" + 𝑛" = 5 (3) 

𝑧:بكرملاددعللنييعيبرتلانيرذجلادجوأس = 5 + 12𝑖

3 1 عم عمجن ⟵

2𝑚" = 18 ⟹ 𝑚" = 9

3 يف ضوعن ⟵

9+ 𝑛" = 13 ⟹ 𝑛" = 4

𝑚 = ∓3 , 𝑛 = ∓2

𝑚 , 𝑛 2  نأ دجن ةلداعملا نم ⟵

ةراشلإا سفن نم

𝑚 = −3 ⟹ 𝑛 = −2

𝑚 = 3 ⟹ 𝑛 = 2 ⟹

𝑧 ـل رذج 𝑤 = 𝑚 + 𝑛𝑖           ضرفن

⟶ 𝑤" = 𝑧

𝑚 + 𝑛𝑖 " = 5 + 12𝑖

𝑚" − 𝑛" + 2𝑚𝑛𝑖 = 5 + 12𝑖

𝑚" − 𝑛" = 5 (1) 

𝑚𝑛 = 6 (2) 

⟶ 𝑤 "= 𝑧

𝑚" + 𝑛" = 5 " + 12 "

𝑚" + 𝑛" = 13 (3) ⟹𝑤! = −3 − 2𝑖

⟹ 𝑤" = 3 + 2𝑖

2021-2022قــــلّــعــمُ
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𝑧:بكرملاددعللنييعيبرتلانيرذجلادجوأس = −7 − 24𝑖

3 1 عم عمجن ⟵

2𝑚" = 18 ⟹ 𝑚" = 9

3 يف ضوعن ⟵

9+ 𝑛" = 25 ⟹ 𝑛" = 16

𝑚 = ∓3 , 𝑛 = ∓4

𝑚 , 𝑛 2  نأ دجن ةلداعملا نم ⟵

ةراشلإاب نافلتخم

𝑚 = −3 ⟹ 𝑛 = 4 ⟹ 𝑤! = −3 + 4𝑖

𝑚 = 3 ⟹ 𝑛 = −4 ⟹ 𝑤" = 3 − 4𝑖

𝑧 ـل رذج 𝑤 = 𝑚 + 𝑛𝑖           ضرفن

⟶ 𝑤" = 𝑧

𝑚 + 𝑛𝑖 " = −7 − 24𝑖

𝑚" − 𝑛" + 2𝑚𝑛𝑖 = −7 − 24𝑖

𝑚" − 𝑛" = −7 (1) 

𝑚𝑛 = −12 (2) 

⟶ 𝑤 " = 𝑧

𝑚" + 𝑛" = −7 " + −24 "

𝑚" + 𝑛" = 25 (3) 

2:ةلداعملالحس + 𝑖 𝑧" = 22 − 19𝑖

𝑧" = ""#!*,
"),

: "#,
"#,

= ++#"",#'(,)!*,!

"!)!!

= "$#&%,
$

⟹ 𝑧" = 5 − 12𝑖

5 − 12𝑖 𝑧 ـل نييعيبرتلا نيرذجلا دجون هميق داجيلإ

3 1 عم عمجن ⟵

2𝑚" = 18 ⟹ 𝑚" = 9

3 يف ضوعن ⟵

9+ 𝑛" = 13 ⟹ 𝑛" = 4

𝑚 = ∓3 , 𝑛 = ∓2

𝑚 , 𝑛 2  نأ دجن ةلداعملا نم ⟵

ةراشلإاب نافلتخم

𝑚 = −3 ⟹ 𝑛 = 2 ⟹ −3 + 2𝑖 = 𝑤!
𝑚 = 3⟹ 𝑛 = −2 ⟹ 3− 2𝑖 = 𝑤"

5 − 12𝑖 ـل رذج 𝑤 = 𝑚 + 𝑛𝑖     ضرفن

⟶ 𝑤" = 5 − 12𝑖

𝑚 + 𝑛𝑖 " = 5 − 12𝑖

𝑚" − 𝑛" + 2𝑚𝑛𝑖 = 5 − 12𝑖

𝑚" − 𝑛" = 5 (1) 

𝑚𝑛 = −6 (2) 

⟶ 𝑤 " = 𝑧

𝑚" + 𝑛" = 5 " + −12 "

𝑚" + 𝑛" = 13 (3) 

−3 + 2𝑖 , 3 − 2𝑖 = ح : م

2021-2022قــــلّــعــمُ
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:ىلعنيرامت

ةيثلثملا لاودلل ينايبلا ليثمتلا

:اهتعسويلياممةلادلكةرودددحس

𝑎 = 3 , 𝑏 = 1

§ 𝑦 = 3 cos 𝑥

= ةعسلا 𝑎 = 3 = 3

ةرودلا = "0
1
= "0

!
= 2𝜋

𝑎 = 1 , 𝑏 = 2

§ 𝑦 = sin 2𝑥

ةعسلا = 𝑎 = 1 = 1

ةرودلا = "0
1
= "0

"
= 𝜋

𝑎 = 3 , 𝑏 = !
'

§ 𝑦 = 3 sin 5
'

ةعسلا = 𝑎 = 3 = 3

ةرودلا = "0
1
= "0

"
&

= 6𝜋

𝑎 = !
'
, 𝑏 = !

"

§ 𝑦 = !
'
cos 5

"

ةعسلا = 𝑎 = !
'
= !

'

ةرودلا = "0
1
= "0

"
!

= 4𝜋

𝑦ةروصلايلعةلادلاةلداعمبتكاس = 𝑎 sin 𝑏𝑥ةيلاتلاتلااحلانملكيف:

"0
'
= "0

1

𝑎 ةرودلا§ = 1 , "0
'

𝑏 = 3

𝑏 = ∓3

∴ 𝑦 = sin −3𝑥 𝑦 = sin 3𝑥

"0
1
= 𝜋

𝑎 ةرودلا§ = !
'
, 𝜋

𝑏 = 2

𝑏 = ∓2

∴ 𝑦 = !
'
sin −2𝑥 𝑦 = !

'
sin 2𝑥

2021-2022قــــلّــعــمُ
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"0
1
= 4𝜋

𝑎 ةرودلا§ = −4 , 4𝜋

𝑏 = !
"

𝑏 = ∓ !
"

∴ 𝑦 = −4 sin !
"
𝑥 𝑦 = −4 sin #!

"
𝑥

𝑦ةروصلايلعةلادلاةلداعمبتكاس = 𝑎 cos 𝑏𝑥ةيلاتلاتلااحلانملكيف:

"0
1
= 3𝜋

𝑎 ةرودلا§ = 5 ,3𝜋

𝑏 = "
'

𝑏 = ∓ "
'

∴ 𝑦 = 5 cos "
'
𝑥

"0
1
= 𝜋

𝑎 ةرودلا§ = − !
"
, 𝜋

𝑏 = 2

𝑏 = ∓2

∴ 𝑦 = − !
"
cos 2𝑥

"0
1
= 0

"

𝑎 ةرودلا§ = '
$
, 0
"

𝑏 = 4

𝑏 = ∓4

∴ 𝑦 = '
$
cos 4𝑥

2021-2022قــــلّــعــمُ
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:ةيلاتلالاودلانمةلادلكلةدحاوةروداينايبلثمس

§ 𝑦 = 2 sin 𝑥

ةعسلا = 2 = 2

ةرودلا = "0
1
= 2𝜋

ةرودلا عبر = !
+
×2𝜋 = 0

"

2𝜋3𝜋
2

𝜋𝜋
2

0𝑥

0−2020𝑦
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:ةيلاتلالاودلانمةلادلكلةدحاوةروداينايبلثمس

§ 𝑦 = −3 sin 𝑥

ةعسلا = −3 = 3

ةرودلا = "0
1
= 2𝜋

ةرودلا عبر = !
+
×2𝜋 = 0

"

2𝜋3𝜋
2

𝜋𝜋
2

0𝑥

030−30𝑦
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:ةيلاتلالاودلانمةلادلكلةدحاوةروداينايبلثمس
§ 𝑦 = 0.5 sin 2𝑥

ةعسلا = 0.5 = 0.5

ةرودلا = "0
1
= "0

"
= 𝜋

ةرودلا عبر = !
+
×𝜋 = 0

+

𝜋3𝜋
4

𝜋
2

𝜋
4

0𝑥

0−0.500.50𝑦
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§ 𝑦 = 4 sin !
"
𝑥

ةعسلا = 4 = 4

ةرودلا = "0
1
= "0

"
!

= 4𝜋

ةرودلا عبر = !
+
×4𝜋 = 𝜋

4𝜋3𝜋2𝜋𝜋0𝑥

0−4040𝑦
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§ 𝑦 = − sin 5𝑥

ةعسلا = −1 = 1

ةرودلا = "0
1
= "0

$

ةرودلا عبر = !
+
× "0

$
= 0

!%

2𝜋
5

3𝜋
10

𝜋
5

𝜋
10

0𝑥

010−10𝑦
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§ 𝑦 = 3 cos 𝑥

ةعسلا = 3 = 3

ةرودلا = "0
1
= "0

!
= 2𝜋

ةرودلا عبر = !
+
×2𝜋 = 0

"

2𝜋3𝜋
2

𝜋𝜋
2

0𝑥

30−303𝑦
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§ 𝑦 = 3 cos 5𝑥

ةعسلا = 3 = 3

ةرودلا = "0
1
= "0

$

ةرودلا عبر = !
+
× "0

$
= 0

!%

2𝜋
5

3𝜋
10

𝜋
5

𝜋
10

0𝑥

30−303𝑦



2021-2022U U L A . C O M 27

§ 𝑦 = −cos 3𝑥

ةعسلا = −1 = 1

ةرودلا = "0
1
= "0

'

ةرودلا عبر = !
+
× "0

'
= 0

&

2𝜋
3

𝜋
2

𝜋
3

𝜋
6

0𝑥

−1010−1𝑦
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§ 𝑦 = cos 2𝑥

ةعسلا = 1 = 1

ةرودلا = "0
1
= "0

"
= 𝜋

ةرودلا عبر = !
+
×𝜋 = 0

+

𝜋3𝜋
4

𝜋
2

𝜋
4

0𝑥

10−101𝑦
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:يلياممةلادلكةرودددحس

§ 𝑦 = tan 5𝑥
0
1
= 0

$

§ 𝑦 = tan '5
"

0
1
= 0

&
!

= "0
'

𝑦ةروصلاىلعةلادلاةلداعمبتكاس = tan 𝑏𝑥ةيلاتلاتلااحلانملكيف:

0
1
= 0

$
⟹ 𝑏 = 5⟹ 𝑏 = ∓5

0 ةرودلا§
$

∴ 𝑦 = tan −5𝑥 , 𝑦 = tan 5𝑥

0
1
= "0

'
⟹ 𝑏 = '

"
⟹ 𝑏 = ∓ '

"

0" ةرودلا§
'

∴ 𝑦 = tan '
"
𝑥 , 𝑦 = tan #'

"
𝑥

0
1
= 0

+
⟹ 𝑏 = 4⟹ 𝑏 = ∓4

0 ةرودلا§
+

∴ 𝑦 = tan −4𝑥 , 𝑦 = tan 4𝑥

2021-2022قــــلّــعــمُ
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:ةيلاتلالاودلانمةلادلكلةدحاوةروداينايبلثمس

§ 𝑦 = tan 2𝑥

ةرودلا = 0
1
= 0

"

ةرودلا عبر = !
+
× 0
"
= 0

(

𝜋
4

𝜋
8

0−𝜋
8

−𝜋
4

𝑥

م . م1−10غ . 𝑦غ
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:ةيلاتلالاودلانمةلادلكلةدحاوةروداينايبلثمس
§ 𝑦 = tan 5

"

ةرودلا = 0
1
= 0

"
!

= 2𝜋

ةرودلا عبر = !
+
×2𝜋 = 0

"

𝜋𝜋
2

0−𝜋
2

−𝜋𝑥

م . م1−10غ . 𝑦غ
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:ةيلاتلالاودلانمةلادلكلةدحاوةروداينايبلثمس
§ 𝑦 = −3 tan 𝑥

ةرودلا = 0
1
= 0

!
= 𝜋

ةرودلا عبر = 0
+

𝜋
2

𝜋
4

0−𝜋
4

−𝜋
2

𝑥

م . م303−غ . 𝑦غ
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:ىلعنيرامت

بيجلا نوناق

:نييلاتلانيثلثملانملاكلحس

𝛽 = 15° 𝛾 = 120° 𝑐 = 17𝑐𝑚

§

∝= 60° 𝛽 = 45° 𝑏 = 3.7𝑐𝑚

)1–2(نينيرمتلايف

§

∝= 180 − 15° + 120° = 45°
678∝
4
= 678 :

1
= 678 ;

<

678 +$°
4

= 678 !$°
1

= 678 !"%°
!-

𝑎 = !- 678 +$°
678 !"%°

= !- &
'

≈ 13.88 𝑐𝑚

𝑏 = !- 678 !$°
678 !"%°

= 5.08𝑐𝑚

𝛾 = 180° − 60° + 45° = 75°
678∝
4
= 678 :

1
= 678 ;

<

678 &%°
4

= 678 +$°
'.-

= 678 -$°
<

𝑎 = '.- 678 &%°
678 +$°

= 4.53𝑐𝑚

𝑐 = '.- 678 -$°
678 +$°

= 5.05𝑐𝑚

25

ŜǀŬƫř ƱƺƳŚƣ

Law of Sine

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

:ƲǀǀƫŚŤƫř ƲǀŨƬŨưƫř ƲƯ ĐǈƧ Úƪů ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(1)

B C

A

a

b
120º15º

cm
c 17=

(2)

A B

C

.
cm

b
3
7

=

a

c
45º60º

:ABC ŦƬŨưƫř Úƪů ¬(3-4) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(3) , cm , cmm a bA 32 17 11º= = =^ hW  (4) , cm , cmm a bA 43 32 28º= = =^ hW
:ŚưƸƴƯ ĐǈƧ Úƪů ¬şŚƐƘưƫř šŚſŚǀƤƫř ƭřŶŴŤſŚŝ ƲǀŨƬŨƯ Ʋƿƺƨţ Ʋƨưƿ ¬(5-6) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(5) , cm , cmm a cC 68 19 18º= = =^ hW  (6) , cm , cmm a bB 57 11 10º= = =^ hW
 ŚÔƴƨưƯ Ʋƨƿ Ʈƫ řŷœƹ .ŚÔƴƨưƯ Ʀƫŷ ƱŚƧ řŷœ ƶÚƬů Ʈŧ ¬ŜǀŬƫř ƱƺƳŚƣ ƭřŶŴŤſŚŝ ŦƬŨưƫř Úƪů Ʋƨưƿ ƱŚƧ řŷœ ŚƯ Źźƣ ¬(7-8) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

.ŜŞƀƫř ŭźƃŚƟ

(7)

AC

°119

B

c

cma 81=

cmb 89=

(8)

AC
°119 29°

B

c

cma 81=

cmb 89=

ÛƱ ĳźưţ
8-3
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§ 𝑚 c𝐴 = 32° , 𝑎 = 17𝑐𝑚 , 𝑏 = 11𝑐𝑚

)3–4(نينيرمتلايف

678∝
4
= 678 :

1
= 678 ;

<

678 '"°
!-

= 678 :
!!

:𝐴𝐵𝐶ثلثملالحس

sin 𝛽 = !!678 '"°
!-

≃ 0.4329

𝛽! = sin#! 0.4329 = 20.1°

∝ +𝛽! = 52.1° < 180°

𝛾! = 180° − 32° + 20.1°

= 127.9°
678 '"°
!-

= 678 !"-.*°
?"

𝐶! =
!-678 !"-.*°
678 '"°

≃ 25.3𝑐𝑚

𝛽" = 180° − 20.1° = 159.9°

∝ +𝛽" = 191.9 > 180°

ضوفرم

§ 𝑚 c𝐴 = 43° , 𝑎 = 32𝑐𝑚 , 𝑏 = 28𝑐𝑚

678∝
4
= 678 :

1
= 678 ;

<

678 +'°
'"

= 678 :
"(

= 678 ;
<

sin 𝛽 = "( 678 +'°
'"

≃ 0.5967

𝛽! = sin#! 0.5967 ≃ 36.6°

∝ +𝛽! < 180°

𝛾! = 180° − 43° + 36.8° = 100.4°
678 +'°
'"

= 678 !%%.+°
?"

𝐶! =
'"678 !%%.+°
678 +'°

≃ 46.15𝑐𝑚

𝛽" = 180° − 36.6° = 143.4

∝ +𝛽" > 180°

∝= 43°

ضوفرم
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§ 𝑚 𝑐̂ = 68° , 𝑎 = 19𝑐𝑚 , 𝑐 = 18𝑐𝑚

)5–6(نينيرمتلايف

678∝
4
= 678 :

1
= 678 ;

<

678∝
!*

678 &(°
!(

:امهنملاكلح،ةاطعملاتاسايقلامادختسابنيثلثمنيوكتنكميس

sin ∝ = !*678 &(°
!(

≃ 0.9787

∝!= sin#! 0.9787 = 78.2°

∝! +𝛾 = 146.2° < 180°

𝛽! = 180° − 78.2° + 68° = 33.8°
678 ''.(°

1"
= 678 &(°

!(

𝑏! =
!(678 ''.(°
678 &(°

≈ 10.8𝑐𝑚

∝"= 180° − 78.2° = 101.8°

∝" +𝛾 = 169.8° < 180°

𝛽" = 180° − 101.8° + 68° = 10.2°
678 !%."°

1!
= 678 &(°

!(

𝑏" =
!(678 !%."°
678 &(°

≈ 3.44𝑐𝑚

§ 𝑚 i𝐵 = 57° , 𝑎 = 11𝑐𝑚 , 𝑏 = 10𝑐𝑚
678∝
4
= 678 :

1
= 678 ;

<

678∝
!!

= 678 $-°
!%

sin ∝ = !!678 $-°
!%

≃ 0.9225

∝!= sin#! 0.9225 = 67.3°

∝! +𝛽 < 180°

𝛾! = 180° − 67.3° + 57° = 55.7°
678 $-°
!%

= 678 $$.-°
?"

𝐶! =
!%678 $$.-°
678 $-°

≈ 9.85𝑐𝑚

∝"= 180° − 67.3° = 112.7°

∝" +𝛽 < 180°

𝛾" = 180 − 112.7° + 57° = 10.3°
678 $-°
!%

= 678 !%.'°
?!

𝐶" =
!%678 !%.'°
678 $-°

≈ 2.13𝑐𝑚

2021-2022قــــلّــعــمُ
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)7–8(نينيرمتلايف
 كلذ ناك اذإ ةلح مث ، بيجلا نوناق مادختساب ثلثملا لح نكمي ناك اذإ ام ررقس

 . ببسلا حرشاف انكمم نكي مل اذإ و ، انكمم

𝑎 = 81𝑐𝑚 𝑏 = 89𝑐𝑚 𝛾 = 119°

§

∝= 29° 𝛾 = 119°

§

Sin   ـلا نوناق مادختسا نكمي لا

𝛽 = 180° − 29° + 119° = 32°
678∝
4
= 678 :

1
= 678 ;

<

678 "*°
(!

= 678 '"°
(*

= 678 !!*°
<

𝑐 = (*678 !!*°
678 '"°

≃ 146.9𝑐𝑚

𝑎 = 81𝑐𝑚 𝑏 = 89𝑐𝑚

25

ŜǀŬƫř ƱƺƳŚƣ

Law of Sine

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

:ƲǀǀƫŚŤƫř ƲǀŨƬŨưƫř ƲƯ ĐǈƧ Úƪů ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(1)

B C

A

a

b
120º15º

cm
c 17=

(2)

A B

C

.
cm

b
3
7

=

a

c
45º60º

:ABC ŦƬŨưƫř Úƪů ¬(3-4) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(3) , cm , cmm a bA 32 17 11º= = =^ hW  (4) , cm , cmm a bA 43 32 28º= = =^ hW
:ŚưƸƴƯ ĐǈƧ Úƪů ¬şŚƐƘưƫř šŚſŚǀƤƫř ƭřŶŴŤſŚŝ ƲǀŨƬŨƯ Ʋƿƺƨţ Ʋƨưƿ ¬(5-6) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(5) , cm , cmm a cC 68 19 18º= = =^ hW  (6) , cm , cmm a bB 57 11 10º= = =^ hW
 ŚÔƴƨưƯ Ʋƨƿ Ʈƫ řŷœƹ .ŚÔƴƨưƯ Ʀƫŷ ƱŚƧ řŷœ ƶÚƬů Ʈŧ ¬ŜǀŬƫř ƱƺƳŚƣ ƭřŶŴŤſŚŝ ŦƬŨưƫř Úƪů Ʋƨưƿ ƱŚƧ řŷœ ŚƯ Źźƣ ¬(7-8) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

.ŜŞƀƫř ŭźƃŚƟ

(7)

AC

°119

B

c

cma 81=

cmb 89=

(8)

AC
°119 29°

B

c

cma 81=

cmb 89=

ÛƱ ĳźưţ
8-3
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ÛƱ ĳźưţ
8-3

 ةلباقم تسيلو نيعلضلا نيب ةيوازلا نلأ
نيعلضلا دحلأ
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:ىلعنيرامت

مامتلا بيج نوناق

𝑎! = 𝑏! + 𝑐! − 2𝑏𝑐 cos ∝

𝑏! = 𝑎! + 𝑐! − 2𝑎𝑐 cos 𝛽

𝑐! = 𝑎! + 𝑏! − 2𝑎𝑏 cos 𝛾

cos ∝ =
𝑏! + 𝑐! − 𝑎!

2𝑏𝑐

cos 𝛽 =
𝑎! + 𝑐! − 𝑏!

2𝑎𝑐

cos 𝛾 =
𝑎! + 𝑏! − 𝑐!

2𝑎𝑏
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)1–2(نينيرمتلايف
: نييلاتلا نيثلثملا نم لاك لحس

cos ∝= 1!)<!#4!

"1<

§

𝑏" = 𝑎" + 𝑐" − 2𝑎𝑐 cos 𝛽

§

28

ÛƱ ĳźưţ
8-4 ƭŚưŤƫř Ŝǀū ƱƺƳŚƣ

Law of Cosine

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

:ƲǀǀƫŚŤƫř ƲǀŨƬŨưƫř ƲƯ ĐǈƧ Úƪů ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ƾƟ

(1) A

B

C 35

1528

(2)

A

B

C

13

8
131º

b

:ƾƬƿ ŚưƯ ŦƬŨƯ ƪƧ Úƪů ¬(3-8) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

(3) , ,ma b C12 21 95º= = =^ hW  (4) , ,mb c A22 31 82º= = =^ hW
(5) , ,a b c5 42= = =  (6) . , . , .a b c3 2 7 6 6 4= = =

(7) , . , .m A a b63 6 11 118= = =c^ hW  (8) , . , .m a bA 71 9 3 8 5º= = =^ hW
 .39º ŚưƸƴǀŝ Šƿƹřżƫř ŽŚǀƣƹ 26 cm ¬18 cm ƲƿŹƹŚŬŤưƫř ƶǀƘƬƋ ƩƺƏ ƽƹŚƀƿ ƕǆƋŏ ƽŻřƺŤƯ :ŠſŶƴƸƫř ƾƟ  (9)

B

C

54º

16
0m

110m

A  .źƜƇǃř ƵźƐƣ ƩƺƏ Ŷūƹŏ

 ƾƟ Bƹ A ƲǀŤƐƤƳ Ʋǀŝ ŠƟŚƀưƫř žǀƤƿ Ʊŏ ƩŵŚƗ ŵřŹŏ :şźƃŚŞƯ źǀƛ ŠƤƿźƐŝ ŠƟŚƀưƫř ŽŚǀƣ  (10)
 110 m ŠƟŚƀƯ A ƲƗ ŶƘŞƿ ƽŸƫř C Ɩƣƺưƫř ƲƯ Ʀƫŷƹ ƼƴŞƯ ƲƯ ƲǀŤƠƬŤŴƯ ƲǀŤƸū

.ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ ŚưƧ 160 m ŠƟŚƀƯ B ƲƗƹ

.AB ŠƟŚƀưƫř ŶūƹŐƟ . ( )m C 54º=W  ƱŚƧ řŷœ  

 .şźǀŰŞƫř ƲƯ ƲǀŤƠƬŤŴƯ ƲǀŤƸū ƾƟ B Ƽƫœ A ƲƯ ŠƟŚƀưƫř žǀƤƿ Ʊŏ ŶƫŚų ŵřŹŏ :ƾƋřŹǃř ƾůŚ ÚƀƯ šŚŝŚƀů  (11)
 Ʊŏ ŶūƺƟ C Šƿƹřżƫř ŽŚƣƹ 175 m ŠƟŚƀƯ B ƲƗƹ 860 m ŠƟŚƀƯ A ƲƗ ŶƘŞƿ ƽŸƫř C Ɩƣƺưƫř ƾƟ ƞƣƺƟ

C
A

B

m860

m175

78º

 .AB ŠƟŚƀưƫř ƩƺƏ Ŷūƹŏ ¬78º ŚƸſŚǀƣ
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= '$!)!$!#"(!

"×'$×!$
= !!!

!-$

∝= cos#! !!!
!-$

= 50.6°

cos 𝛽 = 4!)<!#1!

"4<

= "(!)!$!#'$!

"×"(×!$
= #*

'$

𝛽 = cos#! #*
'$

≃ 104.9°

𝛾 = 180° − 104.9° + 50.8°

≃ 24.5°

≃ 13" + 8" − 2×13×8 cos 131°

= 369.46

𝑏 = 369.46 = 19.2

cos ∝= 1!)<!#4!

"1<

= !*." !)(!#!'!

"× !*." ×(
≃ 0.858

∝= cos#! 0.858 ≃ 30.1°

𝛾 = 180° − 131° + 30.1°
= 18.9°
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)3–8(نينيرمتلايف
: يلي امم ثلثم لك لحس

cos ∝= 1!)<!#4!

"1<

§ 𝑎 = 12 , 𝑏 = 21 ,𝑚 𝑐̂ = 95° = 𝛾

𝑎" = 𝑏" + 𝑐" − 2𝑏𝑐 cos ∝

≃ 22" + 31" − 2×22×31 cos 82 ≃ 1255.1679

𝑎 = 1255.1679 ≃ 35.43𝑐𝑚

§ 𝑏 = 22 , 𝑐 = 31 ,𝑚 c𝐴 = 82° =∝

𝑐" = 𝑎" + 𝑏" − 2𝑎𝑐 cos 𝛾

= 12" + 21" − 2×12×21 cos 95° ≃ 628.926

𝑐 = 628.926 ≃ 25.08

= "!!) "$.%( !#!"!

"×"!×"$.%(
≃ 0.8791

∝≃ cos#! 0.8791 ≃ 28.5°

𝛽 = 180° − 95° + 28.5° ≃ 56.5°

cos 𝛽 = 4!)<!#1!

"4<

= '$.+' !)'!!#""!

" ''×+' '!
≃ 0.79

⟹ 𝛽 = cos#! 0.79 = 37.8°

𝛾 = 180° − 37.8° + 82° = 60.2°

§ 𝑎 = 1 , 𝑏 = 5 , 𝑐 = 4

cos ∝= 1!)<!#4!

"1<

= $!)+!#!!

"×$×+
= 1

∝= cos#! 1 = 0

ضوفرم اذه و

رفص اهسايق ةيواز هيف ثلثم دجوي لا
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cos ∝= 1!)<!#4!

"1<

§ 𝑎 = 3.2 , 𝑏 = 7.6 , 𝑐 = 6.4

= -.& !) &.+ !# '." !

" -.& &.+
= $$'

&%(

∝= cos#! $$'
&%(

= 24.6

cos 𝛽 = 4!)<!#1!

"4<

= '." !) &.+ !# -.& !

" '." &.+
= #+!

"$&

𝛽 = cos#! #+!
"$&

≃ 99.2°

𝛾 = 180 − 24.6 + 99.2 = 56.2°

§ 𝑚 c𝐴 = 63° , 𝑎 = 8.6 , 𝑏 = 11.1
678∝
4
= 678 :

1
= 678 ;

<

678 &'
(.&

= 678 :
!!.!

sin 𝛽 = !!.!678 &'
(.&

= 1.15

∵ sin 𝛽 > 1

طورشلا هذه ققحي ثلثم دجوي لا ∴

§ 𝑚 c𝐴 = 71° , 𝑎 = 9.3 , 𝑏 = 8.5
678∝
4
= 678 :

1
= 678 ;

<

678 -!
*.'

= 678 :
(.$

sin 𝛽 = (.$678 -!
*.'

= 0.8642

𝛽! = sin#! 0.8642 ≃ 59.8°

∝ +𝛽! = 130.8 < 180°

𝛾! = 180 − 71 + 59.8 = 49.2

𝐶! =
*.'678 +*."
678 -!

≃ 7.4

𝛽" = 180 − 𝛽!

∝ +𝛽" = 191.2 > 180

ضوفرم

= 180 − 59.8 = 120.2

2021-2022قــــلّــعــمُ
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:ىلعنيرامت

ثلثملا ةحاسم

.نيتفلتخمنيتقيرطب𝐴𝐵𝐶ثلثملاةحاسمدجوأس

∝
§ 𝑚 c𝐴 = 47° , 𝑏 = 32𝑐𝑚 , 𝑐 = 19𝑐𝑚

)1–2(نينيرمتلايف

𝐴 = !
"
𝑏𝑐 sin ∝

= !
"
×32×19× sin 47° ≃ 222.3𝑐𝑚"

§ 𝑎 = 4𝑐𝑚 , 𝑏 = 5𝑐𝑚 , 𝑐 = 8𝑐𝑚

𝑆 = !
"
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

= !
"
4 + 5 + 8 = 8.5

𝐴 = 𝑠 𝑠 − 𝑎 𝑠 − 𝑏 𝑠 − 𝑐

= 8.5 8.5 − 4 8.5 − 5 8.5 − 8

= ' !!*
+

= 8.18𝑐𝑚"

            . يلاتلاك هعلاضأ لاوطأ يذلا ثلثملا ةحاسم داجيلإ نوريه ةدعاق مدختساس
. ) رتميتنسلاب لاوطلأا (

)3–6(نينيرمتلايف

§ 𝑎 = 5 , 𝑏 = 9 , 𝑐 = 7

𝑆 = !
"
5 + 9 + 7 = 10.5

𝐴 = 10.5 10.5 − 5 10.5 − 9 10.5 − 7

= "! !!
+

≃ 17.41𝑐𝑚"
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§ 𝑎 = 23 , 𝑏 = 19 , 𝑐 = 12

𝑆 = !
"
23 + 19 + 12 = 27

𝐴 = 27 27 − 23 27 − 19 27 − 12
= 36 10 ≃ 113.84𝑐𝑚"

§ 𝑎 = 19.3 , 𝑏 = 22.5 , 𝑐 = 31

𝑆 = !
"
19.3 + 22.5 + 31 = 36.4

𝐴 = 36.4 36.4 − 19.3 36.4 − 22.5 36.4 − 31
= 216.15𝑐𝑚"

§ 𝑎 = 18.2 , 𝑏 = 17.1 , 𝑐 = 12.3

𝑆 = !
"
18.2 + 17.1 + 12.3 = 23.8

𝐴 = 23.8 23.8 − 18.2 23.8 − 17.1 23.8 − 12.3
≃ 101.34𝑐𝑚"
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:ىلعنيرامت

ةيثلثم تاقباطتم ةحص تابثإ

تاقباطتملانملكةحصتبثاس

§ cos 𝑥 tan 𝑥 + sin 𝑥 cot 𝑥 = sin 𝑥 + cos" 𝑥

𝐿𝐻𝑆 = cos 𝑥 tan 𝑥 + cos 𝑥 sin 𝑥 cot 𝑥

= cos 𝑥 ⋅ 678 5
@A6 5

+ cos 𝑥 sin 𝑥 @A6 5
678 5

= sin 𝑥 + cos" 𝑥 = 𝑅𝐻𝑆

§ sin 𝑥 cot 𝑥 + cos 𝑥 tan 𝑥 = cos 𝑥 + sin" 𝑥

𝐿𝐻𝑆 = sin 𝑥 cot 𝑥 + sin 𝑥 cos 𝑥 tan 𝑥

= sin 𝑥 @A6 5
678 5

+ sin 𝑥 cos 𝑥 678 5
@A6 5

= cos 𝑥 + sin" 𝑥 = 𝑅𝐻𝑆

§ 1 − tan 𝑥 " = sec" 𝑥 − 2 tan 𝑥

𝐿𝐻𝑆 = 1 " − 2 1 tan 𝑥 + tan" 𝑥

= 1 + tan" 𝑥 − 2 tan 𝑥

= sec" 𝑥 − 2 tan 𝑥

= 𝑅𝐻𝑆

§ tan 𝑥 + cot 𝑥 = sec 𝑥 csc 𝑥

𝐿𝐻𝑆 = tan 𝑥 + cot 𝑥 = 678 5
@A6 5

+ @A6 5
678 5

= 678 5
@A6 5

⋅ 678 5
678 5

+ @A6 5
678 5

⋅ @A6 5
@A6 5

= 678! 5)@A6! 5
678 5 @A6 5

= !
678 5 @A6 5

= !
678 5

⋅ !
@A6 5

= csc 𝑥 ⋅ sec 𝑥 = 𝑅𝐻𝑆
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§ tan 𝑥 + cot 𝑥 + 2 = 678 5)@A6 5 !

678 5 @A6 5

𝑅𝐻𝑆 = 678! 5)" 678 5 @A6 5)@A6! 5
678 5 @A6 5

= 678! 5
678 5 @A6 5

+ " 678 5 @A6 5
678 5 @A6 5

+ @A6! 5
678 5 @A6 5

= 678 5
@A6 5

+ 2 + @A6 5
678 5

= tan 𝑥 + cot 𝑥 + 2 = 𝐿𝐻𝑆

§
!

!#@A6 5
+ !

!)@A6 5
= 2 csc" 𝑥

𝐿𝐻𝑆 = !)@A6 5 ) !#@A6 5
!#@A6 5 !)@A6 5

= !)@A6 5)!#@A6 5
!#@A6 5 !)@A6 5

= "
!!#@A6! 5

= "
678! 5

= 2 ⋅ !
678! 5

= 2 ⋅ csc" 𝑥 = 𝑅𝐻𝑆

§
BC8! 5
6D@ 5)!

= !#@A6 5
@A6 5

𝐿𝐻𝑆 = BC8! 5
6D@ 5)!

⋅ 6D@ 5#!
6D@ 5#!

= BC8! 5 6D@ 5#!
6D@! 5#!!

= BC8! 5 6D@ 5#!
6D@! 5#!

= sec 𝑥 − 1

𝑅𝐻𝑆 = !#@A6 5
@A6 5

= !
@A6 5

− @A6 5
@A6 5

= sec 𝑥 − 1

⟹ 𝐿𝐻𝑆 = 𝑅𝐻𝑆

§ cot" 𝑥 − cos" 𝑥 = cos" 𝑥 cot" 𝑥

𝐿𝐻𝑆 = @A6! 5
678! 5

− 𝑐𝑜𝑠" 𝑥

= cos" 𝑥 !
678! 5

− 1

= cos" 𝑥 csc" 𝑥 − 1

= cos" 𝑥 cot" 𝑥

= 𝑅𝐻𝑆
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§ cos+ 𝑥 − sin+ 𝑥 = cos" 𝑥 − sin" 𝑥

𝐿𝐻𝑆 = cos+ 𝑥 − sin+ 𝑥

= cos" 𝑥 − sin" 𝑥 cos" 𝑥 + sin" 𝑥

= cos" 𝑥 − sin" 𝑥 1

= cos" 𝑥 − sin" 𝑥

= 𝑅𝐻𝑆

§
BC8 5
6D@ 5#!

= 6D@ 5)!
BC8 5

𝐿𝐻𝑆 = BC8 5
6D@ 5#!

: 6D@ 5)!
6D@ 5)!

= BC8 5 6D@ 5)!
6D@! 5#!!

= BC8 5 6D@ 5)!
BC8! 5

= 6D@ 5)!
BC8 5

= 𝑅𝐻𝑆

§
678 5#@A6 5
678 5)@A6 5

= " 678! 5#!
!)" 678 5 @A6 5

𝑅𝐻𝑆 = " 678! 5#!
!)" 678 5 @A6 5

sin" 𝑥 + cos" 𝑥 = 1

= " 678! 5# 678! 5)@A6! 5
678! 5)@A6! 5 )" 678 5 @A6 5

= " 678! 5#678! 5#@A6! 5
678 5) @A6 5 ! = 678! 5#@A6! 5

678 5 )@A6 5 !

= 678 5) @A6 5 678 5# @A6 5
678 5 )@A6 5 ! = 678 5 #@A6 5

678 5) @A6 5
= 𝐿𝐻𝑆
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§
678 5

!#@A6 5
+ !)@A6 5

678 5
= " !)@A6 5

678 5

𝐿𝐻𝑆 = 678! 5) !)@A6 5 !#@A6 5
!#@A6 5 678 5

= 678! 5)!#@A6! 5
!#@A6 5 678 5

= 678! 5)678! 5
!#@A6 5 678 5

= " 678! 5
!#@A6 5 678 5

= " 678 5
!#@A6 5

𝑅𝐻𝑆 = " !)@A6 5
678 5

: !#@A6 5
!#@A6 5

= " !#@A6! 5
678 5 !#@A6 5

= " 678! 5
678 5 !#@A6 5

= " 678 5
!#@A6 5

⟹ 𝐿𝐻𝑆 = 𝑅𝐻𝑆

§ sin" 𝑥 cos' 𝑥 = sin" 𝑥 − sin+ 𝑥 cos 𝑥

𝑅𝐻𝑆 = sin" 𝑥 − sin+ 𝑥 cos 𝑥

= sin" 𝑥 1 − sin" 𝑥 cos 𝑥

= sin" 𝑥 cos" 𝑥 cos 𝑥

= sin" 𝑥 cos' 𝑥 = 𝐿𝐻𝑆

§ sin' 𝑥 cos' 𝑥 = sin' 𝑥 − sin$ 𝑥 cos 𝑥

𝑅𝐻𝑆 = sin' 𝑥 − sin$ 𝑥 cos 𝑥

= sin' 𝑥 1 − sin" 𝑥 cos 𝑥

= sin' 𝑥 cos" 𝑥 cos 𝑥

= sin' 𝑥 cos' 𝑥 = 𝐿𝐻𝑆
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:ىلعنيرامت

ةيثلثم تلاداعم لح
:ةيلاتلاتلاداعملانملاكلحس

∝= sin#! #!
"
= sin#! !

"
= 30°

§ sin 𝑥 = #!
"

sin 𝑥 < 0

3 𝑥 عبرلا يف 4 𝑥 عبرلا يف

𝑥 = 180 + 30 + 360𝑘 𝑥 = 360 − 30 + 360𝑘

= 210 + 360𝑘 = 330 + 360𝑘

∝= cos#! '
"
= 0

&

§ cos 𝑥 = '
"

cos 𝑥 > 0

1 𝑥 عبرلا يف 4 𝑥 عبرلا يف

𝑥 = 0
&
+ 2𝑘π 𝑥 = 2𝜋 − 0

&
+ 2𝑘𝜋

= !!0
&
+ 2𝑘𝜋

∝= cos#! − !
"
= 60°

§ 2 cos 𝑥 = −1

cos 𝑥 < 0

2 𝑥 عبرلا يف 3 𝑥 عبرلا يف

𝑥 = 180 − 60 + 360𝑘 𝑥 = 180 + 60 + 360𝑘

= 240 + 360𝑘

cos 𝑥 = #!
"

= 120 + 360𝑘

𝑘 ∈ ℤ𝑘 ∈ ℤ

𝑘 ∈ ℤ

𝑘 ∈ ℤ

𝑘 ∈ ℤ 𝑘 ∈ ℤ
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∝= tan#! !
'
= 0

&

§ 3 tan 𝑎 = 1

tan 𝑎 > 0 ⟹ 1 , 3 𝑎 عبرلا يف

𝑎 = 0
&
+ 𝑘𝜋 ∶ 𝑘 ∈ ℤ

tan 𝑎 = !
'

cos 𝑥 = 0

§ 2 cos 𝑥 sin 𝑥 − cos 𝑥 = 0

cos 𝑥 2 sin 𝑥 − 1 = 0

sin 𝑥 = !
"

 بجوم

1 𝑥 عبرلا يف

2 𝑥 عبرلا يف

𝑥 ةيعبر ةيواز

𝑥 = 0
"
+ 2𝑘𝜋

𝑥 = '0
"
+ 2𝑘𝜋

𝑘 ∈ ℤ 𝑥 = 0
&
+ 2𝑘𝜋

𝑘 ∈ ℤ

𝑥 = 𝜋 − 0
&
+ 2𝑘𝜋

= $0
&
+ 2𝑘𝜋

𝑘 ∈ ℤ

§ tan 𝑥 sin" 𝑥 = tan 𝑥

tan 𝑥 sin" 𝑥 − tan 𝑥 = 0

tan 𝑥 sin" 𝑥 − 1 = 0

tan 𝑥 = 0

𝑥 = 0 + 𝑘𝜋

= 𝑘𝜋

sin" 𝑥 − 1 = 0 ⟹ sin" 𝑥 = 1

sin 𝑥 = 1

𝑥 ةيعبر ةيواز

𝑥 = 0
"
+ 2𝑘𝜋

sin 𝑥 = −1

𝑥 ةيعبر ةيواز

𝑥 = '0
"
+ 2𝑘𝜋

2 sin 𝑥 − 1 = 0

𝛼 = sin#! | !
"
| = 0

&

𝑘 ∈ ℤ 𝑘 ∈ ℤ

𝑘 ∈ ℤ
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∝= tan#! 3 = 0
'

§ tan" 𝑥 = 3

2 , 4 𝑥 عبرلا يف

𝑥 = 𝜋 − 0
'
+ 𝑘𝜋

tan 𝑥 = − 3

tan 𝑥 < 0 ⟹

= "0
'
+ 𝑘𝜋

∝= tan#! 3 = 0
'

1 , 3 𝑥 عبرلا يف

𝑥 = 0
'
+ 𝑘𝜋

tan 𝑥 = 3

tan 𝑥 > 0 ⟹

§ 4 cos" 𝑥 − 4 cos 𝑥 + 1 = 0

2 cos 𝑥 − 1 " = 0 ⟹ 2cos 𝑥 − 1 = 0

cos 𝑥 = !
"

α = cos#! !
"
= 0

'

cos 𝑥 > 0

1 𝑥 عبرلا يف

𝑥 = 0
'
+ 2𝑘𝜋

4 𝑥 عبرلا يف

𝑥 = 2𝜋 − 0
'
+ 2𝑘𝜋

= $0
'
+ 2𝑘𝜋 𝑘 ∈ ℤ

𝑘 ∈ ℤ
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0] ةرتفلا ىلع ةلداعملا لولح عيمج دجوأس , )2𝜋

§ sin 2𝑥 = 1

0 ≤ 𝑥 < 2𝜋 ⟹ 0 ≤ 2𝑥 < 4𝜋 نيترود يف عقت 2𝑥

ةيعبر ةيواز 2𝑥

2𝑥 = 0
"
+ 2𝑘𝜋

𝑥 = 0
+
+ 𝑘𝜋

𝑘 = 0 ⟶ 𝑥 = 0
+
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 1 ⟶ 𝑥 = 0
+
+ 𝜋 = $0

+
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 2 ⟶ 𝑥 = 0
+
+ 2𝜋 = *0

+
∉ [0 , )2𝜋

𝑥 = 0
+

𝑥 = $0
+

∴ ةلداعملا لولح
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0 ≤ 𝑥 < 2𝜋 ⟶ 0 ≤ 3𝑥 < 6𝜋 تارود 3 يف 3𝑥

§ 2 cos 3𝑥 = 1

1 3𝑥 عبرلا يف

3𝑥 = 0
'
+ 2𝑘𝜋

⟹ cos 3𝑥 = !
"

∝= cos#! !
"
= 0

'

𝑥 = 0
*
+ "E0

'

4 3𝑥 عبرلا يف

cos 3𝑥 > 0

𝑘 = 0 ⟶ 𝑥 = 0
*
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 1 ⟶ 𝑥 = 0
*
+ "0

'

= -0
*
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 2 ⟶ 𝑥 = 0
*
+ +0

'

= !'0
*
∈ [0 , )2𝜋

3𝑥 = 2𝜋 − 0
'
+ 2𝑘𝜋

𝑥 = $0
*
+ "E0

'

𝑘 = 0 ⟶ 𝑥 = $0
*
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 1 ⟶ 𝑥 = $0
*
+ "0

'

= !!0
*
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 2 ⟶ 𝑥 = $0
*
+ +0

'

= !-0
*
∈ [0 , )2𝜋

= $0
'
+ 2𝑘𝜋

𝑘 = 3 ⟶ 𝑥 = 0
*
+ 2𝜋

= !*0
*
∉ [0 , )2𝜋

𝑘 = 3 ⟶ 𝑥 = $0
*
+ 2𝜋

= "'0
*
∉ [0 , )2𝜋

0:يه ةلداعملا لولح
*
, $0
*
, -0
*
, !!0
*
, !'0
*
, !-0
*
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0 ≤ 𝑥 < 2𝜋 ⟹ 0 ≤ 2𝑥 < 4𝜋 نيترود يف 2𝑥

§ tan 2𝑥 = 1

∝= tan#! −1 = 0
+

tan 2𝑥 > 0 ⟹ 1 , 3 2𝑥 عبرلا يف

2𝑥 = 0
+
+ 𝑘𝜋

𝑥 = 0
(
+ E0

"

𝑘 = 0 ⟶ 𝑥 = 0
(
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 1 ⟶ 𝑥 = $0
(
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 2 ⟶ 𝑥 = *0
(
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 3 ⟶ 𝑥 = !'0
(
∈ [0 , )2𝜋

𝑘 = 4 ⟶ 𝑥 = !-0
(
∉ [0 , )2𝜋

: ةيلاتلا تلاداعملا لحس

§ sin" 𝑥 − 2sin 𝑥 = 0

sin 𝑥 sin 𝑥 − 2 = 0

sin 𝑥 = 0 sin 𝑥 − 2 = 0

𝑥 ةيعبر ةيواز

𝑥 = 0 + 2𝑘𝜋

𝑥 = 𝜋 + 2𝑘𝜋

sin 𝑥 = 2

2 ∉ −1 , 1

لح دجوي لا

:يه ةلداعملا لولح

𝑘 ∈ ℤ
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§ 2 sin" 𝑥 + 3sin 𝑥 = 2

2 sin 𝑥 − 1 sin 𝑥 + 2 = 0

2sin 𝑥 − 1 = 0 sin 𝑥 + 2 = 0

𝛼 = sin#! !
"
= 0

&

sin 𝑥 > 0

sin 𝑥 = −2

−2 ∉ −1 , 1

لح دجوي لا

2 sin" 𝑥 + 3 sin 𝑥 − 2 = 0

sin 𝑥 = !
"

1 𝑥 عبرلا يف 2 𝑥 عبرلا يف

𝑥 = 0
&
+ 2𝑘𝜋 𝑥 = 𝜋 − 0

&
+ 2𝑘𝜋

= $0
&
+ 2𝑘𝜋 𝑘 ∈ ℤ
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:ىلعنيرامت

قرفلا و عومجملا تاقباطتم

.ةقيقدلاةميقلاداجيإيفقرفلاوعومجملاتاقباطتممدختساس

= sin 45 − 30

§ sin 15°

= sin 45 cos 30 − cos 45 sin 30

= "
"
: '
"
− "

"
: !
"
= &# "

+

= tan 180 − 45

§ tan 135°

= BC8 !(%#BC8 +$
!)BC8 !(%FBC8 +$

= %#!
!)%

= −1

= cos 45 + 30

§ cos 75°

= cos 45 cos 30 − sin 45 sin 30

= "
"
: '
"
− "

"
: !
"
= &# "

+

§ cos 𝛽 = #(
!-
, 0
"
< 𝛽 < 𝜋 sin ناك اذإ§ 𝛾 = +

$
,0 < 𝛾 < 0

"

2 𝛽 عبرلا يف 1 𝛾 عبرلا يف

sin 𝛽 = ∓ 1 − #(
!-

"

sin 𝛽 > 0 ⟹ sin 𝛽 = + !$
!-

tan𝛽 = 678 :
@A6 :

= #!$
(

cos 𝛾 = ∓ 1 − +
$

"
, cos 𝛾 > 0

cos 𝛾 = '
$

tan 𝛾 = 678 ;
@A6 ;

= +
'

sin" 𝛾 + cos" 𝛾 = 1
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sin : دجوأ§ 𝛽 + 𝛾

sin 𝛽 + 𝛾 = sin 𝛽 cos 𝛾 + cos 𝛽 sin 𝛾

= !$
!-
: '
$
+ #(

!-
: +
$
= !'

($

cos : دجوأ§ 𝛽 − 𝛾

cos 𝛽 − 𝛾 = cos 𝛽 cos 𝛾 + sin 𝛽 sin 𝛾

= #(
!-
: '
$
+ !$

!-
: +
$
= '&

($

tan : دجوأ§ 𝛾 + 𝛽

tan 𝛾 + 𝛽 = BC8 ;)BC8 :
!#BC8 ; BC8 :

=
'
&) #"()
!#'&

%"(
)

= #!'
($

)5–10(نيرامتلايف
. ةيوازلا لظ وأ مامتلا بيج وأ بيج ةروص ىلع رادقملا بتكاس

§ sin 42° cos 17° − cos 42° sin 17°

= sin 42 − 17 = sin 25

§ sin 0
$
cos 0

"
+ sin 0

"
cos 0

$

= sin 0
$
+ 0

"
= sin -0

!%

§
BC8 !*°)BC8 +-°
!#BC8 !*° BC8 +-°

= tan 19 + 47 = tan 66

§ cos 0
-
cos 𝑥 + sin 0

-
sin 𝑥

= cos 0
-
− 𝑥

§ sin 3𝑥 cos 𝑥 − cos 3𝑥 sin 𝑥

= sin 3𝑥 − 𝑥 = sin 2𝑥
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§
BC8 "G)BC8 '5
!#BC8 "G BC8 '5

= tan 2𝑦 + 3𝑥

678 رصتخا§ '5
678 5

− @A6 '5
@A6 5

678 '5
678 5

− @A6 '5
@A6 5

= 678 '5 @A6 5#@A6 '5 678 5
678 5 @A6 5

= 678 '5#5
678 5 @A6 5

= 678 "5
678 5 @A6 5
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:ىلعنيرامت

اهفصن و ةيوازلا فعض تاقباطتم

sinةللادبرادقملابتكاس 𝑥وأcos 𝑥

)1–4(نيرامتلايف

= 2 sin 𝑥 cos 𝑥 + cos 𝑥

§ sin 2𝑥 + cos 𝑥

= 2 sin 𝑥 cos 𝑥 + cos" 𝑥 − sin" 𝑥

§ sin 2𝑥 + cos 2𝑥

= cos 2𝑥 + 𝑥 = cos 2𝑥 cos 𝑥 − sin 2𝑥 sin 𝑥

§ cos 3𝑥

= cos" 𝑥 − sin" 𝑥 cos 𝑥 − 2 sin 𝑥 cos 𝑥 sin 𝑛

= cos' 𝑥 − sin" 𝑥 cos 𝑥 − 2 sin" 𝑥 cos 𝑥

= cos 2 2𝑥

§ cos 4𝑥

= cos" 2𝑥 − sin" 2𝑥

= cos" 𝑥 − sin" 𝑥 " − 2 sin 𝑥 cos 𝑥 "

= cos" 𝑥 − sin" 𝑥 " − 4 sin" 𝑥 cos" 𝑥
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)5–7(نيرامتلايف
: ةيلاتلا تاقباطتملا نم لك ةحص تبثأس

§ 2 csc 2𝑥 = csc" 𝑥 tan 𝑥

𝐿𝐻𝑆 = 2 csc 2𝑥 = "
678 "5

= "
" 678 5 @A6 5

= !
678 5

!
@A6 5

𝑅𝐻𝑆 = csc" 𝑥 tan 𝑥 = !
678! 5

678 5
@A6 5

= !
678 5

!
@A6 5

⟹ 𝐿𝐻𝑆 = 𝑅𝐻𝑆

§ sin 3𝑥 = sin 𝑥 4 cos" 𝑥 − 1

𝐿𝐻𝑆 = sin 2𝑥 + 𝑥 = sin 2𝑥 cos 𝑥 + cos 2𝑥 sin 𝑥

= 2 sin 𝑥 cos 𝑥 cos 𝑥 + 2 cos" 𝑥 − 1 sin 𝑥

= sin 𝑥 2 cos" 𝑥 + 2 cos" 𝑥 − 1

= sin 𝑥 4 cos" 𝑥 − 1 = 𝑅𝐻𝑆

§ cos 4𝑥 = 1 − 8 sin" 𝑥 cos" 𝑥

𝐿𝐻𝑆 = cos 4𝑥 = cos 2 2𝑥 = 1 − 2 sin" 2𝑥

= 1 − 2 2 sin 𝑥 cos 𝑥 "

= 1 − 2 : 4 sin" 𝑥 cos" 𝑥

= 1 − 8 sin" 𝑥 cos" 𝑥 = 𝑅𝐻𝑆



2021-2022U U L A . C O M 59

)8–10(نيرامتلايف
: نم لك داجيلإ ةيوازلا فصن تاقباطتم مدختساس

§ sin 15°

= sin '%
"

= ∓ !#@A6 '%
"

= sin 15° > 0 ⟹ sin 15 = "# '
+

= "# '
"

§ tan 195°

= ∓ !#@A6 '*%
!)@A6 '*%

= ∓
!# &

!

!) &
!

= tan195 > 0

⟹ tan195 = 2 − 3

§ cos 75°

= cos !$%
"
= ∓ !)@A6 !$%

"

= ∓
!) # &

!

"
= ∓ "# '

+

cos 75 > 0 ⟹ cos 75 = "# '
"
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: ةيلاتلا ريباعتلا نم لاك رصتخاس

§
678 "5

!)@A6 "5

= " 678 5 @A6 5
!)" @A6! 5#!

= " 678 5 @A6 5
" @A6! 5

= 678 5
@A6 5

= tan 𝑥

§
!#@A6 5
678 5

= !
678 5

− @A6 5
678 5

= csc 𝑥 − cot 𝑥

§
!#@A6 5
!)@A6 5

= !#@A6 5
!)@A6 5

: *+@A6 5
*+@A6 5

= !#@A6 5 !

!#@A6! 5

= !#@A6 5 !

678! 5
= !#@A6 5

678 5

"
= !

678 5
− @A6 5

678 5

"

= csc 𝑥 − cot 𝑥 "

sin تناك اذإ§ 𝑥 = − !"
!'
, '0
"
< 𝑥 < 2𝜋دجوأف sin 5

"

2 عبرلا يف 5
"

4 يلاتلاب 𝑥 عبرلا يف

cos 𝑥 = ∓ 1 − #!"
!'

"
= ± $

!'
, cos 𝑥 > 0 ⟹ cos 𝑥 = $

!'

sin 5
"
> 0 ⟹ sin 5

"
=

!# (
"&
"

= " !'
!'

sin 5
"
= ∓ !#@A6 5

"
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ŌŚƌƠƫř ƾƟ šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř

Lines and Planes in Space

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

®ƎƤƟ Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ ƾƟ ř ÔŵƺūƺƯ Ʊƺƨƿ Ʊŏ ŜŬƿ ƪƨƄƫř ƪƷ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ
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.Ʈſźƫř ƾƟ ŚƷŶŬţ ƾŤƫř ŠƘŝŹǃř šŚƿƺŤƀưƫř ÚƮſ  

ABC ƽƺŤƀưƫř ƾƟƹ ADC ƽƺŤƀưƫř ƾƟ ƖƤţ E ŠƐƤƴƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  (7)

C

A

E

DB

 

ÛƱ ĳźưţ
10-1

61

:ىلعنيرامت

ءاضفلا يف تايوتسملا و تاميقتسملا

؟طقفدحاووتسميفادوجومنوكينأبجيلكشلالهس

)1–5(نيرامتلايف

لا

معن

لا

معن

معن
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.مسرلايفاهدجتيتلاةعبرلأاتايوتسملامس.ةدعاقلايثلاثمره𝐴𝐵𝐶𝐷س

𝐴𝐷𝐶 , 𝐴𝐵𝐶 , 𝐴𝐵𝐷 , 𝐵𝐶𝐷

𝐴𝐵𝐶يوتسملايفو𝐴𝐷𝐶يوتسملايفعقت𝐸ةطقنلانأتبثأس

𝐴𝐵𝐶 ∩ 𝐴𝐷𝐶 = 𝐴𝐶

∵ 𝐸 ∈ 𝐴𝐶 , 𝐴𝐶 ⊆ 𝐴𝐵𝐶 ⟹ 𝐸 ∈ 𝐴𝐵𝐶

∵ 𝐸 ∈ 𝐴𝐶 , 𝐴𝐶 ⊆ 𝐴𝐷𝐶 ⟹ 𝐸 ∈ 𝐴𝐷𝐶
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𝑙ميقتسملاو𝜋يوتسملاعطاقتةطقندجوأس

𝜋 ∩ 𝑙⃡ = 𝐵

𝑙ميقتسملاو𝜋يوتسملاعطاقتدجوأس

𝑙⃡ ⊆ 𝜋 ⟹ 𝜋 ∩ 𝑙⃡ = ℓ⃡

!𝜋ميقتسملاو𝜋يوتسملاعطاقتدجوأس

𝜋 ∩ 𝜋! = ℓ⃡
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.l ƮǀƤŤƀưƫřƹ �  ƽƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ ŠƐƤƳ Ŷūƹŏ  (a) (8)

l
BA

�

.l ƮǀƤŤƀưƫřƹ �  ƽƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ Ŷūƹŏ  (b)

l

�
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. 1/  ƽƺŤƀưƫřƹ /  ƽƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ Ŷūƹŏ  (c)
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H  :ƪưƧŏ ¬ƪŝŚƤưƫř ŜƘƨưƫř ƶŞƃ ƾƟ  (9)

 (a) ( ) ( )AGH ABC+ f=

BFH, ABCD ƲǀƿƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ ƲƗ ŪţŚƴƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƮſŹř  (b)  

¬EF  Ƽƫœ ƾưŤƴţ ŠƐƤƳ L ŢƳŚƧ řŷœ  (c)  

ADL, BCL ƲǀƿƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ ƲƗ ŪţŚƴƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƮſŹř     

 źưƿ ƮǀƤŤƀƯ ƾƟ �1  ƽƺŤƀưƫř ƖƐƤƿ /2  ƽƺŤƀưƫř ƮſŹř Ʈŧ ¬B ŠƐƤƴƫř ƾƟ �1  ŚÔƿƺŤƀƯ ƖƐƤƿ AB  ƮſŹř  (10)
.B ŠƐƤƴƫŚŝ

C

A

DB

 :Ŷūƹŏ şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD  (11)

®BCD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ AB  ƖƏŚƤţ  (a)  

®ACD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ AB  ƖƏŚƤţ  (b)  

®BCD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ (ABC) ƖƏŚƤţ  (c)  

:Ʋǀŝ ŠƣǆƘƫř ƲƨƯŏ Ʊœ Ŷūƹŏ ŜƘƨƯ ABCDKLMN ƪŝŚƤưƫř Ʈſźƫř ƾƟ  (12)

®BD  ¬ND  (a)  

®BC  ¬AD  (b)  
C

M

L

B

K

A

D

N

 ®ML  ¬BD  (c)  

®ABLK ƽƺŤƀưƫřƹ ML  (d)  
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:لمكأ،لباقملابعكملاةبشيفس

§ 𝐴𝐺𝐻 ∩ 𝐴𝐵𝐶 = _____𝑨𝑩

نع جتانلا ميقتسملا مسرا§
𝐵𝐹𝐻 نييوتسملا عطاقت ,𝐴𝐵𝐶𝐷

𝐸𝐹 يلإ ىمتنت ةطقن𝐿 تناك اذإ§
عطاقت نع جتانلا ميقتسملا مسرا
𝐴𝐷𝐿 نييوتسملا ,𝐵𝐶𝐿
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؟𝐴𝐵𝐿𝐾 يوتسملا و𝑀𝐿 عطاقت ةطقن ام§

؟𝐴𝐶𝐷 يوتسملا عم𝐴𝐵 عطاقت ةطقن ام§

63

 عطقي"𝜋 يوتسملا مسرا مث ،𝐵 ةطقنلا يف!𝜋 ايوتسم عطقي𝐴𝐵 مسراس
.𝐵 ةطقنلاب رمي ميقتسم يف!𝜋 يوتسملا

. ةدعاقلا يثلاث مره𝐴𝐵𝐶𝐷س

𝑩 ؟𝐵𝐶𝐷 يوتسملا عم𝐴𝐵 عطاقت ةطقن ام§

𝑨

𝑩𝑪؟𝐵𝐶𝐷 يوتسملا عم𝐴𝐵𝐶 عطاقت ةطقن ام§

. بعكم𝐴𝐵𝐶𝐷𝐾𝐿𝑀𝑁 لباقملا مسرلا يفس

𝐵𝐷 عطاقت ةطقن ام§ ,𝑁𝐷؟

𝑳

𝐵𝐶 عطاقت ةطقن ام§ ,𝐴𝐷نايزاوتم ( دجوي لا؟ (

𝑀𝐿 عطاقت ةطقن ام§ ,𝐵𝐷نافلاختم ( دجوي لا؟ (

𝐴𝐵𝐶𝐷 نييوتسملا عطاقت وه يذلا ميقتسملا مس§ ,𝑁𝐵𝐷

𝐿 طاقنلا نأ تبثأ§ ,𝐵 ,𝐷 ,𝑁دحاو وتسم يلإ يمتنت .

𝑩𝑫

𝐿𝐵𝐷𝑁 ديحو يوتسم نانيمي ⟸ 𝐿𝐵 ∕∕ 𝑁𝐷

⟹ 𝐿 ,𝐵 , 𝐷 , 𝑁 ∈ 𝐿𝐵𝐷𝑁

𝑀𝐿  له§ ,𝑁𝐷نافلاختم امهنلأ ، لا؟ ادحاو ايوتسم نانيعي

𝑫

48

B

l�

.l ƮǀƤŤƀưƫřƹ �  ƽƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ ŠƐƤƳ Ŷūƹŏ  (a) (8)

l
BA

�

.l ƮǀƤŤƀưƫřƹ �  ƽƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ Ŷūƹŏ  (b)

l

�

�1

. 1/  ƽƺŤƀưƫřƹ /  ƽƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ Ŷūƹŏ  (c)

F

G

C

B

D

A

E

H  :ƪưƧŏ ¬ƪŝŚƤưƫř ŜƘƨưƫř ƶŞƃ ƾƟ  (9)

 (a) ( ) ( )AGH ABC+ f=

BFH, ABCD ƲǀƿƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ ƲƗ ŪţŚƴƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƮſŹř  (b)  

¬EF  Ƽƫœ ƾưŤƴţ ŠƐƤƳ L ŢƳŚƧ řŷœ  (c)  

ADL, BCL ƲǀƿƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ ƲƗ ŪţŚƴƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƮſŹř     

 źưƿ ƮǀƤŤƀƯ ƾƟ �1  ƽƺŤƀưƫř ƖƐƤƿ /2  ƽƺŤƀưƫř ƮſŹř Ʈŧ ¬B ŠƐƤƴƫř ƾƟ �1  ŚÔƿƺŤƀƯ ƖƐƤƿ AB  ƮſŹř  (10)
.B ŠƐƤƴƫŚŝ

C

A

DB

 :Ŷūƹŏ şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD  (11)

®BCD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ AB  ƖƏŚƤţ  (a)  

®ACD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ AB  ƖƏŚƤţ  (b)  

®BCD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ (ABC) ƖƏŚƤţ  (c)  

:Ʋǀŝ ŠƣǆƘƫř ƲƨƯŏ Ʊœ Ŷūƹŏ ŜƘƨƯ ABCDKLMN ƪŝŚƤưƫř Ʈſźƫř ƾƟ  (12)

®BD  ¬ND  (a)  

®BC  ¬AD  (b)  
C

M

L

B

K

A

D

N

 ®ML  ¬BD  (c)  

®ABLK ƽƺŤƀưƫřƹ ML  (d)  
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G
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E
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 źưƿ ƮǀƤŤƀƯ ƾƟ �1  ƽƺŤƀưƫř ƖƐƤƿ /2  ƽƺŤƀưƫř ƮſŹř Ʈŧ ¬B ŠƐƤƴƫř ƾƟ �1  ŚÔƿƺŤƀƯ ƖƐƤƿ AB  ƮſŹř  (10)
.B ŠƐƤƴƫŚŝ

C

A

DB

 :Ŷūƹŏ şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD  (11)

®BCD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ AB  ƖƏŚƤţ  (a)  

®ACD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ AB  ƖƏŚƤţ  (b)  

®BCD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ (ABC) ƖƏŚƤţ  (c)  

:Ʋǀŝ ŠƣǆƘƫř ƲƨƯŏ Ʊœ Ŷūƹŏ ŜƘƨƯ ABCDKLMN ƪŝŚƤưƫř Ʈſźƫř ƾƟ  (12)

®BD  ¬ND  (a)  

®BC  ¬AD  (b)  
C

M

L

B

K

A

D

N

 ®ML  ¬BD  (c)  

®ABLK ƽƺŤƀưƫřƹ ML  (d)  

𝜋!
𝜋 "

𝑩

𝑨
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𝐶𝑀𝑁 نييوتسملا نأ تبثأ§ ,𝐴𝐷𝐾ناعطاقتي .

𝐶𝑀𝑁 ⊆ 𝐶𝑀𝑁𝐷

𝐴𝐷𝐾 ⊆ 𝐴𝐷𝑁𝐾

𝐶𝑀𝑁𝐷 ∩ 𝐴𝐷𝑁𝐾 = 𝐷𝑁 ⟹

𝐶𝑀𝑁 ∩ 𝐴𝐷𝐾 = 𝐷𝑁
ناعطاقتم 𝐶𝑀𝑁 , 𝐴𝐷𝐾 : اذإ  نايوتسملا

𝑁  فصتنم𝑀. ةدعاقلا يثلاث مره𝐴𝐵𝐶𝐷س ,𝐴𝐵فصتنم 𝐿 ≠ 𝑁 ,𝐿 ∈ 𝐴𝐶 ,𝐴𝐶

𝐴𝐵𝐶 يوتسملا يف عقي𝑀𝐿 : نأ تبثأ§

𝐴𝐵𝐶 ىوتسم نانيعي ، ناعطاقتم 𝐴𝐵 , 𝐴𝐶

𝑀 ∈ 𝐴𝐵 , 𝐴𝐵 ⊆ 𝐴𝐵𝐶 ⟹ 𝑀 ∈ 𝐴𝐵𝐶

𝐿 ∈ 𝐴𝐶, 𝐴𝐶 ⊆ 𝐴𝐵𝐶 ⟹ 𝐿 ∈ 𝐴𝐵𝐶

⟹ 𝑀𝐿 ⊆ 𝐴𝐵𝐶

𝑀𝐿 : نأ تبثأ§ ,𝐶𝐵ةطقنلا يف ناعطاقتي 𝐾
𝐴𝐶 فصتنم 𝑁 , 𝐴𝐵 𝑀 فصتنم ∵

𝑀𝑁 ∕∕ 𝐵𝐶 ∴

يوتسملا سفن يف ناعقيو 𝐵𝐶 يزاوي لا 𝑀𝐿 انيدل و

𝐾 ةطقنلا يف ناعطاقتم 𝐵𝐶 ,𝑀𝐿 اذإ

؟𝐵𝐶𝐷 يوتسملا عم𝑀𝐿 ميقتسملا عطاقت ةطقن ام§

𝑀𝐿 ∩ 𝐵𝐶𝐷 = 𝐾

49

ABCD ¬NBD ƲǀƿƺŤƀưƫř ƖƏŚƤţ ƺƷ ƽŸƫř ƮǀƤŤƀưƫř ÚƮſ  (e)  

.Ŷůřƹ ÖƺŤƀƯ Ƽƫœ ƾưŤƴţ L, B, D, N ƍŚƤƴƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  (f)  

®ř ÔŶůřƹ ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ ,ML ND  ƪƷ  (g)  

.ƱŚƘƏŚƤŤƿ CMN , ADK ƲǀƿƺŤƀưƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  (h)  

.şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD  (13)

C

M
L

B

A

D

K

N

 L N!  ¬L ACd  ¬AC  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M  

ABC ƽƺŤƀưƫř ƾƟ ƖƤƿ ML  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (a)  

K ŠƐƤƴƫř ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƿ ML , CB  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (b)  

®BCD ƽƺŤƀưƫř ƖƯ ML  ƮǀƤŤƀưƫř ƖƏŚƤţ ŠƐƤƳ ŚƯ  (c)  

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

.ŜÚƘƨƯ ABCDEFGH

D C

BA

G

F

H

E

a  b  .ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ AB, HG  ƱŚưǀƤŤƀưƫř  (1)

a  b  .ŚÔƿƺŤƀƯ ƲÚǀƘţ B, D, H, F ƍŚƤƴƫř  (2)

a  b  .ŚÔƿƺŤƀƯ ƲÚǀƘţ A, B, G, C ƍŚƤƴƫř  (3)

a  b  .ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ GC, EF  ƱŚưǀƤŤƀưƫř  (4)

a  b  .ŚÔƿƺŤƀƯ ƱŚƴǀƘƿ BC, AB ƱŚưǀƤŤƀưƫř  (5)
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:ىلعنيرامت

 ةيزاوتملا تايوتسملا و تاميقتسملا
ءاضفلا يف

بعكم هبش𝐴𝐵𝐶𝐷𝐾𝐿𝑀𝑁س

𝐴𝐾 : نأ تبثأ§ ∕∕ 𝐶𝑀
بعكم هبش لكشلا∵

𝐴𝐵𝐿𝐾 ليطتسم𝐵𝐿𝑀𝐶 ، ليطتسم∴

𝐵𝐿 ∕∕ 𝐶𝑀,𝐴𝐾 ∕∕ 𝐵𝐿 ∴

𝐴𝐾,𝐶𝑀دحاو يوتسم نانيعي نايزاوتم 𝐴𝐾𝑀𝐶

𝐴 : طاقنلا نأ تبثأ§ ,𝐾 ,𝑀 ,𝐶دحاو وتسم يلإ يمتنت .

𝐴 ,𝐾 ∈ 𝐴𝐾 , 𝐴𝐾 ⊆ 𝐴𝐾𝑀𝐶 ⟹ 𝐴 ,𝐾 ∈ 𝐴𝐾𝑀𝐶

𝐶 ,𝑀 ∈ 𝐶𝑀 , 𝐶𝑀 ⊆ 𝐴𝐾𝑀𝐶 ⟹ 𝐶 ,𝑀 ∈ 𝐴𝐾𝑀𝐶

∴ 𝐴 ,𝐾 , 𝐶 ,𝑀 ∈ 𝐴𝐾𝑀𝐶

𝑀𝐾𝑁 يوتسملا يزاوي𝐴𝐷 : نأ تبثأ§

𝐴𝐷 ∕∕ 𝐾𝑁

𝐾𝑁 ⊂ 𝑀𝐾𝑁

ةيرظن ⟹ 𝐴𝐷 ∕∕ 𝑀𝐾𝑁

𝐴𝐾يلاتلاب ∕∕ 𝐶𝑀)3 ةيرظن(
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B

C

K

N

D

L
M

A  AK CM'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (a)  

.Ŷůřƹ ƺŤƀƯ Ƽƫœ ƾưŤƴţ A, K, M, C ƍŚƤƴƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  (b)  

MKN ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ AD  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (c)  

.ƮſźƫŚŝ Ʀƫŷ ŮƋƹ ®/  ƽƺŤƀưƬƫ ŚÔƿŻřƺƯ l ƮǀƤŤƀưƫř Ʊƺƨƿ ƼŤƯ  (a)  (2)

/  ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ ř Ôźųō Ś ÔưǀƤŤƀƯ ƮſŹř  (b)  

.ƪƨƄƫř ŠƘŝźƯ ABCD ƶţŶƗŚƣ ƭźƷ SABCD  (3)

B

C

S

D

M L

A

=

=
 BS  ƞƈŤƴƯ L ¬ AS  ƞƈŤƴƯ M  

( )ML ABCD'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

.ŜƘƨƯ ABCDEFGH  (4)

B
N

C
D

MA

E

H

F

G

 N ŠƐƤƴƫř ƾƟ BC  ƖƐƤƿ GEM ƽƺŤƀưƫř ¬M ABd  

GE MN'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

AB DC'  Ʊœ Ŧǀů ABCD ƝźŰƴưƫř ƶŞƃ ƶţŶƗŚƣ ƭźƷ SABCD  (5)

B

N

CD

M

A

S

 N ƾƟ SD  ƖƐƤƿ ABM ƽƺŤƀưƫř ¬M SCd  

SDC ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ AB  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (a)  

MN CD'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (b)  



2021-2022U U L A . C O M 66

. مسرلاب كلذ حضو ؟𝜋 يوتسملل ايزاوم𝑙 ميقتسملا نوكي ىتمس
𝜋 يوتسملا يزاوي ارخآ اميقتسم مسرا

𝑙⃡ ∩ 𝜋 = ∅𝑙⃡ ⊆ 𝜋

𝑆𝐵 فصتنم𝐿,𝑆𝐴 فصتنم𝑀. لكشلا ةعبرم𝐴𝐵𝐶𝐷 هتدعاق مره𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷س
𝑀𝐿: نأ تبثأ ∕∕ 𝐴𝐵𝐶𝐷

لحلا

𝑆𝐵 فصتنم 𝐿 , 𝑆𝐴 𝑀 فصتنم ∵

⟹ 𝑀𝐿 ∕∕ 𝐴𝐵

∵ 𝐴𝐵 ⊆ 𝐴𝐵𝐶𝐷

⟹ 𝑀𝐿 ∕∕ 𝐴𝐵𝐶𝐷 ةيرظن

𝑀. بعكم𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻س ∈ 𝐴𝐵، يوتسملا 𝐺𝐸𝑀عطقي 𝐵𝐶ةطقنلا يف 𝑁
𝐺𝐸: نأ تبثأ ∕∕ 𝑀𝑁

𝑀 ,𝐸 ,𝐺ايوتسم نيعت ةماقتسا ىلع تسيل طقن ثلاث 𝑀𝐸𝐺

① 𝑀𝐸𝐺 ∩ 𝐸𝐹𝐺𝐻 = 𝐸𝐺

② 𝑀𝐸𝐺 ∩ 𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝑀𝑁

③ 𝐸𝐹𝐺𝐻 ∕∕ 𝐴𝐵𝐶𝐷

① ,	② ,	③⟹ 𝐸𝐺 ∕∕ 𝑀𝑁 )4 ةيرظن (

𝐴𝐵 نإ ثيح𝐴𝐵𝐶𝐷 فرحنم ةبش هتدعاق مره𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷س ∕∕ 𝐷𝐶𝑀 ∈ 𝑆𝐶، 
𝑁 يف𝑆𝐷 عطقي𝐴𝐵𝑀 يوتسملا

𝑆𝐷𝐶 يوتسملا يزاوي𝐴𝐵 : نأ تبثأ§

𝐴𝐵 ∕∕ 𝐶𝐷, 𝐶𝐷 ⊆ 𝑆𝐷𝐶 ⟹ 𝐴𝐵 ∕∕ 𝑆𝐷𝐶 ( ةيرظن )

𝑀𝑁 : نأ تبثأ§ ∕∕ 𝐶𝐷

𝐴𝐵 ∕∕ 𝐶𝐷, 𝐴𝐵 ⊆ 𝐴𝐵𝑀𝑁 ⟹ 𝐶𝐷 ∕∕ 𝑆𝐷𝐶

𝑆𝐷𝐶 ∩ 𝐴𝐵𝑀𝑁 = 𝑀𝑁 ⟹ 𝐴𝐵 ∕∕ 𝑀𝑁 ∕∕ 𝐶𝐷( ( ةجيتن
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MKN ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ AD  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (c)  

.ƮſźƫŚŝ Ʀƫŷ ŮƋƹ ®/  ƽƺŤƀưƬƫ ŚÔƿŻřƺƯ l ƮǀƤŤƀưƫř Ʊƺƨƿ ƼŤƯ  (a)  (2)

/  ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ ř Ôźųō Ś ÔưǀƤŤƀƯ ƮſŹř  (b)  

.ƪƨƄƫř ŠƘŝźƯ ABCD ƶţŶƗŚƣ ƭźƷ SABCD  (3)

B

C

S

D

M L

A

=

=
 BS  ƞƈŤƴƯ L ¬ AS  ƞƈŤƴƯ M  

( )ML ABCD'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

.ŜƘƨƯ ABCDEFGH  (4)

B
N

C
D

MA

E

H

F

G

 N ŠƐƤƴƫř ƾƟ BC  ƖƐƤƿ GEM ƽƺŤƀưƫř ¬M ABd  

GE MN'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

AB DC'  Ʊœ Ŧǀů ABCD ƝźŰƴưƫř ƶŞƃ ƶţŶƗŚƣ ƭźƷ SABCD  (5)

B

N

CD

M

A

S

 N ƾƟ SD  ƖƐƤƿ ABM ƽƺŤƀưƫř ¬M SCd  

SDC ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ AB  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (a)  

MN CD'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (b)  
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ÛƱ ĳźưţ
10-2

ŌŚƌƠƫř ƾƟ ŠƿŻřƺŤưƫř šŚƿƺŤƀưƫřƹ šŚưǀƤŤƀưƫř

Parallel Lines and Planes in Space

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

.ŜƘƨƯ ƶŞƃ ABCDKLMN  (1)

B

C

K

N

D

L
M

A  AK CM'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (a)  

.Ŷůřƹ ƺŤƀƯ Ƽƫœ ƾưŤƴţ A, K, M, C ƍŚƤƴƫř Ʊŏ ŢŞŧŏ  (b)  

MKN ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ AD  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (c)  

.ƮſźƫŚŝ Ʀƫŷ ŮƋƹ ®/  ƽƺŤƀưƬƫ ŚÔƿŻřƺƯ l ƮǀƤŤƀưƫř Ʊƺƨƿ ƼŤƯ  (a)  (2)

/  ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ ř Ôźųō Ś ÔưǀƤŤƀƯ ƮſŹř  (b)  

.ƪƨƄƫř ŠƘŝźƯ ABCD ƶţŶƗŚƣ ƭźƷ SABCD  (3)

B

C

S

D

M L

A

=

=
 BS  ƞƈŤƴƯ L ¬ AS  ƞƈŤƴƯ M  

( )ML ABCD'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

.ŜƘƨƯ ABCDEFGH  (4)

B
N

C
D

MA

E

H

F

G

 N ŠƐƤƴƫř ƾƟ BC  ƖƐƤƿ GEM ƽƺŤƀưƫř ¬M ABd  

GE MN'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

AB DC'  Ʊœ Ŧǀů ABCD ƝźŰƴưƫř ƶŞƃ ƶţŶƗŚƣ ƭźƷ SABCD  (5)

B

N

CD

M

A

S

 N ƾƟ SD  ƖƐƤƿ ABM ƽƺŤƀưƫř ¬M SCd  

SDC ƽƺŤƀưƫř ƽŻřƺƿ AB  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (a)  

MN CD'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (b)  

𝜋
𝑙⃡

𝑙⃡
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𝐼 ، ةدعاقلا يثلاث مره𝐴𝐵𝐶𝐷س ∈ 𝐴𝐵
.𝐽 يف𝐵𝐶 عطقي𝐼 ةطقنلاب راملا و𝐴𝐶 ـل يزاوملا ميقتسملا
.𝐾 يف𝐶𝐷 عطقي𝐽 ةطقنلاب راملا و𝐵𝐷 ـل يزاوملا ميقتسملا
.𝐻 يف𝐴𝐷 عطقي𝐾 ةطقنلاب راملا و𝐴𝐶 ـل يزاوملا ميقتسملا

. ابسانم امسر عض
𝐼𝐻: نأ تبثأ ∕∕ 𝐵𝐷

𝐼𝐽 ∕∕ 𝐴𝐶,𝐻𝐾 ∕∕ 𝐴𝐶 ⟹ 𝐼𝐽 ∕∕ 𝐻𝐾( 3 ةيرظن )

𝜋 ديحو يوتسم نانيمي 𝐼𝐽, 𝐻𝐾 ⟸

𝐵𝐷 ∕∕ 𝐽𝐾, 𝐽𝐾 ⊆ 𝜋 ⟹ 𝐵𝐷 ∕∕ 𝜋 ( 1 ةيرظن )

𝐵𝐷 ∕∕ 𝜋 , 𝐵𝐷 ⊆ 𝐴𝐵𝐷 , 𝜋 ∩ 𝐴𝐵𝐷 = 𝐼𝐻

⟹ 𝐵𝐷 ∕∕ 𝐼𝐻( 2 ةيرظن )

𝐴𝐵 ∕∕ 𝜋" , 𝐴𝐵 ⊂ 𝜋! , 𝜋! ∩ 𝜋" = 𝑀𝑁 ⟹ 𝐴𝐵 ∕∕ 𝑀𝑁①

𝐶𝐷 ∕∕ 𝜋!, 𝐶𝐷 ⊂ 𝜋" , 𝜋! ∩ 𝜋" = 𝑀𝑁 ⟹ 𝐶𝐷 ∕∕ 𝑀𝑁②

① ,②⟹ 𝐴𝐵 ∕∕ 𝐶𝐷( 3 ةيرظن )

!𝜋 نكيلس ,𝜋"يف ناعطاقتم نايوتسم 𝑀𝑁ثيح ، 𝐴𝐵 ⊂ 𝜋! ,𝐴𝐵 ∕∕ 𝜋"
𝐶𝐷 و ⊂ 𝜋" ,𝐶𝐷 ∕∕ 𝜋!نأ تبثأ :𝐴𝐵 ∕∕ 𝐶𝐷

) ةيرظن (

علاضأ يزاوتم 𝐴𝐵𝐶𝐷

⟹ 𝐴𝐵 ∕∕ 𝐶𝐷 , 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷①

لحلا

𝐴𝐵𝐶𝐷س ,𝐴𝐵𝐸𝐹يف ناعطاقتي و اعم نييوتسم ريغ علاضأ ايزاوتم 𝐴𝐵
علاضأ يزاوتم𝐶𝐷𝐸𝐹: نأ تبثأ

علاضأ يزاوتم 𝐴𝐵𝐸𝐹

⟹ 𝐴𝐵 ∕∕ 𝐸𝐹, 𝐴𝐵 = 𝐸𝐹②

① ,② ⟹ 𝐸𝐹 ∕∕ 𝐶𝐷 , 𝐸𝐹 = 𝐶𝐷 ⟹
علاضأ يزاوتم 𝐶𝐷𝐸𝐹

𝑀

!

𝐴

𝐷

𝐶

𝐵

𝐽 𝐾

𝐼 𝐻
𝜋

𝐶

𝐷
𝐵

𝐴
𝜋!𝜋"

𝐶

𝐷 𝐸

𝐹

𝐴

𝑁
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!𝜋 لباقملا لكشلا يفس ,𝜋"نايزاوتم نايوتسم ، 𝑀امهنيب ةعقاو ةطقن ، 
𝐴𝐵 ثيح ∩ 𝐶𝐷 = 𝑀
HI : نأ تبثأ

IJ
= H?

JK

52

BAId  ¬şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD  (6)

J ƾƟ CB  ƖƐƤƿ I ŠƐƤƴƫŚŝ ŹŚưƫřƹ AC  É Ùƫ ƽŻřƺưƫř ƮǀƤŤƀưƫř  

K ƾƟ CD  ƖƐƤƿ J ŠƐƤƴƫŚŝ ŹŚưƫřƹ BD  É Ùƫ ƽŻřƺưƫř ƮǀƤŤƀưƫř  

H ƾƟ AD  ƖƐƤƿ K ŠƐƤƴƫŚŝ ŹŚưƫřƹ AC  É Ùƫ ƽŻřƺưƫř ƮǀƤŤƀưƫř  

.ŚÔŞſŚƴƯ Ś ÔưſŹ ƖƋ  (a)  

IH BD'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (b)  

:Ŧǀů MN  ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ �1 ,�2  Ʋƨǀƫ  (7)

,AB AB� �2'1 1  

, ��CD CD '1 2 1ƹ  

AB CD'  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

AB  ƾƟ ƱŚƘƏŚƤŤƿƹ Ś ÔƘƯ ƲǀƿƺŤƀƯ źǀƛ ƕǆƋŏ ŚƿŻřƺŤƯ ABCD ,ABEF  (8)

ƕǆƋŏ ƽŻřƺŤƯ CDFE  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

C A

M

DB

/1

/2

 ¬ŚưƸƴǀŝ ŠƘƣřƹ ŠƐƤƳ M ¬ƱŚƿŻřƺŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ �1 ,�2  ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  (9)

MAB CD+ = " , Ŧǀů  

MB
AM

BD
AC

=  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-5) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

a  b  .ƪƣǃř ƼƬƗ şŶůřƹ ŠƐƤƳ ƾƟ ŚƧźŤƃř řŷœ ƲǀƿŻřƺŤƯ ƱŚƿƺŤƀưƫř Ʊƺƨƿ  (1)

a  b  .ŚưƸƏŚƤƳ ƲƯ ŠƐƤƳ ƽŏ ƾƟ ƱŚƧźŤƄƿ ǅ ŚưƸƳŔƟ ŚÔƿƺŤƀƯ ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ  (2)

a  b  /  ƾƟ ř ÔŶǀůƹ Ś ÔưǀƤŤƀƯ ƽŻřƺƿ l  ƱŔƟ /  ƽƺŤƀƯ l ƮǀƤŤƀƯ ƻŻřƹ řŷœ  (3)

a  b  l m'  ƱŔƟ l ' /  ,m ' /  :ƱŚƧ řŷœ  (4)

ŚưƸƘƏŚƤţ ƱŔƟ ƱŚƘƏŚƤŤƯ ƱŚƿƺŤƀƯ ŚưƸŝ ÚźƯƹ ƱŚưǀƤŤƀƯ ƻŻřƺţ řŷœ  (5)

a  b  .ƲǀưǀƤŤƀưƫř ƲƿŸƷ ƲƯ ĐǆƧ ƽŻřƺƿ ƮǀƤŤƀƯ ƺƷ  

𝜋 يوتسم نانيعي ناعطاقتم 𝐴𝐵, 𝐶𝐷

⟹ 𝐴𝐶 ∕∕ 𝐵𝐷 ( 4 ةيرظن )

𝜋 ∩ 𝜋! = 𝐴𝐶, 𝜋 ∩ 𝜋" = 𝐵𝐷 , 𝜋! ∕∕ 𝜋"

⟹ HI
IJ

= ?I
IK

= H?
JK

⟹ ∆𝐴𝑀𝐶 ∼ ∆𝐵𝑀𝐷

⟹ HI
IJ

= H?
JK
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:ىلعنيرامت

وٍتسم عم ميقتسم دماعت

؟ يوتسملا يلع ايدومع ميقتسملا نوكي ىتمس

 هيف نيعطاقتم نيميقتسم دماعي امدنع

. وتسم يلع ايدومع اميقتسم مسراس

𝑙⃡ ⊥ 𝜋

. بعكم هبش𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻س

𝐴𝐸 عم ةدماعتملا تاميقتسملا مس§

𝐸𝐹 , 𝐸𝐻 , 𝐹𝐺 ,𝐻𝐺 , 𝐴𝐵 , 𝐴𝐷 , 𝐵𝐶 , 𝐶𝐷

𝐴𝐸 عم ةدماعتملا تايوتسملا مس§

𝐸𝐹𝐺𝐻 , 𝐴𝐵𝐶𝐷

𝐶𝐺𝐻 ىوتسملا ىلع يدومع𝐴𝐷 نأ تبثأ§
𝐴𝐷 ⊥ 𝐶𝐷 , 𝐴𝐷 ⊥ 𝐷𝐻 ( ( بعكملا هبش صاوخ

⟹ 𝐴𝐷 ⊥ 𝐶𝐷𝐻𝐺 ( 5 ةيرظن )

𝐴𝐷 ⊥ 𝐶𝐺𝐻

54

ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ

Perpendicular Line with a Plane

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

®ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐ ƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀưƫř Ʊƺƨƿ ƼŤƯ  (a)  (1)

.ƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐ ƿŵƺưƗ Ś ÔưǀƤŤƀƯ ƮſŹř  (b)  

C

G
D

H

B

F

E

A

 .ŜÚƘƨƯ ƶŞƃ ABCDEFGH  (2)

AE  ƖƯ şŶƯŚƘŤưƫř šŚưǀƤŤƀưƫř ÚƮſ  (a)  

 AE  ƖƯ şŶƯŚƘŤưƫř šŚƿƺŤƀưƫř ÚƮſ  (b)  

CGH ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AD  Ʊŏ ŢŞŧŏ  (c)  

.şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD  (3)

C

DB M

A

 AD AB=  ¬CD CB=  

DB  ƞƈŤƴƯ M ŠƐƤƴƫř  

AMCBD = ^ h :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (a)  

D ACB =  :Ʊŏ ŪŤƴŤſř  (b)  

B

C

M

A

O

 (ABC) ƖƯ ŶƯŚƘŤƯ MO   ¬O ƵżƧźƯ ƕǆƋǃř ƢŝŚƐŤƯ ŦƬŨƯ ABC  (4)

CB AM=  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

AD DE= , �DE 1 1, �2  ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AB  ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  (5)
A

F D
E

BC

1/

2/

 AC  ƞƈŤƴƯ F ¬AB  ƞƈŤƴƯ D ŢƳŚƧ řŷŔƟ  

� ' /21  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

ÛƱ ĳźưţ
10-3

𝜋

𝑙⃡
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. ةدعاقلا يثلاث مره𝐴𝐵𝐶𝐷س
𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 ,𝐶𝐷 = 𝐶𝐵ةطقنلا 𝑀فصتنم 𝐷𝐵

𝐵𝐷  : نأ تبثأ§ ⊥ 𝐴𝑀𝐶

نيعلضلا قباطتم ∆
𝐴𝐷𝐵 ⟸ 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵

𝐵𝐷 : نأ جتنتسا§ ⊥ 𝐴𝐶

𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝑀𝐶 , 𝐴𝐶 ⊆ 𝐴𝑀𝐶

①⟵ 𝐴𝑀 ⊥ 𝐵𝐷 ⟸ 𝐵𝐷 𝑀 فصتنم

نيعلضلا قباطتم ∆
𝐵𝐶𝐷 ⟸ 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷

②⟵ 𝐶𝑀 ⊥ 𝐵𝐷 ⟸ 𝐵𝐷 𝑀 فصتنم

① ,②⟹ 𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝑀 ,𝐵𝐷 ⊥ 𝐶𝑀

⟹ 𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝑀𝐶 ( 5 ةيرظن )

⟹ 𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝐶

54

ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ

Perpendicular Line with a Plane

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

®ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐ ƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀưƫř Ʊƺƨƿ ƼŤƯ  (a)  (1)

.ƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐ ƿŵƺưƗ Ś ÔưǀƤŤƀƯ ƮſŹř  (b)  

C

G
D

H

B

F

E

A

 .ŜÚƘƨƯ ƶŞƃ ABCDEFGH  (2)

AE  ƖƯ şŶƯŚƘŤưƫř šŚưǀƤŤƀưƫř ÚƮſ  (a)  

 AE  ƖƯ şŶƯŚƘŤưƫř šŚƿƺŤƀưƫř ÚƮſ  (b)  

CGH ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AD  Ʊŏ ŢŞŧŏ  (c)  

.şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD  (3)

C

DB M

A

 AD AB=  ¬CD CB=  

DB  ƞƈŤƴƯ M ŠƐƤƴƫř  

AMCBD = ^ h :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (a)  

D ACB =  :Ʊŏ ŪŤƴŤſř  (b)  

B

C

M

A

O

 (ABC) ƖƯ ŶƯŚƘŤƯ MO   ¬O ƵżƧźƯ ƕǆƋǃř ƢŝŚƐŤƯ ŦƬŨƯ ABC  (4)

CB AM=  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

AD DE= , �DE 1 1, �2  ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AB  ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  (5)
A

F D
E

BC

1/

2/

 AC  ƞƈŤƴƯ F ¬AB  ƞƈŤƴƯ D ŢƳŚƧ řŷŔƟ  

� ' /21  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

ÛƱ ĳźưţ
10-3
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𝐴𝐵𝐶 عم دماعتم𝑂، 𝑀𝑂 هزكرم علاضلأا قباطتم ثلثم𝐴𝐵𝐶س
𝐶𝐵:نأ تبثا ⊥ 𝐴𝑀

𝑀𝑂 ⊥ 𝐴𝐵𝐶 , 𝐵𝐶 ⊆ 𝐴𝐵𝐶

⟹ 𝑀𝑂 ⊥ 𝐵𝐶 ⟶①

𝐴𝑂 ⊥ 𝐵𝐶 ⟶② ( ( علاضلأا قباطتم ثلثملا صاوخ

③⟵ 𝑂𝐴𝑀 ىوتسم نلاكشي ناعطاقتم 𝑂𝐴,𝑀𝑂

① ,② ,③⟹ 𝐵𝐶 ⊥ 𝑂𝐴𝑀 ( 5 ةيرظن )

∵ 𝐴𝑀 ⊆ 𝑂𝐴𝑀

⟹ 𝐴𝑀 ⊥ 𝐵𝐶

𝐴𝐷 يوتسملا يلع يدومع𝐴𝐵 لباقملا لكشلا يفس ⊥ 𝐷𝐸 ,𝐷𝐸 ⊂ 𝜋! ,𝜋"اذإف 
𝐹 فصتنم𝐷 تناك ,𝐴𝐵فصتنم 𝐴𝐶
!𝜋: نأ تبثأ ∕∕ 𝜋"
لحلا

∵ 𝐴𝐵 ⊥ 𝜋" , 𝐵𝐶 ⊆ 𝜋"

⟹ 𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐶 ⟹ 𝑚 i𝐵 = 90°
𝐴𝐵𝐶∆  ثلثملا يف

𝐴𝐶 𝐹 فصتنم , 𝐴𝐵 فصتنم D ∵

⟹ 𝐹𝐷 ∕∕ 𝐵𝐶

⟹ 𝑚 �𝐷 = 𝑚 i𝐵 = 90°

∵ 𝐴𝐷 ⊥ 𝐹𝐷, 𝐴𝐷 ⊥ 𝐷𝐸 : ( 𝐹𝐷,𝐷𝐸 ناعطاقتم )

⟹ 𝐴𝐷 ⊥ 𝜋! ( 5 ةيرظن )

∵ 𝐴𝐷 ⊥ 𝜋! , 𝜋" ⟹ 𝜋! ∕∕ 𝜋" ( 6 ةيرظن )
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ÖƺŤƀƯ ƖƯ ƮǀƤŤƀƯ ŶƯŚƘţ

Perpendicular Line with a Plane

ŠǀƫŚƤƯ ƲƿŹŚưţ A ŠƗƺưŬưƫř

®ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ŚĐ ƿŵƺưƗ ƮǀƤŤƀưƫř Ʊƺƨƿ ƼŤƯ  (a)  (1)

.ƺŤƀƯ ƼƬƗ ŚĐ ƿŵƺưƗ Ś ÔưǀƤŤƀƯ ƮſŹř  (b)  

C

G
D

H

B

F

E

A

 .ŜÚƘƨƯ ƶŞƃ ABCDEFGH  (2)

AE  ƖƯ şŶƯŚƘŤưƫř šŚưǀƤŤƀưƫř ÚƮſ  (a)  

 AE  ƖƯ şŶƯŚƘŤưƫř šŚƿƺŤƀưƫř ÚƮſ  (b)  

CGH ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AD  Ʊŏ ŢŞŧŏ  (c)  

.şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD  (3)

C

DB M

A

 AD AB=  ¬CD CB=  

DB  ƞƈŤƴƯ M ŠƐƤƴƫř  

AMCBD = ^ h :Ʊŏ ŢŞŧŏ  (a)  

D ACB =  :Ʊŏ ŪŤƴŤſř  (b)  

B

C

M

A

O

 (ABC) ƖƯ ŶƯŚƘŤƯ MO   ¬O ƵżƧźƯ ƕǆƋǃř ƢŝŚƐŤƯ ŦƬŨƯ ABC  (4)

CB AM=  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

AD DE= , �DE 1 1, �2  ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AB  ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  (5)
A

F D
E

BC

1/

2/

 AC  ƞƈŤƴƯ F ¬AB  ƞƈŤƴƯ D ŢƳŚƧ řŷŔƟ  

� ' /21  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

ÛƱ ĳźưţ
10-3
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� ' /21  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

ÛƱ ĳźưţ
10-3
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𝐴𝐵 ثيح ةدعاقلا يثلاث مره𝐴𝐵𝐶𝐷 ، لباقملا لكشلا يفس ⊥ 𝐵𝐶𝐷ناك اذإف :  
𝐴𝐷 = 3𝐴𝑃 , 𝐴𝐶 = 3𝐴𝑁 ,𝐴𝐵 = 3𝐴𝑀

𝑀𝑁𝑃 يلع يدومع𝐴𝐵: نأ تبثا

: ضرفب

𝐴𝑃 = 𝑥 ⟹ 𝐴𝐷 = 3𝑥 ⟹ 𝑃𝐷 = 2𝑥

𝐴𝑁 = 𝑦 ⟹ 𝐴𝐶 = 3𝑦 ⟹ 𝑁𝐶 = 2𝑦

𝐴𝑀 = 𝑧 ⟹ 𝐴𝐵 = 3𝑧 ⟹ 𝑀𝐵 = 2𝑧

∵ 𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐶𝐷 , 𝐵𝐶 ⊆ 𝐵𝐶𝐷 , 𝐵𝐷 ⊆ 𝐵𝐶𝐷 ⟹

𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐶, 𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐷 ⟹ 𝑚 𝐴 i𝐵𝐶 = 𝑚 𝐴 i𝐵𝐷 = 90°

∆ : انيدل
𝐴𝐵𝐶 ∆ : انيدلثلثملا يف

𝐴𝐵𝐶 ثلثملا يف لثملاب
HI
IJ

= HL
L?

= !
"
⟹𝑀𝑁 ∕∕ 𝐵𝐶

⟹ 𝑚 𝐴 �𝑀𝑁 = 𝑚 𝐴 i𝐵𝐶 = 90°

رظانت

⟹ 𝐴𝑀 ⊥ 𝑀𝑁 ⟶①

HI
IJ

= HM
MK
= !

"
⟹𝑀𝑃 ∕∕ 𝑃𝐷

⟹ 𝑚 𝐴 �𝑀𝑃 = 𝑚 𝐴 i𝐵𝐷 = 90°

⟹ 𝐴𝑀 ⊥ 𝑀𝑃 ⟶②

① ,②⟹ 𝐴𝑀 ⊥ 𝑀𝑃𝑁

⟹ 𝐴𝐵 ⊥ 𝑀𝑃𝑁
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:ƱŚƧ řŷŔƟ BCDAB = ^ h Ŧǀů şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  (6)

¬AD AP3=  ¬AC AN3=  ¬AB AM3=  

MNP^ h ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AB  Ʊŏ ŢŞŧŏ  

A

B

M P
N

C

D  

 ,ABC EFG^ ^h h ũŹŚų ŠƐƤƳ S , ABC EFG'^ ^h h ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  (7)

CSC A=  ŦǀŰŝ  

A

B

F

S

E

C G

 , ,Scm cm cmSB C BC10 8 6= = =  :ƱŚƧ řŷŔƟ  

SC FE=  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

D, F ƾƟ ƶƳŚƘƐƤƿƹ /  ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ƱŚƿŵƺưƗ CD  ,EF  Ʋƨǀƫ  (8)
.ƪǀƐŤƀƯ CDFE  Ʊŏ ŢŞŧŏ ./  ƽŻřƺƿ CE  ƱŚƧ řŷŔƟ .ŜǀţźŤƫř ƼƬƗ  

AC  ¬AB  ƲƯ ƪƧƼƬƗ ŚĐ ƿŵƺưƗ DA  :ƱŚƧ ŦǀŰŝ ŦƬŨưƫř ƽƺŤƀƯ ũŹŚų D ŠƐƤƴƫř šŸųŏ ¬ŦƬŨƯ ABC  (9)

ABCMN = ^ h :Ʊŏ ŢŞŧŏ ¬DB  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ŢƳŚƧ řŷŔƟ  

B

C

E

D

A
 A ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ ŦƬŨƯ ABC ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ (10)

ED CA'  ƮſŹƹ ¬ABC ŦƬŨưƫř ƽƺŤƀƯ ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AD  ƮſŹ  

ED AB=  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

¬AB  ƥźŤƄƯ ƖƬƋ ŚưƸƫ ¬Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ Śƀǀƫ ƱŚƘŝźƯ ABLM ¬ABCD (11)

LM LBC= ^ h :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

C D

L

B

M

A  

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-7) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

¬ŜÚƘƨƯ ABCDEHGF Ŧǀů ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƼƬƗ ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ŠƬŘſŏ

F G

HI

BMA

D
C

E  .EH  ƞƈŤƴƯ I ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ŠƐƤƴƫř

 (1) ( )EFGHMI =    a  b

 (2) ( )BCGHMD =    a  b
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𝑆 ، لباقملا لكشلا يفس , 𝐴𝐵𝐶 ∕∕ 𝐸𝐹𝐺جراخ ةطقن 𝐴𝐵𝐶 , 𝐸𝐹𝐺
𝑆𝐶 ثيحب ⊥ 𝐴𝐶ناك اذإف : 𝑆𝐵 = 10𝐶𝑀 , 𝑆𝐶 = 8𝐶𝑀 , 𝐵𝐶 = 6𝐶𝑀
𝑆𝐶: نأ تبثا ⊥ 𝐹𝐸

: 𝑆𝐵𝐶∆ ثلثملا يف

𝐵𝑆 " = 10" = 100

𝑆𝐶 " + 𝐵𝑆 " = 8" + 6" = 100

c𝐶 يف مئاق 𝑆𝐵𝐶∆⟸

𝑆𝐶 ⊥ 𝐶𝐴 , 𝑆𝐶 ⊥ 𝐶𝐵 ⟹

𝑆𝐶 ⊥ 𝐶𝐴𝐵 ( 5 ةيرظن )

∵ 𝐸𝐹𝐺 ∕∕ 𝐶𝐴𝐵

⟹ 𝑆𝐶 ⊥ 𝐸𝐹𝐺 ( 7 ةيرظن )

𝐹𝐸 ⊆ 𝐸𝐹𝐺

⟹ 𝑆𝐶 ⊥ 𝐹𝐸

,𝐶𝐷 نكيلس 𝐸𝐹يوتسملا ىلع نايدومع πيف هناعطقي و 𝐷 ,𝐹بيترتلا ىلع     
. ليطتسم𝐶𝐷𝐹𝐸: نأ تبثا.π يزاوي𝐶𝐸: ناك اذإف

𝐶𝐷 ⊥ 𝜋, 𝐸𝐹 ⊥ 𝜋 ⟹ 𝐶𝐷 ∕∕ 𝐸𝐹 ⟶① ( ( ةيرظن

𝐶𝐷𝐹𝐸 يوتسم نانيعي 𝐶𝐷 , 𝐸𝐹 ⟸

𝐶𝐸 ∕∕ 𝜋! 𝐶𝐸 ⊆ 𝐶𝐷𝐹𝐸 , 𝜋 ∩ 𝐶𝐷𝐹𝐸 = 𝐷𝐹

⟹ 𝐶𝐸 ∕∕ 𝐷𝐹 ⟶② ( 2 ةيرظن )

علاضأ يزاوتم 𝐶𝐷𝐹𝐸 دجن ② ,① نم

∵ 𝐶𝐷 ⊥ 𝜋! , 𝐷𝐹 ⊆ 𝜋 ⟹ 𝐶𝐷 ⊥ 𝐷𝐹

ليطتسم وهف ةمئاق ةيواز هيف علاضأ يزاوتم 𝐶𝐷𝐹𝐸 ⟸
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E
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A
 A ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ ŦƬŨƯ ABC ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ (10)

ED CA'  ƮſŹƹ ¬ABC ŦƬŨưƫř ƽƺŤƀƯ ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AD  ƮſŹ  
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¬AB  ƥźŤƄƯ ƖƬƋ ŚưƸƫ ¬Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ Śƀǀƫ ƱŚƘŝźƯ ABLM ¬ABCD (11)

LM LBC= ^ h :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

C D

L

B

M

A  

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-7) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

¬ŜÚƘƨƯ ABCDEHGF Ŧǀů ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƼƬƗ ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ŠƬŘſŏ

F G

HI

BMA

D
C

E  .EH  ƞƈŤƴƯ I ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ŠƐƤƴƫř

 (1) ( )EFGHMI =    a  b
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 ىلع ايدومع𝐷𝐴: ناك ثيحب ثلثملا يوتسم جراخ𝐷 ةطقنلا تذخأ ، ثلثم𝐴𝐵𝐶س
𝐴𝐶 نم لك ,𝐴𝐵تناك اذإف 𝑀فصتنم 𝑁 ,𝐴𝐵فصتنم 𝐷𝐵
𝑀𝑁: نأ تبثأ ⊥ 𝐴𝐵𝐶

𝐷𝐴 ⊥ 𝐴𝐵,𝐷𝐴 ⊥ 𝐴𝐶 ⟹ 𝐷𝐴 ⊥ 𝐴𝐵𝐶 ① ( 5 ةيرظن )

𝑀𝑁 ∕∕ 𝐴𝐷 ⟸②�
𝐴𝐵 فصتنم 𝑀
𝐷𝐵 فصتنم 𝑁

①,②⟹𝑀𝑁 ⊥ 𝐴𝐵𝐶 ( 9 ةيرظن )

 يلع يدومع𝐴𝐷 مسر𝐴 يف ةيوازلا مئاق ثلثم𝐴𝐵𝐶 ، لباقملا لكشلا يفس
𝐸𝐷 مسر و ،𝐴𝐵𝐶 ثلثملا ىوتسم ∕∕ 𝐶𝐴
𝐸𝐷: نأ تبثأ ⊥ 𝐴𝐵

𝐴𝐷 ⊥ 𝐴𝐵𝐶 , 𝐶𝐴 ⊆ 𝐴𝐵𝐶 ⟹ 𝐶𝐴 ⊥ 𝐴𝐷 ⟶①

𝐴 𝐴𝐵𝐶 يف ةيوازلا مئاق ثلثم ⟹ 𝐶𝐴 ⊥ 𝐴𝐵 ⟶②

𝐴𝐵𝐶 يوتسم نانيعي ناعطاقتم 𝐴𝐵 , 𝐴𝐷 ⟶③

① ,② ,③ ⟹ 𝐶𝐴 ⊥ 𝐴𝐵𝐷 ( 5 ةيرظن )

∵ 𝐸𝐷 ∕∕ 𝐶𝐴 ⟹ 𝐸𝐷 ⊥ 𝐴𝐵𝐷 ( 9 ةيرظن )

∵ 𝐴𝐵 ⊆ 𝐴𝐵𝐷 ⟹ 𝐸𝐷 ⊥ 𝐴𝐵

𝐴𝐵𝐿𝑀س ,𝐴𝐵𝐶𝐷كرتشم علض امهل ، دحاو وتسم يف اسيل ناعبرم 𝐴̅
𝐿𝑀: نأ تبثأ ⊥ 𝐿𝐵𝐶

𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐶 , 𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐿 ( ( عبرملا صاوخ

𝐿𝐵𝐶 يوتسم نانيمي ناعطاقتم 𝐵𝐶 , 𝐵𝐿

⟹ 𝐴𝐵 ⊥ 𝐿𝐵𝐷 ( 5 ةيرظن )

∵ 𝐿𝑀 ∕∕ 𝐴𝐵, 𝐴𝐵 ⊥ 𝐿𝐵𝐶 ⟹ 𝐿𝑀 ⊥ 𝐿𝐵𝐶 ( 9 ةيرظن )
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:ƱŚƧ řŷŔƟ BCDAB = ^ h Ŧǀů şŶƗŚƤƫř ƾŧǆŧ ƭźƷ ABCD ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  (6)

¬AD AP3=  ¬AC AN3=  ¬AB AM3=  

MNP^ h ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AB  Ʊŏ ŢŞŧŏ  

A

B

M P
N

C

D  

 ,ABC EFG^ ^h h ũŹŚų ŠƐƤƳ S , ABC EFG'^ ^h h ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ  (7)

CSC A=  ŦǀŰŝ  

A

B

F

S

E

C G

 , ,Scm cm cmSB C BC10 8 6= = =  :ƱŚƧ řŷŔƟ  

SC FE=  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

D, F ƾƟ ƶƳŚƘƐƤƿƹ /  ƽƺŤƀưƫř ƼƬƗ ƱŚƿŵƺưƗ CD  ,EF  Ʋƨǀƫ  (8)
.ƪǀƐŤƀƯ CDFE  Ʊŏ ŢŞŧŏ ./  ƽŻřƺƿ CE  ƱŚƧ řŷŔƟ .ŜǀţźŤƫř ƼƬƗ  

AC  ¬AB  ƲƯ ƪƧƼƬƗ ŚĐ ƿŵƺưƗ DA  :ƱŚƧ ŦǀŰŝ ŦƬŨưƫř ƽƺŤƀƯ ũŹŚų D ŠƐƤƴƫř šŸųŏ ¬ŦƬŨƯ ABC  (9)

ABCMN = ^ h :Ʊŏ ŢŞŧŏ ¬DB  ƞƈŤƴƯ N ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ŢƳŚƧ řŷŔƟ  

B

C

E

D

A
 A ƾƟ Šƿƹřżƫř ƮŗŚƣ ŦƬŨƯ ABC ¬ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƾƟ (10)

ED CA'  ƮſŹƹ ¬ABC ŦƬŨưƫř ƽƺŤƀƯ ƼƬƗ ƽŵƺưƗ AD  ƮſŹ  

ED AB=  :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

¬AB  ƥźŤƄƯ ƖƬƋ ŚưƸƫ ¬Ŷůřƹ ƺŤƀƯ ƾƟ Śƀǀƫ ƱŚƘŝźƯ ABLM ¬ABCD (11)

LM LBC= ^ h :Ʊŏ ŢŞŧŏ  

C D

L

B

M

A  

ŠǀƗƺƋƺƯ ƲƿŹŚưţ B ŠƗƺưŬưƫř

.ŠŘƏŚų şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ b  ƹ ŠŰǀŰƇ şŹŚŞƘƫř ŢƳŚƧ řŷœ a  ƪÚƬƓ ¬(1-7) ƲƿŹŚưŤƫř ƾƟ

¬ŜÚƘƨƯ ABCDEHGF Ŧǀů ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř ƼƬƗ ¬(1-2) ƲǀƴƿźưŤƫř ŠƬŘſŏ

F G

HI

BMA

D
C

E  .EH  ƞƈŤƴƯ I ¬AB  ƞƈŤƴƯ M ŠƐƤƴƫř

 (1) ( )EFGHMI =    a  b

 (2) ( )BCGHMD =    a  b
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