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كتساردب قوفتت نولش
 نم ةدافتسلاا لمشت ةساردلل ةلماكتملا لاع ةقيرط

تارابتخلاا و تاهويديفلا و ةركذملا

ىوقأ ةركذملا يلخت لاع
 دمتعت لا ؟تاجردلا ىلعأ يبت

 سردا– اهحورب ةركذملا ىلع
تارابتخلاا و تاهويديفلا نم حص

كبردت ةيكذ تارابتخاكل حرشت تاهويديف

ةداملاب كرتشا
ردقت ام رثك ديفتست ناشع ككارتشا ليعفت ىلع صرحا

لاع تاقاب عم قوفتلا ملاع فشتكا
يلايخ رعسب دحاو كارتشاب كتلحرم داوم عيمج سردا

 سردت تنا و تاهويديفلا عبات
سردلا طبضت ناشع ةركذملا

 لوأ ةينورتكللاا تارابتخلاا لح
كاوتسم عفرت ناشع لوأب



ذــــــــقـــــــــــنـــــــــــمــــــــلا
ةيصاخ عم ىوقأ و ىوقأ نيحلا تراص ةركذم ىوقأ

ةيروفلا ةدعاسمللذقنملا

؟ ذقنملا ونش
كنوفلت اريماكب دوكرابلا حسما

ذقنملا مادختسا ةقيرط ىلع فرعتو

؟ةيصاخلاه ةدياف ونش
.كذقنيب ذقنملا ، ةداملاب ةدعاسم جاتحت ام لوأ

 حتاف تنك اذإ هيلع طغضا وأ نوفلتلا اريماكب دوكرابلا حسما
.حرشلا ويديف كل علطي و كزاهج نم ةركذملا



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

4

ددحملاريغلماكتلا

لماكتلا

ضيوعتلابلماكتلا

ةيثلثملالاودلالماكت

ةيمتيراغوللاوةيسلأالاودلا

01
5

12

17

23

ىوتحملا ةمئاق

يوتسملايفتاحسملا

لماكتلا تاقيبطت

ةينارودلاماسجلأاموجح

ةلادىنحنمةلداعم

02
68

80

86

تايضايرلا

ةيطورخملاعوطقلا

ةيطورخملا عوطقلا

صقانلاعطقلا

دئازلاعطقلا

03
91

103

114

ءيزجتلابلماكتلا 28

ةيئزجلاروسكلامادختسابلماكتلا 40

ددحملالماكتلا 52

ئفاكملاعطقلا 92
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لماكتلا

ددحملاريغلماكتلا

ةيسكعلا ةقتشملا

.𝐼اهلاجمىلعةفرعملا𝑓ةلادللةيسكعةقتشم𝐹ةلادلاىمست

𝒙∀ناكاذإ ∈ 𝑰𝑭’(𝒙) = 𝒇(𝒙)

𝐹:نأتبثأس 𝑥 = 5 − !
"
𝑥"ةلادللةيسكعةقتشميه𝑓 𝑥 = −𝑥#

.اهلىرخأةيسكعةقتشمبتكامث

𝐹:نأتبثأس 𝑥 = $!%!
$"

𝑓ةلادللةيسكعةقتشميه 𝑥 = 1 − #
$!

ةماهتاظحلام

ةيّسكعلاتاقّتشملالكةعومجموه𝑥ىلإةبسنلاب𝑓ةلادللددحملاريغلماكتلا
𝐹,ةروصلاىلعبتكيو:

2𝒇 𝒙 𝒅𝒙

5

𝐹 𝑥 = 5 −
1
3
𝑥"

𝐹& 𝑥 = 0 −
1
3
3𝑥#

= −𝑥# = 𝑓 𝑥

𝐹 𝑥 𝑓 ةلادلل ةيسكع ةقتشم يه∴ 𝑥 = −𝑥#

𝐹 ىرخأ ةيسكع ةقتشم 𝑥 = − !
"
𝑥"

𝐹 𝑥 =
𝑥" + 1
𝑥#

=
𝑥"

𝑥#
+
1
𝑥#

= 𝑥 + 𝑥'#

𝐹& 𝑥 = 1 + −2 𝑥'"

= 1 −
2
𝑥"

= 𝑓 𝑥
𝐹 𝑥 𝑓 ةلادلل ةيسكع ةقتشم يه∴ 𝑥
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ددحملاريغلماكتلادعاوق

ىوقلا ةدعاق

2𝒙𝒏 𝒅𝒙 =
𝒙𝒏%𝟏

𝒏 + 𝟏
+ 𝑪 , 𝒏 ∈ 𝑸 − −𝟏

∫𝒌𝒅𝒙 = 𝒌𝒙 + 𝑪 𝒌  تباث ددع

ددحملاريغلماكتلاصاوخ

حرطلا و عمجلا ةيصاخ

2 𝒇 𝒙 ± 𝒈 𝒙 𝐝𝒙 = 2𝒇 𝒙 𝐝𝒙 ± 2𝒈 𝒙 𝐝𝒙

2𝒌𝒇 𝒙 𝐝𝒙 = 𝒌2𝒇 𝒙 𝐝𝒙 , 𝒌 ≠ 𝟎

تباث ددعب برضلا ةيصاخ

Q ∫5𝑑𝑥

Q ∫15𝑑𝑥

Q ∫5𝑥* 𝑑𝑥

Q ∫4𝑥" 𝑑𝑥

6

= 5𝑥 + 𝐶

= 15𝑥 + 𝐶

= 4 ⋅
𝑥*

4
+ 𝐶 = 𝑥* + 𝐶

= 5 ⋅
𝑥+

5
+ 𝐶 = 𝑥+ + 𝐶
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Q ∫ 3𝑥# − 4𝑥 − 1 𝑑𝑥

Q 2 !
$"
𝑑𝑥

Q 2 $"'*$%"
$'!

𝑑𝑥

Q ∫ 𝑥# − 2𝑥 + 5 𝑑𝑥

Q 2 $"'#
$"

#
𝑑𝑥

7

= 3 ⋅
𝑥"

3
− 4 ⋅

𝑥#

2
− 1𝑥 + 𝐶

= 𝑥" − 2𝑥# − 𝑥 + 𝑐

=
𝑥"

3
− 2 ⋅

𝑥#

2
+ 5𝑥 + 𝐶

=
𝑥"

3
− 𝑥# + 5𝑥 + 𝐶

= 2𝑥'# 𝑑𝑥 =
𝑥'!

−1
+ 𝐶

= −𝑥'! + 𝐶

= −
1
𝑥
+ 𝐶

= 2
𝑥 − 1 𝑥 − 3

𝑥 − 1
𝑑𝑥

= 2 𝑥 − 3 𝑑𝑥

=
𝑥#

2
− 3𝑥 + 𝐶

= 2
𝑥* − 4𝑥# + 4

𝑥*
𝑑𝑥

= 2
𝑥*

𝑥*
−
4𝑥#

𝑥*
+
4
𝑥*

𝑑𝑥

= 2 1 − 4𝑥'# + 4𝑥'* 𝑑𝑥

= 𝑥 − 4 ⋅
𝑥'!

−1
+ 4 ⋅

𝑥'"

−3
+ 𝐶

= 𝑥 + 4𝑥'! −
4
3
𝑥'" + 𝐶

= 𝑥 +
4
𝑥
−

4
3𝑥"

+ 𝐶
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Q ∫ 2𝑥 − 3)(𝑥 + 4 𝑑𝑥

Q 2 "$"'$
$

#
𝑑𝑥

Q 2 $"%+$%*
$%!

𝑑𝑥

8

= 2 2𝑥# + 8𝑥 − 3𝑥 − 12 𝑑𝑥

= 2 2𝑥# + 5𝑥 − 12 𝑑𝑥

= 2 ⋅
𝑥"

3
+ 5 ⋅

𝑥#

2
− 12𝑥 + 𝐶

=
2
3
𝑥" +

5
2
𝑥# − 12𝑥 + 𝐶

= 2
𝑥 + 1 𝑥 + 4

𝑥 + 1
𝑑𝑥

= 2 𝑥 + 4 𝑑𝑥

=
𝑥#

2
+ 4𝑥 + 𝐶

= 2
9𝑥* − 6𝑥" + 𝑥#

𝑥#
𝑑𝑥

= 2
9𝑥*

𝑥#
−
6𝑥"

𝑥#
+
𝑥#

𝑥#
𝑑𝑥

= 2 9𝑥# − 6𝑥 + 1 𝑑𝑥

= 9 ⋅
𝑥"

3
− 6 ⋅

𝑥#

2
+ 1𝑥 + 𝐶

= 3𝑥" − 3𝑥# + 𝑥 + 𝐶
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Q ∫ 𝑥 𝑑𝑥

Q M # 𝑥# 𝑑𝑥

Q ∫𝑥 𝑥 𝑑𝑥

Q 2 !
$
𝑑𝑥

9

= 2𝑥
!
#𝑑𝑥

=
𝑥
"
#

3
2
+ 𝐶

=
2
3
𝑥
"
# + 𝐶

=
2
3

𝑥" + 𝐶

= 2𝑥! ⋅ 𝑥
!
#𝑑𝑥

= 2𝑥
"
#𝑑𝑥

=
2
5
𝑥
+
# + 𝐶

=
2
5

𝑥+ + 𝐶

= 2
1

𝑥
!
#
𝑑𝑥

= 2𝑥'
!
#𝑑𝑥

= 2𝑥
!
# + 𝐶

= 2 𝑥 + 𝐶

= 2𝑥
#
+ 𝑑𝑥

=
5
7
𝑥
,
+ + 𝐶

=
5
7

# 𝑥, + 𝐶



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

Q 2 $"'"$
! $

𝑑𝑥

Q 2 $%!
! $%!

𝑑𝑥

10

= 2
𝑥# − 3𝑥

𝑥
!
"

𝑑𝑥

= 2
𝑥#

𝑥
!
"
−
3𝑥

𝑥
!
"
𝑑𝑥

= 2 𝑥
+
" − 3𝑥

#
" 𝑑𝑥

=
3
8
⋅ 𝑥

-
" − 3 ⋅

3
5
𝑥
+
" + 𝐶

=
3
8

! 𝑥- −
9
5

! 𝑥+ + 𝐶

= 2
! 𝑥 + 1 ! 𝑥# − ! 𝑥 + 1

! 𝑥 + 1
𝑑𝑥

= 2 ! 𝑥# − ! 𝑥 + 1 𝑑𝑥

= 2 𝑥
#
" − 𝑥

!
" + 1 𝑑𝑥

=
3
5
𝑥
+
" −

3
4
𝑥
*
" + 𝑥 + 𝐶

=
3
5

! 𝑥+ −
3
4

! 𝑥* + 𝑥 + 𝐶



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

11

𝐹 :ناك اذإس 𝑥 = ∫ 2𝑥 + 5 d𝑥, 𝐹(−1) = 𝐹(𝑥)دجوأف0

𝐹 :ناك اذإس 𝑥 = ∫ 2𝑥 − 3 d𝑥, 𝐹(3) = 𝐹(𝑥)دجوأف2

𝐹 𝑥 = 2 ⋅
𝑥#

2
+ 5𝑥 + 𝐶

𝐹 𝑥 = 𝑥# + 5𝑥 + 𝐶
𝐹 −1 = 0 → −1 # + 5 −1 + 𝐶 = 0

−4 + 𝐶 = 0
𝐶 = 4

𝐹 𝑥 = 𝑥# + 5𝑥 + 4

𝐹 𝑥 = 2 ⋅
𝑥#

2
− 3𝑥 + 𝐶

𝐹 𝑥 = 𝑥# − 3𝑥 + 𝐶
𝐹 3 = 2 → 3# − 3 3 + 𝐶 = 2

𝐶 = 2
𝐹 𝑥 = 𝑥# − 3𝑥 + 2

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت
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لماكتلا

ضيوعتلابلماكتلا

Q ∫ 𝑥" + 4𝑥# + 𝑥 , 3𝑥# + 8𝑥 + 1 𝑑𝑥

Q ∫ 𝑥# + 2𝑥 + 5 "(2𝑥 + 2) 𝑑𝑥

12

= 2𝑢,𝑑𝑢 =
𝑢-

8
+ 𝑐

=
𝑥" + 4𝑥# + 𝑥 -

8
+ 𝐶

= 2𝑢"𝑑𝑢 =
𝑢*

4
+ 𝐶

=
𝑥# + 2𝑥 + 5 *

4
+ 𝐶

𝑢 = 𝑥# + 2𝑥 + 5
𝑑𝑢 = 2𝑥 + 2 𝑑𝑥

𝑢 = 𝑥" + 4𝑥# + 𝑥
𝑑𝑢 = 3𝑥# + 8𝑥 + 1 𝑑𝑥

Q M ! 𝑥# − 5𝑥 + 2 2𝑥 − 5 𝑑𝑥

Q R
$
%%*

#

$"
𝑑𝑥

= 2! 𝑢𝑑𝑢 = 2𝑢
!
"𝑑𝑢

=
3
4
𝑢
*
" + 𝑐

=
3
4
𝑥# − 5𝑥 + 2

*
" + 𝐶

=
3
4

! 𝑥# − 5𝑥 + 2 * + 𝐶

= −2𝑢+𝑑𝑢

= −
𝑢.

6
+ 𝑐

= −
1
𝑥 + 4

.

6
+ 𝐶

𝑢 =
1
𝑥
+ 4

𝑑𝑢 =
−1
𝑥#

𝑑𝑥

−𝑑𝑢 =
1
𝑥#
𝑑𝑥

𝑢 = 𝑥# − 5𝑥 + 2
𝑑𝑢 = 2𝑥 − 5 𝑑𝑥
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Q M # 3𝑥 + 7𝑑𝑥

Q M 4𝑥 − 5𝑑𝑥

13

= 2 # 𝑢 ⋅
𝑑𝑢
3

=
1
3
2𝑢

!
+𝑑𝑢

=
1
3
⋅
5
6
𝑢
.
+ + 𝑐

=
5
18

3𝑥 + 7
.
+ + 𝐶

=
5
18

# 3𝑥 + 7 . + 𝐶

= 2 𝑢 ⋅
𝑑𝑢
4

=
1
4
2𝑢

!
#𝑑𝑢

=
1
4
⋅
2
3
𝑢
"
# + 𝑐

=
1
6
4𝑥 − 5

"
# + 𝐶

=
1
6

4𝑥 − 5 " + 𝐶

𝑢 = 4𝑥 − 5
𝑑𝑢 = 4 𝑑𝑥
𝑑𝑢
4
= 𝑑𝑥

𝑢 = 3𝑥 + 7
𝑑𝑢 = 3 𝑑𝑥
𝑑𝑢
3
= 𝑑𝑥
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Q 2 " ! $ '+
! $"

𝑑𝑥

Q 2 +

$ $%#
! 𝑑𝑥

14

= 32 𝑥
!
" − 5 𝑥

'#
" 𝑑𝑥

= 32𝑢 ⋅ 3𝑑𝑢

= 92𝑢𝑑𝑢

= 9
𝑢#

2
+ 𝑐

=
9
2
𝑥
!
" − 5

#
+ 𝐶

=
9
2

! 𝑥 − 5 # + 𝐶

= 2
5
𝑢"
⋅ 2𝑑𝑢

= 102𝑢'"𝑑𝑢

= 10 ⋅
𝑢'#

−2
+ 𝐶

= −5 𝑥 + 2 '# + 𝐶

=
−5
𝑥 + 2 # + 𝐶

𝑢 = 𝑥 + 2

𝑑𝑢 =
1
2 𝑥

𝑑𝑥

2𝑑𝑢 =
1
𝑥
𝑑𝑥

𝑢 = 𝑥
!
" − 5

𝑑𝑢 =
1
3
𝑥
'#
" 𝑑𝑥

3𝑑𝑢 = 𝑥'
#
"𝑑𝑥
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Q ∫𝑥 2𝑥'1 " 𝑑𝑥

Q ∫𝑥(𝑥 + 1)+𝑑𝑥

15

= 2
𝑢 + 1
2

𝑢"
𝑑𝑢
2

=
1
4
2 𝑢* + 𝑢" 𝑑𝑢

=
1
4
𝑢+

5
+
𝑢*

4
+ 𝑐

=
1
4

2𝑥 − 1 +

5
+

2𝑥 − 1 *

4
+ 𝑐

=
2𝑥 − 1 +

20
+

2𝑥 − 1 *

16
+ 𝐶

= 2 𝑢 − 1 𝑢+𝑑𝑢

= 2 𝑢. − 𝑢+ 𝑑𝑢

=
𝑢,

7
−
𝑢.

6
+ 𝑐

=
𝑥 + 1 ,

7
−

𝑥 + 1 .

6
+ 𝐶

𝑢 = 𝑥 + 1
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥
𝑢 − 1 = 𝑥

𝑢 = 2𝑥 − 1
𝑑𝑢 = 2𝑑𝑥
𝑑𝑢
2
= 𝑑𝑥

𝑢 + 1 = 2𝑥
𝑢 + 1
2

= 𝑥
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Q M𝑥+ 4 − 𝑥# 𝑑𝑥

Q M𝑥+ 3 + 𝑥# 𝑑𝑥

16

= 2𝑥* 4 − 𝑥# 𝑥 𝑑𝑥

= 2 16 − 8𝑢 + 𝑢# 𝑢 ⋅
𝑑𝑢
−2

=
−1
2
2 16𝑢

!
# − 8𝑢

"
# + 𝑢

+
# 𝑑𝑢

=
−1
2

16 ⋅
2
3
𝑢
"
# − 8 ⋅

2
5
𝑢
+
# +⋅

2
7
𝑢
,
# + 𝐶

=
−16
3

4 − 𝑥#
"
# +

8
5
4 − 𝑥#

+
# −

1
7
4 − 𝑥#

,
# + 𝐶

𝑢 = 4 − 𝑥#
𝑑𝑢 = −2𝑥 𝑑𝑥
𝑑𝑢
−2

= 𝑥𝑑𝑥
𝑥# = 4 − 𝑢
𝑥* = 4 − 𝑢 #

= 16 − 8𝑢 + 𝑢#

= 2𝑥* 3 + 𝑥# 𝑥 𝑑𝑥

= 2 𝑢# − 6𝑢 + 9 𝑢 ⋅
𝑑𝑢
2

=
1
2
2 𝑢

+
# − 6𝑢

"
# + 9𝑢

!
# 𝑑𝑢

=
1
2
2
7
𝑢
,
# − 6 ⋅

2
5
𝑢
+
# + 9 ⋅

2
3
𝑢
"
# + 𝐶

1
7
3 + 𝑥#

,
# −

6
5
3 + 𝑥#

+
# + 3 3 + 𝑥#

"
# + 𝐶

𝑢 = 3 + 𝑥#
𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥
𝑑𝑢
2
= 𝑥𝑑𝑥

𝑢 − 3 = 𝑥#
𝑥* = 𝑢 − 3 #

= 𝑢# − 6𝑢 + 9

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

ىغلم
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لماكتلا

ةيثلثملالاودلالماكت

2sin:ةيثلثملالاودلاقاقتشا:ركذت 𝑥 d𝑥 = −cos 𝑥 + 𝐶

2sin 𝑘𝑥 d𝑥 = −
cos 𝑘𝑥
𝑘

+ 𝐶

2cos 𝑥 d𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶

2cos 𝑘𝑥 d𝑥 =
sin 𝑘𝑥
𝑘

+ 𝐶

2sec# 𝑥 d𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶

2csc# 𝑥 d𝑥 = −cot 𝑥 + 𝐶

2𝑠𝑒𝑐 𝑥 tan 𝑥 d𝑥 = sec 𝑥 + 𝐶

2𝑐𝑠𝑐 𝑥 cot 𝑥 d𝑥 = −csc 𝑥 + 𝐶

𝑠𝑖𝑛 𝑥 & = cos 𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝑥 & = −sin 𝑥

𝑡𝑎𝑛 𝑥 & = sec# 𝑥
𝑐𝑜𝑡 𝑥 & = −csc# 𝑥

𝑠𝑒𝑐 𝑥 & = sec 𝑥 tan 𝑥
𝑐𝑠𝑐 𝑥 & = −csc 𝑥 cot 𝑥

Q ∫ sin 𝑥 + 𝑠𝑒𝑐# 𝑥 d𝑥

Q ∫ cos 𝑥 + csc# 𝑥 d𝑥

17

= −𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐶

= 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑡 𝑥 + 𝐶

Q ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥(𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑠𝑒𝑐𝑥) 𝑑𝑥

Q 2 /$
012" $

Q 2 /$
345" $

Q ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑥(𝑐𝑜𝑡𝑥 + csc 𝑥) 𝑑𝑥 = 2 𝑐𝑠𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 + 𝑐𝑠𝑐# 𝑥 𝑑𝑥

= −𝑐𝑠𝑐 𝑥 − 𝑐𝑜𝑡 𝑥 + 𝐶

= 2 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝑠𝑒𝑐# 𝑥 𝑑𝑥

= 𝑠𝑒𝑐 𝑥 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐶

= 2𝑠𝑒𝑐# 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐶

= 2𝑐𝑠𝑐# 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑡 𝑥 + 𝐶
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Q ∫ sin 5𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ 𝑥# + cos 2𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ cos 4𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ 2𝑥 − sin 3𝑥 𝑑𝑥

18

=
𝑠𝑖𝑛 4𝑥
4

+ 𝐶

=
−𝑐𝑜𝑠 5𝑥

5
+ 𝐶

=
2𝑥#

2
−
−𝑐𝑜𝑠 3𝑥

3
+ 𝐶

= 𝑥# +
𝑐𝑜𝑠 3𝑥
3

+ 𝐶

=
𝑥"

3
+
𝑠𝑖𝑛 2𝑥
2

+ 𝐶

Q ∫𝑥 sec# 𝑥# + 2 𝑑𝑥

Q ∫𝑥 𝑐𝑠𝑐# 𝑥# − 1 𝑑𝑥

= 2𝑐𝑠𝑐# 𝑢 ⋅
𝑑𝑢
2

=
−1
2
𝑐𝑜𝑡 𝑢 + 𝐶

=
−1
2
𝑐𝑜𝑡 𝑥# − 1 + 𝐶

𝑢 = 𝑥# − 1
𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥
𝑑𝑢
2
= 𝑥 𝑑𝑥

= 2𝑠𝑒𝑐# 𝑢
𝑑𝑢
2

=
1
2
𝑡𝑎𝑛 𝑢 + 𝐶

=
1
2
𝑡𝑎𝑛 𝑥# + 2 + 𝐶

𝑢 = 𝑥# + 2
𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥
𝑑𝑢
2
= 𝑥 𝑑𝑥

ىغلم
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Q ∫ cos* 𝑡 ⋅ sin 𝑡 𝑑𝑡

Q ∫ sin" 𝑥 ⋅ cos 𝑥 𝑑𝑥

19

= −2𝑢*𝑑𝑢

= −
𝑢+

5
+ 𝐶

= −
𝑐𝑜𝑠 𝑡 +

5
+ 𝐶

𝑢 = 𝑐𝑜𝑠 𝑡
𝑑𝑢 = −𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑑𝑡
−𝑑𝑢 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑑𝑡

= 2𝑢"𝑑𝑢

=
𝑢*

4
+ 𝐶

=
𝑠𝑖𝑛 𝑥 *

4
+ 𝐶

𝑢 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥
𝑑𝑢 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ 𝑠𝑖𝑛+ 𝑥 + 1 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 1 𝑑𝑥

= 2𝑢+𝑑𝑢

=
𝑢.

6
+ 𝐶

=
𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 1 .

6
+ 𝐶

𝑢 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 1
𝑑𝑢 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 1 𝑑𝑥

Q ∫ cos" 2𝑥 − 3 ⋅ sin 2𝑥 − 3 𝑑𝑥

𝑢 = 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 − 3
𝑑𝑢 = −2 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 − 3 𝑑𝑥
𝑑𝑢
−2

= 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 − 3 𝑑𝑥

∴ 2𝑐𝑜𝑠" 2𝑥 − 3 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 − 3 𝑑𝑥

= 2𝑢"
𝑑𝑢
−2

=
−1
2
⋅
𝑢*

4
+ 𝑐

=
−1
8

𝑐𝑜𝑠 2𝑥 − 3 * + 𝑐

ىغلم
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Q ∫𝑥# ⋅ sin 𝑥" − 1 𝑑𝑥

Q ∫𝑥"cos(𝑥* + 5)𝑑𝑥

= 2𝑐𝑜𝑠 𝑢
𝑑𝑢
4

=
1
4
𝑠𝑖𝑛 𝑢 + 𝑐

=
1
4
𝑠𝑖𝑛 𝑥* + 5 + 𝑐

𝑢 = 𝑥* + 5
𝑑𝑢 = 4𝑥"𝑑𝑥
𝑑𝑢
4
= 𝑥"𝑑𝑥

= 2𝑠𝑖𝑛 𝑢
𝑑𝑢
3

=
−1
3
𝑐𝑜𝑠 𝑢 + 𝑐

=
−1
3
𝑐𝑜𝑠 𝑥" − 1 + 𝑐

𝑢 = 𝑥" − 1
𝑑𝑢 = 3𝑥#𝑑𝑥
𝑑𝑢
3
= 𝑥#𝑑𝑥

Q ∫ 1 + cos 𝑥 . sin 𝑥 𝑑𝑥

= −2𝑢.𝑑𝑢

= −
𝑢,

7
+ 𝑐

= −
1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ,

7
+ 𝑐

𝑢 = 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥
−𝑑𝑢 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ 3 + sin 2𝑥 + cos 2𝑥 𝑑𝑥

= 2𝑢+
𝑑𝑢
2

=
1
2
𝑢.

6
+ 𝑐

=
3 + 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 .

12
+ 𝑐

𝑢 = 3 + 𝑠𝑖𝑛 2𝑥
𝑑𝑢 = 2 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 𝑑𝑥
𝑑𝑢
2
= 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 𝑑𝑥

ىغلم
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Q ∫ 𝑠𝑒𝑐* 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ 𝑐𝑠𝑐+ 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 𝑑𝑥

= 2𝑢"𝑑𝑢

=
𝑢*

4
+ 𝑐

=
𝑠𝑒𝑐 𝑥 *

4
+ 𝑐

𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥
𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥

= −2𝑢*𝑑𝑢

= −
𝑢+

5
+ 𝑐

= −
𝑐𝑠𝑐 𝑥 +

5
+ 𝑐

𝑢 = 𝑐𝑠𝑐 𝑥
−𝑑𝑢 = 𝑐𝑠𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 𝑑𝑥

= 2sec" 𝑥 sec 𝑥 tan 𝑥 𝑑𝑥

= 2csc* 𝑥 csc 𝑥 cot 𝑥 𝑑𝑥
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ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

= −2𝑢𝑑𝑢

= −
𝑢#

2
+ 𝐶

= −
𝑐𝑜𝑡 𝑥 #

2
+ 𝐶

𝑢 = 𝑐𝑜𝑡 𝑥
−𝑑𝑢 = 𝑐𝑠𝑐# 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ 𝑐𝑠𝑐# 𝑥 ⋅ co𝑡 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ 𝑐𝑠𝑐# 𝑥 ⋅ co𝑡 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ 𝑠𝑒𝑐# 𝑥 ⋅ 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥

= 2𝑢𝑑𝑢

=
𝑢#

2
+ 𝐶

=
𝑠𝑒𝑐 𝑥 #

2
+ 𝐶

𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥
𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥

= −2𝑢𝑑𝑢

= −
𝑢#

2
+ 𝐶

= −
𝑐𝑠𝑐 𝑥 #

2
+ 𝐶

= 2sec 𝑥 sec 𝑥 tan 𝑥 𝑑𝑥

= 2csc 𝑥 csc 𝑥 cot 𝑥 𝑑𝑥

𝑢 = 𝑐𝑠𝑐 𝑥
−𝑑𝑢 = 𝑐𝑠𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝑥 𝑑𝑥

= 2𝑢𝑑𝑢

=
𝑢#

2
+ 𝐶

=
𝑡𝑎𝑛 𝑥 #

2
+ 𝐶

𝑢 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥
𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐# 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫ 𝑠𝑒𝑐# 𝑥 ⋅ 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥 ةيناث ةقيرط

ةيناث ةقيرط

ىلوأ ةقيرط

ىلوأ ةقيرط
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لماكتلا

ةيمتيراغوللاوةيسلأالاودلا

ةيسلأالاودلاقاقتشا

:ةيلاتلالاودلانملكةقتشمدجوأ

Q 𝑓 𝑥 = 3$

Q 𝑓 𝑥 = 10$

Q 𝑓 𝑥 = 10012 $

Q 𝑓 𝑥 = 6 $

Q 𝑓 𝑥 = 3
$
%

Q 𝑓 𝑥 = 5670 $

23

𝑓& 𝑥 = 3$ ⋅ 𝑙𝑛 3

𝑓& 𝑥 = 6 $ ⋅ 𝑙𝑛 6 ⋅ 𝑥 & = 6 $ ⋅ 𝑙𝑛 6
1
2 𝑥

𝑓& 𝑥 = 10589 $ ⋅ 𝑙𝑛 10 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 &

= 10589 $ ⋅ 𝑙𝑛 10 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑓& 𝑥 = 3
!
$ ⋅ 𝑙𝑛 3 ⋅

1
𝑥

&

= 3
!
$ ⋅ 𝑙𝑛 3 ⋅

−1
𝑥#

𝑓& 𝑥 = 5345 $ ⋅ 𝑙𝑛 5 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 & = −5345 $ ⋅ 𝑙𝑛 5 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑓& 𝑥 = 10$ ⋅ 𝑙𝑛 10 ⋅ 𝑥 & = 10$ ⋅ 𝑙𝑛 10

Q g 𝑥 = 𝑒$"'*

Q 𝑓 𝑥 = 𝑒 $

Q ℎ 𝑥 = 𝑒:;2 $

Q ℎ 𝑥 = 𝑒0<6 $

Q ℎ 𝑥 = 𝑒$"%"$ '!

Q ℎ 𝑥 = 𝑒
"%
! ℎ& 𝑥 = 𝑒

#$
" ⋅

2𝑥
3

&

=
2
3
𝑒
#$
"

ℎ& 𝑥 = 𝑒$"%"$'! ⋅ 𝑥# + 3𝑥 − 1 &

= 2𝑥 + 3 𝑒$"%"$'!

ℎ& 𝑥 = 𝑒5=3 $ ⋅ 𝑠𝑒𝑐 𝑥 & = 𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝑥 ⋅ 𝑒5=3 $

𝑔& 𝑥 = 𝑒$"'* 𝑥# − 4 & = 2𝑥 ⋅ 𝑒$"'*

ℎ& 𝑥 = 𝑒>?9 $ 𝑡𝑎𝑛 𝑥 & = 𝑠𝑒𝑐# 𝑥 ⋅ 𝑒>?9 $

𝑓& 𝑥 = 𝑒 $ ⋅ 𝑥 & =
1
2 𝑥

𝑒 $
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ةيعيبطلاتامتيراغوللالاودقاقتشا

Q 𝑓 𝑥 = ln 𝑥#

Q 𝑔 𝑥 = ln !
$

Q ℎ 𝑥 = ln 𝑥

Q 𝑘 𝑥 = ln cos 𝑥

:ةيلاتلالاودلانملكةقتشمدجوأ

24

𝑓& 𝑥 =
2𝑥
𝑥#

=
2
𝑥

𝑔& 𝑥 =
−1
𝑥#
1
𝑥
=
−1
𝑥#

⋅
𝑥
1
=
−1
𝑥

ℎ& 𝑥 =

1
2 𝑥
𝑥
1

=
1
2 𝑥

⋅
1
𝑥
=
1
2𝑥

𝑘& 𝑥 =
−𝑠𝑖𝑛 𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝑥

= − 𝑡𝑎𝑛 𝑥

Q 𝑓 𝑥 = ln 2𝑥 + 𝑥"

Q 𝑔 𝑥 = ln !
#$%!

Q ℎ 𝑥 = ln 1 + 3𝑥

Q ℎ 𝑥 = ln sin 𝑥

𝑓& 𝑥 =
2 + 3𝑥#

2𝑥 + 𝑥"

𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛 1 − 𝑙𝑛 2𝑥 + 1 = − 𝑙𝑛 2𝑥 + 1

𝑔& 𝑥 = −
2

2𝑥 + 1

ℎ& 𝑥 =
3

1 + 3𝑥

ℎ& 𝑥 =
𝑐𝑜𝑠 𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝑥

= 𝑐𝑜𝑡 𝑥
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ةيمتيراغوللاوةيسلأالاودلاضعبلماكت

ددحملا ريغ لماكتلا ةقتشملا ةدعاق

2𝐞$ 𝐝𝑥 = 𝐞$ + 𝐶 d
d𝑥
e$ = e$

2𝑢&𝒆@ 𝒅𝑥 = 𝒆@ + 𝐶 d
d𝑥
e@ = e@

d𝑢
d𝑥

= 𝑢&e@

2
1
𝑥
𝒅𝑥 = ln 𝑥 + 𝐶 d

d𝑥
ln 𝑥 =

1
𝑥

R
𝑢&

𝑢
𝐝𝑥 = ln 𝑢 + 𝐶 d

d𝑥
ln 𝑢 =

1
𝑢
d𝑢
d𝑥

=
𝑢&

𝑢

ةظحلام

R
𝑔& 𝑥 𝒅𝑥
𝑔 𝑥

= ln 𝑔 𝑥 + 𝐶

Q ∫2𝑒$ 𝑑𝑥

Q ∫ 𝑒"$ 𝑑𝑥

25

=
𝑒"$

3
+ 𝐶

= 2𝑒$ + 𝐶

Q M2𝑥 ⋅ 𝑒$"%" 𝑑𝑥

Q M 2𝑥 − 1 𝑒$"'$%" 𝑑𝑥

= 2𝑒@𝑑𝑢

= 𝑒@ + 𝐶
= 𝑒$"%" + 𝐶

𝑢 = 𝑥# + 3
𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥

= 2𝑒@𝑑𝑢

= 𝑒@ + 𝐶
= 𝑒$"'$%" + 𝐶

𝑢 = 𝑥# − 𝑥 + 3
𝑑𝑢 = 2𝑥 − 1 𝑑𝑥
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Q 2 '+
"$'#

𝑑𝑥

Q 2 "
#$%+

𝑑𝑥

Q 2 #$%"
$"%"$%,

𝑑𝑥

26

= 2
−5
𝑢
𝑑𝑢
3

= −
5
3
2
𝑑𝑢
𝑢

= −
5
3
𝑙𝑛 𝑢 + 𝐶

= −
−5
3
𝑙𝑛 3𝑥 − 2 + 𝐶

𝑢 = 3𝑥 − 2
𝑑𝑢 = 3 𝑑𝑥
𝑑𝑢
3
= 𝑑𝑥

= 2
3
𝑢
𝑑𝑢
2

=
3
2
2
𝑑𝑢
𝑢

=
3
2
𝑙𝑛 𝑢 + 𝐶

=
3
2
𝑙𝑛 2𝑥 + 5 + 𝐶

𝑢 = 2𝑥 + 5
𝑑𝑢 = 2 𝑑𝑥
𝑑𝑢
2
= 𝑑𝑥

= 2
𝑑𝑢
𝑢

= 𝑙𝑛 𝑢 + 𝐶
= 𝑙𝑛 𝑥# + 3𝑥 + 7 + 𝐶

𝑢 = 𝑥# + 3𝑥 + 7
𝑑𝑢 = 2𝑥 + 3 𝑑𝑥

Q 2 ">"'.>
>!'">"%-

𝑑𝑡

Q 2 $!%*
$
𝑑𝑥

Q 2 $"'+$%.
$

𝑑𝑥

= 2
𝑑𝑢
𝑢

= 𝑙𝑛 𝑢 + 𝐶
= 𝑙𝑛 𝑡" − 3𝑡# + 8 + 𝐶

𝑢 = 𝑡" − 3𝑡# + 8
𝑑𝑢 = 3𝑡# − 6𝑡 𝑑𝑡

= 2
𝑥#

𝑥
−
5𝑥
𝑥
+
6
𝑥
𝑑𝑥

= 2 𝑥 − 5 +
6
𝑥
𝑑𝑥

=
𝑥#

2
− 5𝑥 + 6 𝑙𝑛 𝑥 + 𝐶

= 2
𝑥"

𝑥
+
4
𝑥
𝑑𝑥

= 2 𝑥# +
4
𝑥
𝑑𝑥

=
𝑥"

3
+ 4 𝑙𝑛 𝑥 + 𝐶
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Mس 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥 دجوأ

Mس 𝑐𝑜𝑡𝑥 𝑑𝑥 دجوأ

27

2tan 𝑥 𝑑𝑥 = 2
𝑠𝑖𝑛 𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑑𝑥 = −2
𝑑𝑢
𝑢

= − 𝑙𝑛 |𝑢| + 𝑐 = − 𝑙𝑛 | 𝑐𝑜𝑠 𝑥 | + 𝐶

= 𝑙𝑛 | 𝑐𝑜𝑠 𝑥 '! | + 𝑐 = 𝑙𝑛
1

𝑐𝑜𝑠 𝑥
+ 𝐶

= ln sec 𝑥 + 𝐶

𝑢 = cos 𝑥
𝑑𝑢 = − sin 𝑥 𝑑𝑥
−𝑑𝑢 = sin 𝑥 𝑑𝑥

2cot 𝑥 𝑑𝑥 = 2
𝑐𝑜𝑠 𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑑𝑥 = 2
𝑑𝑢
𝑢

= ln 𝑢 + 𝐶
= ln | sin 𝑥 | + 𝐶

𝑢 = sin 𝑥
𝑑𝑢 = cos 𝑥 𝑑𝑥

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

ىغلم
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28

ركّذت
2𝑎 𝑑𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝐶 𝑎 & = 0

2𝑥9 𝑑𝑥 =
𝑥9%!

𝑛 + 1
+ 𝐶 ∶ 𝑛 ≠ −1 𝑥9 & = 𝑛 𝑥9'!

2sin 𝑥 𝑑𝑥 = −cos 𝑥 + 𝐶

2sin 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −
cos 𝑎𝑥

𝑎
+ 𝐶

sin 𝑥 & = cos 𝑥

sin(𝑎𝑥) & = a cos( 𝑎𝑥 )

2 cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶

2cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
sin 𝑎𝑥

𝑎
+ 𝐶

cos 𝑥 & = −sin 𝑥

cos(𝑎𝑥) & = −a sin 𝑎𝑥

2 sec# 𝑥 𝑑𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶 tan 𝑥 & = sec# 𝑥

2csc# 𝑥 𝑑𝑥 = −cot 𝑥 + 𝐶 c𝑜𝑡 𝑥 & = −csc# 𝑥

2𝑐𝑜𝑡 𝑥 𝑑𝑥 = ln | sin 𝑥| + 𝐶

2 𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = −ln | cos 𝑥| + 𝐶

= ln | sec 𝑥| + 𝐶

لماكتلا

ءيزجتلابلماكتلا
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29

2
1
𝑥
𝑑𝑥 = ln 𝑥 + 𝐶

2
𝑢& 𝑥
𝑢 𝑥

𝑑𝑥 = ln 𝑢 𝑥 + 𝐶

ln 𝑥 & =
1
𝑥

ln 𝑢 𝑥 & =
𝑢& 𝑥
𝑢 𝑥

2
𝑎

𝑏𝑥 + 𝑐
𝑑𝑥 =

𝑎
𝑏
ln 𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝐶

:دجوأ

Q ∫𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥

!𝑢𝒅𝒗 = 𝑢𝒗 − !𝒗𝒅𝑢

𝐼 = 2𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥 − cos 𝑥 − 2 −cos 𝑥 𝑑𝑥

= −𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑥 + 𝐶

𝐼 = 2𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥 sin 𝑥 − 2sin 𝑥 𝑑𝑥

= 𝑥 sin 𝑥 + cos 𝑥 + 𝐶

𝒖 = 𝑥 𝒅𝒗 = sin 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑑𝑥 𝒗 = −cos 𝑥

𝒖 = 𝑥 𝒅𝒗 = cos 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑑𝑥 𝒗 = sin 𝑥

2𝑒$𝑑𝑥 = 𝑒$ + 𝐶

2𝑒?$𝑑𝑥 =
𝑒?$

𝑎
+ 𝐶

𝑒$ & = 𝑒$

𝑒?$ & = 𝑎𝑒?$

ءيزجتلابلماكتلا
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Q ∫𝑥𝑒$ 𝑑𝑥

Q ∫3𝑥𝑒#$%! 𝑑𝑥

30

𝐼 = 2𝑥 𝑒$ 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥 𝑒$ −2𝑒$𝑑𝑥

= 𝑥 𝑒$ − 𝑒$ + 𝑐
= 𝑒$ 𝑥 − 1 + 𝑐

𝐼 = 23𝑥 𝑒#$%! 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 3𝑥 ⋅
𝑒#$%!

2
− 2

𝑒#$%!

2
⋅ 3𝑑𝑥

=
3𝑥 𝑒#$%!

2
−
3
2
⋅
𝑒#$%!

2
+ 𝐶

=
3𝑥 𝑒#$%!

2
−
3𝑒#$%!

4
+ 𝐶

𝒖 = 𝑥 𝒅𝒗 = 𝑒!𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑑𝑥 𝒗 = 𝑒!

𝒖 = 3𝑥 𝒅𝒗 = 𝑒"!#$ 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 3𝑑𝑥 𝒗 = 𝑒"!#$

2
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31

Q ∫4𝑥𝑒'+$ 𝑑𝑥

𝐼 = 24𝑥 𝑒'+$𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 4𝑥 ⋅
𝑒'+$

−5
−2

𝑒'+$

−5
4 ⋅ 𝑑𝑥

=
4𝑥 𝑒'+$

−5
+
4
5
2𝑒'+$ 𝑑𝑥

=
4𝑥 𝑒'+$

−5
−
4𝑒'+$

25
+ 𝐶

𝒖 = 4𝑥 𝒅𝒗 = 𝑒%&!𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 4𝑑𝑥 𝒗 = 𝑒%&!

−5

Q ∫(𝑥 − 3)𝑒$'" 𝑑𝑥

𝐼 = 2 𝑥 − 3 𝑒$'"𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥 − 3 ⋅ 𝑒$'" −2𝑒$'" 𝑑𝑥

= 𝑥 − 3 ⋅ 𝑒$'" − 𝑒$'" + 𝐶

𝒖 = 𝑥 − 3 𝒅𝒗 = 𝑒!%'𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑑𝑥 𝒗 = 𝑒!%'
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Q ∫ ln 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫𝑥ln 𝑥 𝑑𝑥

32

𝐼 = 2ln 𝑥 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥 ln 𝑥 − 2𝑥
1
𝑥
𝑑𝑥

= 𝑥 ln 𝑥 − 21 𝑑𝑥

= 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝐶 = 𝑥 ln 𝑥 − 1 + 𝐶

𝐼 = 2𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

=
𝑥#

2
⋅ ln 𝑥 − 2

𝑥#

2
1
𝑥
𝑑𝑥

=
𝑥#

2
⋅ ln 𝑥 −

1
2
2𝑥 𝑑𝑥

=
𝑥#

2
⋅ ln 𝑥 −

1
2
𝑥#

2
+ 𝐶

=
𝑥#

2
⋅ ln 𝑥 −

𝑥#

4
+ 𝐶

𝒖 = ln 𝑥 𝒅𝒗 = 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 1
𝑥 𝑑𝑥

𝒗 = 𝑥

𝒖 = ln 𝑥 𝒅𝒗 = 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 1
𝑥 𝑑𝑥

𝒗 = 𝑥"

2
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Q ∫ ln(𝑥 + 1) 𝑑𝑥

33

𝐼 = 2ln 𝑥 + 1 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥 ln 𝑥 + 1 − 2𝑥 ⋅
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

= 𝑥 ln 𝑥 + 1 − 2
𝑥 + 1 − 1
𝑥 + 1

𝑑𝑥

= 𝑥 ln 𝑥 + 1 − 2 1 −
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

= 𝑥 ln 𝑥 + 1 − 𝑥 − ln 𝑥 + 1 + 𝐶
= 𝑥 ln 𝑥 + 1 − 𝑥 + ln 𝑥 + 1 + 𝐶

𝒖 = ln 𝑥 + 1 𝒅𝒗 = 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 1
𝑥 + 1

𝑑𝑥 𝒗 = 𝑥

Q ∫ ln(2𝑥 − 1)𝑑𝑥

𝐼 = 2ln 2𝑥 − 1 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥 ln 2𝑥 − 1 − 2𝑥 ⋅
2

2𝑥 − 1
𝑑𝑥

= 𝑥 ln 2𝑥 − 1 − 2
2𝑥 − 1 + 1
2𝑥 − 1

𝑑𝑥

= 𝑥 ln 2𝑥 − 1 − 2 1 +
1

2𝑥 − 1
𝑑𝑥

= 𝑥 ln 2𝑥 − 1 − 𝑥 +
1
2
ln 2𝑥 − 1 + 𝐶

= 𝑥 ln 2𝑥 − 1 − 𝑥 −
1
2
ln 2𝑥 − 1 + 𝐶

𝒖 = ln 2𝑥 − 1 𝒅𝒗 = 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 2
2𝑥 − 1𝑑𝑥

𝒗 = 𝑥

2 ?
A$%3

𝑑𝑥 = ?
A
ln 𝑏𝑥 + 𝑐 + 𝐶 ∶ 𝑎 , 𝑏 ∈ ℝ∗ , 𝑐 ∈ ℝ :ركّذت

ىغلم
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Q ∫ (𝑥 + 1)ln(𝑥 + 1) 𝑑𝑥

Q ∫ (2𝑥 + 1)ln(𝑥 + 1) 𝑑𝑥

34

𝐼 = 2 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

=
𝑥 + 1 #

2
ln 𝑥 + 1 − 2

𝑥 + 1 #

2
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

=
𝑥 + 1 #

2
ln 𝑥 + 1 −

1
2
𝑥 + 1 #

2
+ 𝐶

=
𝑥 + 1 #

2
ln 𝑥 + 1 −

𝑥 + 1 #

4
+ 𝐶

𝐼 = 2 2𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 − 2 𝑥# + 𝑥
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

= 𝑥 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 − 2
𝑥# + 𝑥
𝑥 + 1

𝑑𝑥

= 𝑥 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 − 2
𝑥 𝑥 + 1
𝑥 + 1

𝑑𝑥

= 𝑥 𝑥 + 1 ln 𝑥 + 1 −
𝑥#

2
+ 𝐶

𝒖 = ln 𝑥 + 1 𝒅𝒗 = 𝑥 + 1 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 1
𝑥 + 1𝑑𝑥

𝒗 = 𝑥 + 1 "

2

𝒖 = ln 𝑥 + 1 𝒅𝒗 = 2𝑥 + 1 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 1
𝑥 + 1

𝑑𝑥 𝒗 = 𝑥" + 𝑥ىغلم
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Q ∫𝑥# cos 𝑥 𝑑𝑥

35

𝐼 = 2𝑥# cos 𝑥 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥# sin 𝑥 − 22𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥

∴ 𝐼 = 𝑥# sin 𝑥 − −2𝑥 cos 𝑥 + 2 sin 𝑥 + 𝐶
= 𝑥# sin 𝑥 + 2𝑥 cos 𝑥 − 2 sin 𝑥 + 𝐶

𝒖 = 𝑥" 𝒅𝒗 = cos 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 2𝑥 𝑑𝑥 𝒗 = sin 𝑥

𝒖 = 2𝑥 𝒅𝒗 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 2 𝑑𝑥 𝒗 = −𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝐼! = 22𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥

𝐼! = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= −2𝑥 cos 𝑥 − 2−2 cos 𝑥 𝑑𝑥

= −2𝑥 cos 𝑥 + 2 sin 𝑥

ىغلم
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Q ∫𝑥# sin 𝑥 𝑑𝑥

36

𝐼 = 2𝑥# sin 𝑥 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= −𝑥# cos 𝑥 − 2−2𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

= −𝑥# cos 𝑥 + 22𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

∴ 𝐼 = −𝑥# cos 𝑥 + 2𝑥 sin 𝑥 + 2 cos 𝑥 + 𝐶
= −𝑥# cos 𝑥 + 2𝑥 sin 𝑥 + 2 cos 𝑥 + 𝐶

𝒖 = 𝑥" 𝒅𝒗 = sin 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 2𝑥 𝑑𝑥 𝒗 = −cos 𝑥

𝒖 = 2𝑥 𝒅𝒗 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 2 𝑑𝑥 𝒗 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝐼! = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 2𝑥 sin 𝑥 − 22 sin 𝑥 𝑑𝑥

= 2𝑥 sin 𝑥 + 2 cos 𝑥

𝐼! = 22𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥

ىغلم



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

Q ∫𝑥#𝑒$ 𝑑𝑥

Q ∫𝑥#𝑒$%# 𝑑𝑥

37

𝐼 = 2𝑥#𝑒$𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥#𝑒$ −22𝑥𝑒$ 𝑑𝑥

∴ 𝐼 = 𝑥#𝑒$ − 2𝑥𝑒$ − 2𝑒$ + 𝐶
= 𝑥#𝑒$ − 2𝑥𝑒$ + 2𝑒$ + 𝐶

𝐼 = 2𝑥#𝑒$%#𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥#𝑒$%# −22𝑥𝑒$%# 𝑑𝑥

∴ 𝐼 = 𝑥#𝑒$%# − 2𝑥𝑒$%# − 2𝑒$%# + 𝐶
= 𝑥#𝑒$%# − 2𝑥𝑒$%# + 2𝑒$%# + 𝐶

𝒖 = 𝑥" 𝒅𝒗 = 𝑒!𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 2𝑥 𝑑𝑥 𝒗 = 𝑒!

𝒖 = 2𝑥 𝒅𝒗 = 𝑒!𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 2 𝑑𝑥 𝒗 = 𝑒!

𝒖 = 𝑥" 𝒅𝒗 = 𝑒!#"𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 2𝑥 𝑑𝑥 𝒗 = 𝑒!#"

𝒖 = 2𝑥 𝒅𝒗 = 𝑒!#"𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 2 𝑑𝑥 𝒗 = 𝑒!#"

𝐼! = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 2𝑥𝑒$ −22𝑒$𝑑𝑥

= 2𝑥𝑒$ − 2𝑒$

𝐼! = 22𝑥𝑒$ 𝑑𝑥

𝐼! = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 2𝑥𝑒$%# −22𝑒$%#𝑑𝑥

= 2𝑥𝑒$%# − 2𝑒$%#

𝐼! = 22𝑥𝑒$%# 𝑑𝑥

ىغلم
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Q ∫ 𝑒$ sin 𝑥 𝑑𝑥

38

𝐼 = 2𝑒$ sin 𝑥 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= −𝑒$ cos 𝑥 − 2−𝑒$ cos 𝑥 𝑑𝑥

= −𝑒$ cos 𝑥 + 2𝑒$ cos 𝑥 𝑑𝑥

∴ 𝐼 = −𝑒$ cos 𝑥 + 𝑒$ sin 𝑥 − 𝐼

2𝐼 = −𝑒$ cos 𝑥 + 𝑒$ sin 𝑥

𝐼 =
−𝑒$ cos 𝑥 + 𝑒$ sin 𝑥

2
+ 𝐶

𝒖 = 𝑒! 𝒅𝒗 = sin 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑒! 𝑑𝑥 𝒗 = −cos 𝑥

𝒖 = 𝑒! 𝒅𝒗 = cos 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑒! 𝑑𝑥 𝒗 = sin 𝑥

𝐼! = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑒$ sin 𝑥 − 2𝑒$ sin 𝑥 𝑑𝑥

= 𝑒$ sin 𝑥 − 𝐼

𝐼! = 2𝑒$ cos 𝑥 𝑑𝑥

ىغلم
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Q ∫ 𝑒$ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥

39

𝐼 = 2𝑒$ cos 𝑥 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑒$ sin 𝑥 − 2𝑒$ sin 𝑥 𝑑𝑥

∴ 𝐼 = 𝑒$ sin 𝑥 − −𝑒$ cos 𝑥 + 𝐼

𝐼 = 𝑒$ sin 𝑥 + 𝑒$ cos 𝑥 − 𝐼

𝐼 =
𝑒$ sin 𝑥 + 𝑒$ cos 𝑥

2
+ 𝐶

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

𝒖 = 𝑒! 𝒅𝒗 = cos 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑒! 𝑑𝑥 𝒗 = sin 𝑥

𝒖 = 𝑒! 𝒅𝒗 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑒! 𝑑𝑥 𝒗 = −𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝐼! = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= −𝑒$ cos 𝑥 + 2𝑒$ c𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥

= −𝑒$ cos 𝑥 + 𝐼

𝐼! = 2𝑒$ sin 𝑥 𝑑𝑥

ىغلم
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لماكتلا

ةيئزجلاروسكلامادختسابلماكتلا

Qةلادلانكتل𝒇:𝑓 𝑥 = 𝟓$'!
$"'𝟐$'𝟏𝟓

2𝑓:دجوأف 𝑥 𝑑𝑥  ,ةيئزجلا روسكلا

40

𝑥# − 2𝑥 − 15 = 𝑥 − 5 𝑥 + 3

∴ 𝑓 𝑥 =
5𝑥 − 1

𝑥 − 5 𝑥 + 3
=

𝐴
𝑥 − 5

+
𝐵

𝑥 + 3

5𝑥 − 1 = 𝐴 𝑥 + 3 + 𝐵 𝑥 − 5
𝑥 = 5 → 5 5 − 1 = 𝐴 5 + 3 → 𝐴 = 3

𝑥 = −3 → 5 −3 − 1 = 𝐵 −3 − 5 → 𝐵 = 2

𝑓 𝑥 =
3

𝑥 − 5
+

2
𝑥 + 3

∴ 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =2
3

𝑥 − 5
+

2
𝑥 + 3

𝑑𝑥 = 3 ln 𝑥 − 5 + 2 ln 𝑥 + 3 + 𝑐
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Qةلادلانكتل𝒇:𝑓 𝑥 = 𝟐$'!
$"'𝟒$%𝟑

2𝑓:دجوأف 𝑥 𝑑𝑥  ,ةيئزجلا روسكلا

41

𝑥# − 4𝑥 + 3 = 𝑥 − 1 𝑥 − 3

𝑓 𝑥 =
2𝑥 − 1

𝑥 − 1 𝑥 − 3
=

𝐴
𝑥 − 1

+
𝐵

𝑥 − 3
2𝑥 − 1 = 𝐴 𝑥 − 3 + 𝐵 𝑥 − 1

𝑥 = 1 → 2 1 − 1 = 𝐴 1 − 3 → 𝐴 = −
1
2

𝑥 = 3 → 2 3 − 1 = 𝐵 3 − 1 → 𝐵 =
5
2

𝑓 𝑥 =
−12
𝑥 − 1

+
5
2

𝑥 − 3

∴ 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2
−12
𝑥 − 1

+
5
2

𝑥 − 3
𝑑𝑥 = −

1
2
ln 𝑥 − 1 +

5
2
ln 𝑥 − 3 + 𝑐
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Q 2 $"%#$'!
#$!%"$"'#$

𝑑𝑥

42

2𝑥" + 3𝑥# − 2𝑥 = 𝑥 2𝑥# + 3𝑥 − 2 = 𝑥 2𝑥 − 1 𝑥 + 2
𝑥 = 0

𝑓 𝑥 =
𝑥# + 2𝑥 − 1

𝑥 2𝑥 − 1 𝑥 + 2
=
𝐴
𝑥
+

𝐵
2𝑥 − 1

+
𝐶

𝑥 + 2
𝑥# + 2𝑥 − 1 = 𝐴 2𝑥 − 1 𝑥 + 2 + 𝐵𝑥 𝑥 + 2 + 𝐶𝑥 2𝑥 − 1

𝑥 = 0 → 0# + 2 0 − 1 = 𝐴 0 − 1 0 + 2 → 𝐴 =
1
2

𝑥 =
1
2
→

1
2

#

+ 2
1
2
− 1 = 𝐵

1
2

1
2
+ 2 → 𝐵 =

1
5

𝑥 = −2 → −2 # + 2 −2 − 1 = 𝐶 −2 2 −2 − 1 → 𝐶 = −
1
10

∴ 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2
1
2
𝑥
+

1
5

2𝑥 − 1
+
− 1
10

𝑥 + 2
𝑑𝑥

=
1
2
ln 𝑥 +

1
5
2
ln 2𝑥 − 1 +

−1
10

ln 𝑥 + 2 + 𝑐

=
1
2
ln 𝑥 +

1
10
ln 2𝑥 − 1 −

1
10
ln 𝑥 + 2 + 𝑐

𝑥 =
1
2

𝑥 = −2
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43

Q 2 $"'#
#$!'+$"'"$

𝑑𝑥

2𝑥" − 5𝑥# − 3𝑥 = 𝑥 2𝑥# − 5𝑥 − 3 = 𝑥 2𝑥 + 1 𝑥 − 3

𝑥 = 0, 𝑥 = −
1
2
, 𝑥 = 3

𝑓 𝑥 =
𝑥# − 2

𝑥 2𝑥 + 1 𝑥 − 3
=
𝐴
𝑥
+

𝐵
2𝑥 + 1

+
𝐶

𝑥 − 3
𝑥# − 2 = 𝐴 2𝑥 + 1 𝑥 − 3 + 𝐵 𝑥 𝑥 − 3 + 𝐶 𝑥 2𝑥 + 1

𝑥 = 0 → −2 = 𝐴 0 + 1 0 − 3 → 𝐴 =
2
3

𝑥 = −
1
2
→ −

1
2

#

− 2 = 𝐵 −
1
2

−
1
2
− 3 → 𝐵 = −1

𝑥 = 3 → 3# − 2 = 𝐶 3 6 + 1 → 𝐶 =
1
3

∴ 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2
2
3
𝑥
+

−1
2𝑥 + 1

+
1
3

𝑥 − 3
𝑑𝑥

=
2
3
ln 𝑥 +

−1
2
ln 2𝑥 + 1 +

1
3
ln 𝑥 − 3 + 𝐶
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Q 2 '$"%#$%*
$!'*$"%*$

𝑑𝑥

44

𝑥" − 4𝑥# + 4𝑥 = 𝑥 𝑥# − 4𝑥 + 4 = 𝑥 𝑥 − 2 #

𝑥 = 0, 𝑥 = 2

𝑓 𝑥 =
−𝑥# + 2𝑥 + 4
𝑥 𝑥 − 2 # =

𝐴
𝑥
+

𝐵
𝑥 − 2 # +

𝑐
𝑥 − 2

−𝑥# + 2𝑥 + 4 = 𝐴 𝑥 − 2 # + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥 𝑥 − 2
𝑥 = 0 → 4 = 𝐴 0 − 2 # → 𝐴 = 1

𝑥 = 2 → − 2 # + 4 + 4 = 𝐵 2 → 𝐵 = 2
𝑥 = 1 → −1 + 2 + 4 = 1 1 − 2 # + 2 1 + 𝐶 1 1 − 2 → 𝐶 = −2

∴ 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2
1
𝑥
+

2
𝑥 − 2 # +

−2
𝑥 − 2

𝑑𝑥

= ln 𝑥 +
−2
𝑥 − 2

− 2 ln 𝑥 − 2 + 𝐶
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Q 2 *$"'*$%!
$!'#$"%$

𝑑𝑥

45

𝑥" − 2𝑥# + 𝑥 = 𝑥 𝑥# − 2𝑥 + 1 = 𝑥 𝑥 − 1 #

𝑓 𝑥 =
4𝑥# − 4𝑥 + 1
𝑥 𝑥 − 1 # =

𝐴
𝑥
+

𝐵
𝑥 − 1 # +

𝐶
𝑥 − 1

4𝑥# − 4𝑥 + 1 = 𝐴 𝑥 − 1 # + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥 𝑥 − 1
𝑥 = 0 ⇒ 1 = 𝐴 0 − 1 # ⇒ 𝐴 = 1

𝑥 = 1 ⇒ 4 1 # − 4 1 + 1 = 𝐵 1 ⇒ 𝐵 = 1
𝑥 = 2 ⇒ 4 2 # − 4 2 + 1 = 1 2 − 1 # + 1 2 + 𝐶 2 2 − 1

⇒ 𝐶 = 3

𝐼 = 2
1
𝑥
+

1
𝑥 − 1 # +

3
𝑥 − 1

𝑑𝑥

= ln 𝑥 +
−1
𝑥 − 1

+ 3 ln 𝑥 − 1 + 𝑐
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Q 2 "%$%$"

$!%#$"
𝑑𝑥

46

𝑥" + 2𝑥# = 𝑥# 𝑥 + 2

𝑓 𝑥 =
3 + 𝑥 + 𝑥#

𝑥# 𝑥 + 2
=
𝐴
𝑥#
+
𝐵
𝑥
+

𝑐
𝑥 + 2

3 + 𝑥 + 𝑥# = 𝐴 𝑥 + 2 + 𝐵𝑥 𝑥 + 2 + 𝐶𝑥#

𝑥 = 0 ⇒ 3 = 𝐴 0 + 2 ⇒ 𝐴 =
3
2

𝑥 = −2 ⇒ 3 + −2 + −2 * = 𝐶 −2 # ⇒ 𝐶 =
5
4

𝑥 = 1 ⇒ 3 + 1 + 1# =
3
2
1 + 2 + 𝐵 1 1 + 2 +

5
4
1 # ⇒ 𝐵 = −

1
4

𝐼 = 2
3
2
𝑥#
+
−14
𝑥
+

5
4

𝑥 + 2
𝑑𝑥

=
−32
𝑥
+
−1
4
ln 𝑥 +

5
4
ln 𝑥 + 2 + 𝑐
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Q 2 $"%!
$!%*$"

𝑑𝑥

47

𝑥" + 4𝑥# = 𝑥# 𝑥 + 4

𝑓 𝑥 =
𝑥# + 1

𝑥# 𝑥 + 4
=
𝐴
𝑥#
+
𝐵
𝑥
+

𝐶
𝑥 + 4

𝑥# + 1 = 𝐴 𝑥 + 4 + 𝐵𝑥 𝑥 + 4 + 𝐶𝑥#

𝑥 = 0 ⇒ 1 = 𝐴 0 + 4 ⇒ 𝐴 =
1
4

𝑥 = −4 ⇒ −4 # + 1 = 𝐶 −4 # ⇒ 𝐶 =
17
16

𝑥 = 1 ⇒ 1# + 1 =
1
4
1 + 4 + 𝐵 1 1 + 4 +

17
16

1 # ⇒ 𝐵 =
−1
16

𝐼 = 2
1
4
𝑥#
+
− 1
16
𝑥

+
17
16
𝑥 + 4

𝑑𝑥

=
−14
𝑥
+
−1
16

ln 𝑥 +
17
16
ln 𝑥 + 4 + 𝐶
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Q 2 $"'"$%,
$"'*$%*

𝑑𝑥

48

𝑓 𝑥 = 1 +
𝑥 + 3

𝑥# − 4𝑥 + 4
𝑥# − 4𝑥 + 4 = 𝑥 − 2 #

𝑥 + 3
𝑥# − 4𝑥 + 4

=
𝑥 + 3
𝑥 − 2 # =

𝐴
𝑥 − 2

+
𝐵

𝑥 − 2 #

𝑥 + 3 = 𝐴 𝑥 − 2 + 𝐵
𝑥 = 2 → 2 + 3 = 𝐵 → 𝐵 = 5

𝑥 = 0 → 3 = 𝐴 0 − 2 + 5 → 𝐴 = 1

𝑓 𝑥 = 1 +
1

𝑥 − 2
+

5
𝑥 − 2 #

2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2 1 +
1

𝑥 − 2
+

5
𝑥 − 2 # 𝑑𝑥

= 𝑥 + ln 𝑥 − 2 +
−5
𝑥 − 2

+ 𝐶

1

𝑥# − 3𝑥 + 7𝑥# − 4𝑥 + 4

−𝑥# ± 4𝑥 ∓ 4

𝑥 + 3

ىغلم
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Q 2 $!'#$"'*
$!'#$"

𝑑𝑥

49

−4
𝑥" − 2𝑥#

=
−4

𝑥# 𝑥 − 2
=
𝐴
𝑥#
+
𝐵
𝑥
+

𝐶
𝑥 − 2

−4 = 𝐴 𝑥 − 2 + 𝐵𝑥 𝑥 − 2 + 𝐶𝑥#

𝑥 = 0 → −4 = 𝐴 0 − 2 → 𝐴 = 2
𝑥 = 2 → −4 = 𝐶 2 # → 𝐶 = −1

𝑥 = 1 → −4 = 2 1 − 2 + 𝐵 1 1 − 2 + −1 1 # → 𝐵 = 1

∴ 𝑓 𝑥 = 1 +
2
𝑥#
+
1
𝑥
+

−1
𝑥 − 2

2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2 1 +
2
𝑥#
+
1
𝑥
+

−1
𝑥 − 2

𝑑𝑥

= 𝑥 +
−2
𝑥
+ ln 𝑥 − ln 𝑥 − 2 + 𝐶

1

𝑥" − 2𝑥# − 4𝑥" − 2𝑥#

−𝑥" ± 2𝑥#

−4

𝑓 𝑥 = 1 +
−4

𝑥" − 2𝑥#

ىغلم
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Q 2 #$!'G$"%#+
$"'.$%-

𝑑𝑥

50

𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 3 +
2𝑥 + 1

𝑥# − 6𝑥 + 8
𝑥# − 6𝑥 + 8 = 𝑥 − 2 𝑥 − 4

2𝑥 + 1
𝑥# − 6𝑥 + 8

=
2𝑥 + 1

𝑥 − 2 𝑥 − 4
=

𝐴
𝑥 − 2

+
𝐵

𝑥 − 4
2𝑥 + 1 = 𝐴 𝑥 − 4 + 𝐵 𝑥 − 2

𝑥 = 2 → 5 = 𝐴 2 − 4 → 𝐴 =
−5
2

𝑥 = 4 → 9 = 𝐵 4 − 2 → 𝐵 =
9
2

𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 3 +
−52
𝑥 − 2

+
9
2

𝑥 − 4

2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2 2𝑥 + 3 +
−52
𝑥 − 2

+
9
2

𝑥 − 4
𝑑𝑥

=
2𝑥#

2
+ 3𝑥 −

5
2
ln 𝑥 − 2 +

9
2
ln 𝑥 − 4 + 𝐶

= 𝑥# + 3𝑥 −
5
2
ln 𝑥 − 2 +

9
2
ln 𝑥 − 4 + 𝐶

2𝑥 + 3

2𝑥" − 9𝑥# + 25𝑥# − 6𝑥 + 8

−2𝑥" ± 12𝑥# ∓ 16𝑥

3𝑥# − 16𝑥 + 25

−3𝑥# ± 18𝑥 ∓ 24

2𝑥 + 1

ىغلم
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Q 2 $!',$%G
$"'"$%#

𝑑𝑥

51

𝑓 𝑥 = 𝑥 + 3 +
3

𝑥# − 3𝑥 + 2
𝑥# − 3𝑥 + 2 = 𝑥 − 1 𝑥 − 2

3
𝑥# − 3𝑥 + 2

=
3

𝑥 − 1 𝑥 − 2
=

𝐴
𝑥 − 1

+
𝐵

𝑥 − 2
3 = 𝐴 𝑥 − 2 + 𝐵 𝑥 − 1

𝑥 = 1 → 3 = 𝐴 1 − 2 → 𝐴 = −3
𝑥 = 2 → 3 = 𝐵 2 − 1 → 𝐵 = 3

𝑓 𝑥 = 𝑥 + 3 +
−3
𝑥 − 1

+
3

𝑥 − 2

2𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2 𝑥 + 3 +
−3
𝑥 − 1

+
3

𝑥 − 2
𝑑𝑥

=
𝑥#

2
+ 3𝑥 + −3 ln 𝑥 − 1 + 3 ln 𝑥 − 2 + 𝐶

=
𝑥#

2
+ 3𝑥 − 3 ln 𝑥 − 1 + 3 ln 𝑥 − 2 + 𝐶

𝑥 + 3

𝑥" −7𝑥 + 9𝑥# − 3𝑥 + 2

−𝑥" ± 3𝑥# ∓ 2𝑥

3𝑥# − 9𝑥 + 9

−3𝑥# ± 9𝑥 ∓ 6

3

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

ىغلم
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لماكتلا

ددحملالماكتلا

2
?

A
𝑓 𝑥 𝒅𝑥 = 𝐹 𝑥 ?

A = 𝑭 𝑏 − 𝑭 𝑎

Q ∫#
, 𝑥" − 2𝑥# + 2 𝑑𝑥

Q ∫'#
" (3𝑥# − 𝑥 + 4)𝑑𝑥

52

2
'#

"
3𝑥# − 𝑥 + 4 𝑑𝑥 =

3𝑥"

3
−
𝑥#

2
+ 4𝑥

'#

"

= 3 " −
3 #

2
+ 4 3 − −2 " −

−2 #

2
+ 4 −2

= 52.5

2
#

,
𝑥" − 2𝑥# + 2 𝑑𝑥 =

𝑥*

4
−
2𝑥"

3
+ 2𝑥

#

,

=
7 *

4
−
2 7 "

3
+ 2 7 −

2 *

4
−
2 2 "

3
+ 2 2

=
4595
12
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𝐼, 𝑘 ةرتفلا ىلع ةلصتم ةلاد𝑓 تناك اذإ ∈ ℝ, 𝑎 ,𝑏 ,𝑐 ∈ 𝐼نإف :

2
?

?

𝑓 𝑥 d𝑥 = 0

2
A

?

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = −2
?

A

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

2
?

A

𝑘 𝑑𝑥 = 𝑘 𝑏 − 𝑎

2
?

A

𝑘 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘 2
?

A

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

2
?

A

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2
?

3

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 2
3

A

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

 ددحملا لماكتلا صاوخ

:ةظحلام
?∫ ةيصاخ يف ظحلا

A 𝑘 𝑑𝑥 = 𝑘 𝑏 − 𝑎ناك اذإ: هنأ 𝒌 = ?∫ : نإف𝟏
A 𝐝𝑥 = 𝑏 − 𝑎

Q ∫'-
'*𝑑𝑥

Q M
#

'!
𝑥 + 1 − 3 𝑑𝑥

53

= 2
'-

'*
𝑑𝑥 = 𝑥 '-

'* = −4 − −8 = 4

−2
'!

#
𝑥 + 1

!
# − 3 𝑑𝑥 = −

2
3
𝑥 + 1

"
# − 3𝑥

'!

#

= −
2
3
2 + 1

"
# − 3 2 −

2
3
−1 + 1

"
# − 3 −1 = 5.536
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Q ∫#
'" 5𝑑𝑥

Q 2
&
'

&
" !

#
sin 2𝑥 − csc# 𝑥 𝑑𝑥

Q 2
!

#
3𝑒$ + =

$
𝑑𝑥

54

2
!

#
3𝑒$ +

𝑒
𝑥
𝑑𝑥 = 3𝑒$ + 𝑒 ln 𝑥 !

#

= 3𝑒# + 𝑒 ln 2 − 3𝑒! + 𝑒 ln 1
= 3𝑒# + 𝑒 ln 2 − 3𝑒

= 15.9

2
H
*

H
# 1
2
sin 2𝑥 − csc# 𝑥 𝑑𝑥 =

1
2
− cos 2𝑥

2
− −cot 𝑥

H
*

H
#

=
−cos 2𝑥

4
+ cot 𝑥 H

*

H
#

=
−cos 2 𝜋

2
4

+ cot
𝜋
2

−
−cos 2 𝜋

4
4

+ cot
𝜋
4

=
−3
4

2
#

'"
5𝑑𝑥 = −52

'"

#
𝑑𝑥 = −5 2 − −3 = −25

ىغلم
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∞𝑥−𝑥−∞
30−2

Q 2
#

*
/$
$'!

Q ∫'#
" |𝑥|𝑑𝑥

Q ∫I
+ |𝑥 − 3|𝑑𝑥

55

2
#

* d𝑥
𝑥 − 1

= ln 𝑥 − 1 #
*

= ln 4 − 1 − ln 2 − 1
= ln 3 − ln 1

= ln 3

= 2
'#

I
−𝑥 𝑑𝑥 + 2

I

"
𝑥 𝑑𝑥 =

−𝑥#

2
'#

I

+
𝑥#

2
I

"

=
−0#

2
−

− −2 #

2
+

3#

2
−

0#

2
= 6.5

= 2
I

"
−𝑥 + 3 𝑑𝑥 + 2

"

+
𝑥 − 3 𝑑𝑥 =

−𝑥#

2
+ 3𝑥

I

"

+
𝑥#

2
− 3𝑥

"

+

=
−3#

2
+ 3 3 − 0 +

5#

2
− 3(5) −

3#

2
− 3 3

= 6.5

∞𝑥 − 3−𝑥 + 3−∞
530



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

Q ∫'"
* 2𝑥 − 4 𝑑𝑥

Q ∫!
" 𝑥 + 2 𝑑𝑥

56

= 2
'#

#
−2𝑥 + 4 𝑑𝑥 + 2

#

*
2𝑥 − 4 𝑑𝑥

=
−2𝑥#

2
+ 4𝑥

'"

#

+
2𝑥#

2
− 4𝑥

#

*

= x

y

−2# + 4 2 − − −3 # + 4 −3

− 4# − 4 4 − 2# − 4 2
= 29

= 2
!

"
𝑥 + 2 𝑑𝑥

=
𝑥#

2
+ 2𝑥

!

"

=
3#

2
+ 2(3) −

1#

2
+ 2 1

= 8

∞2𝑥 − 4−2𝑥 + 4−∞
42−3

∞𝑥 + 2−x − 2
31−2
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𝒂] ىلع ةلصتم ةلاد𝒇 نكتل ,𝒃]
𝒇 : تناك اذإ 𝒙 ≥ 𝟎 ∀ 𝒙 ∈ [𝒂 ,𝒃]نإف :∫J

A 𝑓 𝑥 𝐝𝑥 ≥ 0
𝒇 : تناك اذإ 𝒙 ≤ 𝟎 ∀ 𝒙 ∈ [𝒂 ,𝒃]نإف :∫J

A 𝑓 𝑥 𝐝𝑥 ≤ 0

!'∫:نأ تبثأ لماكتلا ةميق باسح نودس
I 𝑥# + 𝑥 d𝑥 ≤ 0

"∫:نأ تبثأ لماكتلا ةميق باسح نودس
+ 𝑥# + 𝑥 d𝑥 ≥ 0

57

𝑓 𝑥 = 𝑥# + 𝑥3,5 ىلع ةلصتم
𝑥# + 𝑥 = 0

𝑥 𝑥 + 1 = 0� 𝑥 = 0
𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1

𝑓 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ −∞,−1 ∪ 0,∞
∵ 3,5 ⊆ 0,∞

∴ 𝑓 𝑥 = 𝑥# + 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ 3,5

∴ 2
"

+
𝑥# + 𝑥 ≥ 0

𝑓 𝑥 = 𝑥# + 𝑥1,0− ىلع ةلصتم

𝑥# + 𝑥 = 𝑥 𝑥 + 1 = 0� 𝑥 = 0
𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1

𝑓 𝑥 ≤ 0, ∀ 𝑥 ∈ −1,0

∴ 2
'!

I
𝑥# + 𝑥 𝑑𝑥 ≤ 0

∞+−+−∞
0−1

∞+−+−∞
0−1

3 5
[ ]

ىغلم
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𝒂] ىلع نيتلصتم𝑓,𝑔نيتلادلا نكتل ,𝒃]
𝒇 : تناك و 𝒙 ≤ 𝒈 𝒙 ∀ 𝒙 ∈ [𝒂 ,𝒃]نإف : ∫?

A 𝑓 𝑥 𝐝𝑥 ≤ ∫?
A 𝑔 𝑥 𝐝𝑥

!∫:نأ تبثأ لماكتلا ةميق باسح نودس
" 2𝑥 − 3 d𝑥 ≤ ∫!

" 𝑥# + 2 d𝑥

58

𝑓, 𝑔1,3 ىلع ناتلصتم
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = 2𝑥 − 3 − 𝑥# + 2
= 2𝑥 − 3 − 𝑥# − 2 = −𝑥# + 2𝑥 − 5

−𝑥# + 2𝑥 − 5 = 0
Δ = 𝑏# − 4𝑎𝑐

= 2# − 4 −1 ⋅ −5 = −16
−16 < 0 ةيقيقح روذج دجوي لا

𝑓 اذًإ 𝑥 − 𝑔(𝑥)ةراشلإا ديحو
: دجنةيرايتخا ةميق يفضيوعتلاب

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 ≤ 0 ∀ 𝑥 ∈ ℝ
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 ≤ 0 ∀ 𝑥 ∈ 1,3
𝑓 𝑥 ≤ 𝑔 𝑥 ∀ 𝑥 ∈ 1,3

∴ 2
!

"
2𝑥 − 3 𝑑𝑥 ≤ 2

!

"
𝑥# + 2 𝑑𝑥

ىغلم
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!'∫:نأ تبثأ لماكتلا ةميق باسح نودس
# 𝑥# + 1 d𝑥 ≥ ∫'!

# 𝑥 − 1 d𝑥

59

𝑓,𝑔1,2− ىلع ناتلصتم
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = 𝑥# + 1 − 𝑥 − 1

= 𝑥# + 1 − 𝑥 + 1 = 𝑥# − 𝑥 + 2
𝑥# − 𝑥 + 2 = 0
Δ = 𝑏# − 4𝑎𝑐

= −1 # − 4 1 ⋅ 2 = −7
Δ < 0 ةيقيقح روذج دجوي لا

𝑓 اذًإ 𝑥 − 𝑔(𝑥)ةراشلإا ديحو
: دجنةيرايتخا ةميق يفضيوعتلاب

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ ℝ
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ −1,2
𝑓 𝑥 ≥ 𝑔 𝑥 ∀ 𝑥 ∈ −1,2

∴ 2
'!

#
𝑥# + 1 𝑑𝑥 ≥ 2

'!

#
𝑥 − 1 𝑑𝑥

ىغلم
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ددحملالماكتللينايبلاريسفتلا

𝒂] ىلع ةلصتم ةلاد𝒇 نكتل يثادحلإا ىوتسملا يف ,𝒃],
Aةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم لثمت fروحم و 
𝒙   نيميقتسملا و تانيسلا = 𝒂 , 𝒙 = 𝒃

𝒇  :تناك اذإ 𝒙 ≥ 𝟎 ∀𝒙 ∈ [𝒂 ,𝒃]
?∫ :نإف

A 𝑓 𝑥 𝐝𝑥 = 𝐴

𝒇 :تناك اذإ 𝒙 ≤ 𝟎 ∀𝒙 ∈ [𝒂 ,𝒃]
?∫ :نإف

A 𝑓 𝑥 𝐝𝑥 = −𝐴

b ac42T = -

( )( )4 4 1 5= - - -

,4 20 16 16 01= - = - -

Ʊŏ ŶŬƳ ŠƿŹŚǀŤųř Šưǀƣ ŸųŐŝƹ şŹŚƃǅř şŶǀůƹ ( ) ( )f x g x '-  ŠǀƤǀƤů ŹƹŸū ŠƫŵŚƘưƬƫ Ŷūƺţ Ǉ   `
( ) ( )f x g x x0 R6G !-

( ) ( ) ,f x g x x0 1 36G !- 6 @ :Ʊŏ ƽŏ
,x x x2 3 2 0 1 32 6G !- - +^ ^h h 6 @

x x2 3 22( G- +

x dx x dx2 3 2
1

3
2

1

3
` G- +^ ^h h# # ŠǀƇŚų

x dx x dx1 12

1

2

1

2
H+ -

- -
^ ^h h# #  :Ʊŏ ŢŞŧŏ ƪƯŚƨŤƫř Šưǀƣ śŚƀů Ʊƹŵ  5

Graphical Interpretation of Definite Integral  ŵŶŰưƫř ƪƯŚƨŤƬƫ ƾƳŚǀŞƫř źǀƀƠŤƫř

a

y

xb

A

f
 ¬ ,a b6 @ ƼƬƗ ŠƬƈŤƯ Šƫřŵ f ƲƨŤƫ ƾŧřŶůǅř ƻƺŤƀưƫř ƾƟ

 šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯƹ  f  ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴưŝ şŵŶŰưƫř ŠƤƐƴưƫř ŠůŚƀƯ ƪŨưţ A

x a=      ,     x b=  ƲǀưǀƤŤƀưƫřƹ

( ) ,f x x a b0 6H ! 6 @   :ŢƳŚƧ řŷœ 1

( )f x dx A
b

a
=# :ƱŔƟ

( ) ,f x x a b0 6G ! 6 @  :ŢƳŚƧ řŷœ 2

y

x

a b

A

f

 ( )f x dx A
a

b
= -# :ƱŔƟ

. ,x x4 2= = -  ƲǀưǀƤŤƀưƫřƹ ¬šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯƹ ¬ ( )f x 3= -  ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴƯ Ʋǀŝ şŵŶŰưƫř ŠƤƐƴưƫř ŠůŚƀƯ Ŷūƹŏ  a

.ŚĐǀƳŚǀŝ ƢƤŰţ  b

:ƪŰƫř

a  ( )f x 3= -

2 , 4( )f x x0a 6G ! -6 @
2-

( )A f x dx
4

= - # ,2 4-6 @ ƼƬƗ ŠŞƫŚſ f
54

𝑓 ةلادلا ىنحنم نيب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس 𝑥 =  تانيسلا روحمو3−
𝑥نيميقتسملاو = 4 ,𝑥 = −2.

!∫ :لماكتلا ةميق اًينايب  دجوأس
+ 2 − 2𝑥 𝑑𝑥

60

∵ 𝑓 𝑥 ≤ 0 ∀ 𝑥 ∈ −2,4

𝐴 = −2
'#

*
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = −2

'#

*
−3 𝑑𝑥 = 3𝑥 '#

*

= 12 − −6 = 18 ةعبرم ةدحو

𝑓 𝑥 = 2 − 2𝑥

𝐴 =
1
2
× 4 × 8 = 16 ةعبرم ةدحو

∵ 𝑓 𝑥 ≤ 0 ∀ 𝑥 ∈ 1,5

∴ 2
!

+
2 − 2𝑥 𝑑𝑥 = −𝐴 = −16

𝒙 0 1

𝒚 2 0
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Q M
'#

#
4 − 𝑥# 𝑑𝑥

Q M
I

"
− 9 − 𝑥# 𝑑𝑥

61

𝑦 = 4 − 𝑥#

ةرئادلل يولعلا فصنلا ةلداعم
𝑥# + 𝑦# = 4

0,0 اهزكرم

𝑟 = 4 = 2

𝐴 =
ةرئادلا ةحاسم
4

=
𝜋𝑟#

4

=
𝜋×3#

4
=
9𝜋
4

ةعبرم ةدحو

∴ 2
I

"
− 9 − 𝑥#𝑑𝑥 = −𝐴 = −

9𝜋
4

𝑦 = − 9 − 𝑥#

ةرئادلل يلفسلا فصنلا ةلداعم
𝑥# + 𝑦# = 9

0,0 اهزكرم

𝑟 = 9 = 3

𝐴 =
ةرئادلا ةحاسم
2

=
𝜋𝑟#

2
=
𝜋×2#

2
= 2𝜋 ةعبرم ةدحو

∴ 2
'#

#
4 − 𝑥#𝑑𝑥 = 𝐴 = 2𝜋
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Q M
'+

+
25 − 𝑥# 𝑑𝑥

Q M
I

*
− 16 − 𝑥# 𝑑𝑥

62

𝐴 =
ةرئادلا ةحاسم
2

=
𝜋𝑟#

2

=
𝜋×5#

2
=
25𝜋
2

ةعبرم ةدحو

∴ 2
'+

+
25 − 𝑥#𝑑𝑥 = 𝐴 =

25𝜋
2

𝐴 =
ةرئادلا ةحاسم
4

=
𝜋𝑟#

4

=
𝜋×4#

4
= 4𝜋 ةعبرم ةدحو

∴ 2
I

*
− 16 − 𝑥# 𝑑𝑥 = −𝐴 = −4𝜋

𝑦 = 25 − 𝑥#

ةرئادلل يولعلا فصنلا ةلداعم
𝑥# + 𝑦# = 25

0,0 اهزكرم

𝑟 = 25 = 5

𝑦 = − 16 − 𝑥#

ةرئادلل يلفسلا فصنلا ةلداعم
𝑥# + 𝑦# = 16

0,0 اهزكرم

𝑟 = 16 = 4
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Q ∫I
&
' tan 𝑥 sec# 𝑥 𝑑𝑥

Q ∫&
(

&
! sin 2𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 𝑑𝑥

63

= 2
I

!
𝑢 𝑑𝑢

=
𝑢#

2 I

!

=
1#

2
−

0#

2

=
1
2

𝒖 = 𝒕𝒂𝒏 𝒙𝒙

tan
𝜋
4
= 1

𝜋
4

tan 0 = 00

=
1
2
2
"
#

"
#
𝑢 𝑑𝑢 = رفص

𝒖 = 𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙𝒙

sin 2
𝜋
3

=
3
2

𝜋
3

sin 2
𝜋
6

=
3
2

𝜋
6

𝑢 = tan 𝑥
𝑑𝑢 = sec6 𝑥 𝑑𝑥

𝑢 = sin 2𝑥
𝑑𝑢 = 2 cos 2𝑥 𝑑𝑥
𝑑𝑢
2
= cos 2𝑥 𝑑𝑥

ىغلم
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Q ∫'!
! 𝑥# + 2𝑥 − 3 # 𝑥 + 1 𝑑𝑥

Q ∫I
" 𝑥 𝑥 + 1𝑑𝑥

64

= 2
'*

I
𝑢#

𝑑𝑢
2

=
1
2
𝑢"

3 '*

I

=
1
2

0 −
−4 "

3

=
32
3

𝒖 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑𝒙

𝑢 = 1# + 2 1 − 3 = 01

𝑢 = −1 # + 2 −1 − 3 = −4−1

= 2
!

*
𝑢 − 1 𝑢 𝑑𝑢 = 2

!

*
𝑢
"
# − 𝑢

!
# 𝑑𝑢

=
2
5
𝑢
+
# −

2
3
𝑢
"
#
!

*

=
2
5
4

+
# −

2
3
4

"
# −

2
5
1

+
# −

2
3
1

"
#

=
116
15

𝒖 = 𝒙 + 𝟏𝒙

43

10

𝑢 = 𝑥# + 2𝑥 − 3
𝑑𝑢 = 2𝑥 + 2 𝑑𝑥
𝑑𝑢 = 2 𝑥 + 1 𝑑𝑥
𝑑𝑢
2
= 𝑥 + 1 𝑑𝑥

𝑢 = 𝑥 + 1 → 𝑢 − 1 = 𝑥
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

ىغلم
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Q M
'!

!
( 𝑥 + 1 𝑥# + 2𝑥 + 5)𝑑𝑥

Q M
#

+
𝑥 𝑥 − 1𝑑𝑥

65

= 2
*

-
𝑢 ⋅

𝑑𝑢
2

=
1
2
2
*

-
𝑢
!
# 𝑑𝑢 =

1
2
2
3
𝑢
"
#
*

-

=
1
3
8
"
# − 4

"
#

= 4.8758
𝒖 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟓𝒙

𝑢 = 1# + 2 1 + 5 = 81

𝑢 = −1 # + −2 + 5 = 4−1

2
!

*
𝑢 + 1 𝑢 𝑑𝑢 = 2

!

*
𝑢
"
# + 𝑢

!
# 𝑑𝑢

=
2
5
𝑢
+
# +

2
3
𝑢
"
#
!

*

=
2
5
4

+
# +

2
3
4

"
# −

2
5
1

+
# +

2
3
1

"
#

=
256
15

= 17.07

𝒖 = 𝒙 − 𝟏𝒙

45

12

𝑢 = 𝑥# + 2𝑥 + 5
𝑑𝑢 = 2𝑥 + 2 𝑑𝑥
= 2 𝑥 + 1 𝑑𝑥
𝑑𝑢
2
= 𝑥 + 1 𝑑𝑥

𝑢 = 𝑥 − 1,
𝑢 + 1 = 𝑥
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

ىغلم
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Q 2
'#

I
$
=%
𝑑𝑥

Q ∫I
&
' 𝑥 sec# 𝑥 𝑑𝑥

66

𝐼 = 2𝑥 sec# 𝑥 𝑑𝑥

= 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= 𝑥 tan 𝑥 − 2tan 𝑥 𝑑𝑥

= 𝑥 tan 𝑥 − 2
sin 𝑥
cos 𝑥

𝑑𝑥

= 𝑥 tan 𝑥 + ln cos 𝑥 + 𝑐

∴ 2
I

H
*
𝑥 sec# 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 tan 𝑥 + ln cos 𝑥 I

H
*

=
𝜋
4
tan

𝜋
4
+ ln cos

𝜋
4

− 0 tan 0 + ln cos 0 ≈ 0.44

𝐼 = 2𝑥 𝑒'$ 𝑑𝑥

𝐼 = 𝑢𝑣 − 2𝑣 𝑑𝑢

= −𝑥 𝑒'$ −2−𝑒'$ 𝑑𝑥

= −𝑥 𝑒'$ + −𝑒'$ + 𝐶 = −𝑥𝑒'$ − 𝑒'$ + 𝐶

∴ 2
'#

I 𝑥
𝑒$

𝑑𝑥 = −𝑥 𝑒'$ − 𝑒'$ '#
I

= − 0 𝑒' I − 𝑒' I

− − −2 𝑒' '# − 𝑒' '# ≈ −8.389

𝒖 = 𝑥 𝒅𝒗 = 𝑒%! 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑑𝑥 𝒗 = −𝑒'$

𝒖 = 𝑥 𝒅𝒗 = sec" 𝑥 𝑑𝑥

𝒅𝒖 = 𝑑𝑥 𝒗 = tan 𝑥

ىغلم



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

Q 2
*

,
"$"'!,
$"'$'.

𝑑𝑥

Q 2
!

+
#$%-

$"%*$%"
𝑑𝑥

67

𝑥# + 4𝑥 + 3 = 𝑥 + 1 𝑥 + 3

𝑓 𝑥 =
2𝑥 + 8

𝑥 + 1 𝑥 + 3
=

𝐴
𝑥 + 1

+
𝐵

𝑥 + 3
2𝑥 + 8 = 𝐴 𝑥 + 3 + 𝐵 𝑥 + 1

𝑥 = −1 → 2 −1 + 8 = 𝐴 −1 + 3 → 𝐴 = 3
𝑥 = −3 → 2 −3 + 8 = 𝐵 −3 + 1 → 𝐵 = −1

∴ 2
!

+ 2𝑥 + 8
𝑥# + 4𝑥 + 3

𝑑𝑥 = 2
!

+ 3
𝑥 + 1

+
−1
𝑥 + 3

𝑑𝑥

= 3 ln 𝑥 + 1 − ln 𝑥 + 3 !
+

= 3 ln 6 − ln 8 − 3 ln 2 − ln 4 ≈ 2.603

𝑓 𝑥 = 3 +
3𝑥 + 1

𝑥# − 𝑥 − 6
3𝑥 + 1

𝑥# − 𝑥 − 6
=

3𝑥 + 1
𝑥 + 2 𝑥 − 3

=
𝐴

𝑥 + 2
+

𝐵
𝑥 − 3

3𝑥 + 1 = 𝐴 𝑥 − 3 + 𝐵 𝑥 + 2
𝑥 = −2 → 3 −2 + 1 = 𝐴 −2 − 3 → 𝐴 = 1
𝑥 = 3 → 3 3 + 1 = 𝐴 −3 + 2 → 𝐵 = 2

∴ 2
*

, 3𝑥# − 17
𝑥# − 𝑥 − 6

𝑑𝑥 = 2
*

,
3 +

1
𝑥 + 2

+
2

𝑥 − 3
𝑑𝑥

= 3𝑥 + ln 𝑥 + 2 + 2 ln 𝑥 − 3 *
,

= 21 + ln 9 + 2 ln 4 − 12 + ln 6 + 2 ln 1 ≈ 12.178

3

3𝑥# − 17𝑥# − 𝑥 − 6

−3𝑥# ± 3𝑥 ± 18

3𝑥 + 1

𝑥# − 𝑥 − 6
= 𝑥 + 2 𝑥 − 3

𝑥 = −2
𝑥 = 3

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

ىغلم
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لماكتلاتاقيبطت

ىوتسملايفتاحاسملا

𝒂] ةرتفلا يف تانيسلا روحم و𝒇 ةلادلا ىنحنمب ةددحم ةقطنم ةحاسم :لاًوأ ,𝒃]

𝒇(𝒙)ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس = 𝑥# + 4 − 4𝑥
𝑥 نيميقتسملا و تانيسلا روحم و = 2 ,𝑥 = 5

𝒇(𝒙)ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس = 𝑥# + 4 − 4𝑥
𝑥 نيميقتسملا و تانيسلا روحم و = −1 ,𝑥 = 4

∵ 𝑓 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ 2,5

𝐴 = 2
#

+
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 2

#

+
𝑥# + 4 − 4𝑥 𝑑𝑥

=
𝑥"

3
+ 4𝑥 −

4𝑥#

2 #

+

=
5"

3
+ 4 5 − 2 5 # −

2"

3
+ 4 2 − 2 2 #

= 9  ةعبرم ةدحو

∵ 𝑓 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ −1,4

𝐴 = 2
'!

*
𝑥# + 4 − 4𝑥 𝑑𝑥

=
𝑥"

3
+ 4𝑥 −

4𝑥#

2 '!

*

=
4"

3
+ 4 4 − 2 4 #

−
−1 "

3
+ 4 −1 − 2 −1 #

= "+
"

 ةعبرم ةدحو

68
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𝑓: 𝑓ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس 𝑥 = 𝑥# − 3𝑥و 
تانيسلا روحم

𝑓: 𝑓ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس 𝑥 = 𝑥# + 5𝑥 +  روحم و4
.تانيسلا

69

∵ 𝑓 𝑥 ≤ 0 ∀ 𝑥 ∈ 0,3

∴ 𝐴 = −2
I

"
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

= 2
I

"
𝑥# − 3𝑥 𝑑𝑥

= −
𝑥"

3
−
3𝑥#

2 I

"

= −
3"

3
−
3 3 #

2
−

0"

3
−
3 0 #

2

=
9
2

ةعبرم ةدحو

تانيسلا روحم عم عطاقتلا طقن
𝑓 𝑥 = 0

𝑥# − 3𝑥 = 0

𝑥 = 0
𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 3

ةراشلإا ةسارد

∞+−+−∞
30

∵ 𝑓 𝑥 ≤ 0 ∀ 𝑥 ∈ −4,−1

∴ 𝐴 = −2
'*

'!
𝑥# + 5𝑥 + 4 𝑑𝑥

= −
𝑥"

3
+
5𝑥#

2
+ 4𝑥

'*

'!

= −�

�

(−1)"

3
+
5 −1 #

2
+ 4 −1

−
(−4)"

3
+
5 −4 #

2
+ 4 −4

=
9
2

ةعبرم ةدحو

تانيسلا روحم عم عطاقتلا طقن
𝑓 𝑥 = 𝑥# + 5𝑥 + 4 = 0

𝑥 + 1 𝑥 + 4 = 0
𝑥 = −1, 𝑥 = −4

ةراشلإا ةسارد

∞+−+−∞
−1−4
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 يف تانيسلا روحم و𝑓ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝑓 .ةنيبملا ةرتفلا 𝑥 = 𝑥" − 4𝑥 , −𝟏 , 𝟑

#

70

𝑓 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥" − 4𝑥 = 𝑥 𝑥# − 4

= 𝑥 𝑥 − 2 𝑥 + 2 = 0

𝑥 = 0 ∈ −1,
3
2

𝑥 = 2 ∉ −1,
3
2

𝑥 = −2 ∉ −1,
3
2

∴ 𝐴 = 2
'!

I
𝑥" − 4𝑥 𝑑𝑥 + 2

I

"
#
𝑥" − 4𝑥 𝑑𝑥

=
𝑥*

4
− 2𝑥#

'!

I

+
𝑥*

4
− 2𝑥#

I

"
#

= 0 −
−1 *

4
− 2 −1 # +

3
2

*

4
− 2

3
2

#

− 0

=
7
4
+ −

207
64

=
319
64

ةعبرم ةدحو
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71

 ةرتفلا يف تانيسلا روحم و𝑓ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝑓 .ةنيبملا 𝑥 = 𝑥" − 9𝑥 , −2 ,1

𝑓 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥" − 9𝑥 = 𝑥(𝑥# − 9)

= 𝑥 𝑥 − 3 𝑥 + 3 = 0�
𝑥 = 0 ∈ −2,1
𝑥 = 3 ∉ −2,1
𝑥 = −3 ∉ −2,1

∴ 𝐴 = 2
'#

I
𝑥" − 9𝑥 𝑑𝑥 + 2

I

!
𝑥" − 9𝑥 𝑑𝑥

=
𝑥*

4
−
9𝑥#

2 '#

I

+
𝑥*

4
−
9𝑥#

2 I

!

= 0 −
−2 *

4
−
9 −2 #

2
+

1
4
−
9
2
− 0

= 14 + −
17
4

=
73
4

ةعبرم ةدحو
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 يف تانيسلا روحم و𝑓ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝑓 .ةنيبملا ةرتفلا 𝑥 = sin 𝑥 , − H

#
, H
#

𝑓س 𝑥 = 𝒄𝒐𝒔 𝑥 , 𝟎 ,𝛑

72

sin 𝑥 = 0, 𝑥 = 0 ∈ −
𝜋
2
,
𝜋
2

𝐴 = 2
'H
#

I
sin 𝑥 𝑑𝑥 + 2

I

H
#
sin 𝑥 𝑑𝑥

= −cos 𝑥 'H
#

I + −cos 𝑥 I

H
#

= −cos 0 − −cos
−𝜋
2

− −cos
𝜋
2
− −cos 0

= −1 + 1 = 2 ةعبرم ةدحو

𝑓 𝑥 = 0, cos 𝑥 = 0, 𝑥 =
𝜋
2
∈ 0, 𝜋

𝐴 = 2
I

H
#
cos 𝑥 𝑑𝑥 + 2

H
#

H
cos 𝑥 𝑑𝑥

= sin 𝑥 I

H
# + sin 𝑥 H

#

H

= sin
𝜋
2
− sin 0 + sin 𝜋 − sin

𝜋
2

= 1 + −1 = 2 ةعبرم ةدحو

ىغلم
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𝒂] ةرتفلا يف نيتلاد يينحنمب ةددحم ةقطنم ةحاسم :اًيناث ,𝒃]

𝑓: 𝒇(𝒙) ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس = 𝑥# + 𝟑
𝑔: 𝑔 ةلادلا ىنحنم و 𝑥 = 𝑥# + 𝑥 نيميقتسملا و1 = −1 ,𝑥 = 1
𝑓 :نأب اًملع 𝑥 > 𝑔 𝑥 ,∀ 𝑥 ∈ [−1 ,1]

𝑓: 𝒇(𝒙) ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس = 𝑥# + 𝟐
𝑔: 𝑔 ةلادلا ىنحنم و 𝑥 = ! 𝑥نيميقتسملا و 𝑥 = 0 ,𝑥 = 1
𝑓 :نأب اًملع 𝑥 > 𝑔 𝑥 ,∀ 𝑥 ∈ [0 ,1]

73

∵ 𝑓 𝑥 > 𝑔 𝑥 , ∀ 𝑥 ∈ 0,1

∴ 𝐴 = 2
I

!
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 2

I

!
𝑥# + 2 − 𝑥

!
" 𝑑𝑥

= 2
I

!
𝑥# + 2 − 𝑥

!
" 𝑑𝑥 =

𝑥"

3
+ 2𝑥 −

3
4
𝑥
*
"

I

!

=
1"

3
+ 2 −

3
4

− 0 =
19
12

ةعبرم ةدحو

∵ 𝑓 𝑥 > 𝑔 𝑥 , ∀ 𝑥 ∈ −1,1

∴ 𝐴 = 2
'!

!
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 2

'!

!
𝑥# + 3 − 𝑥# + 1 𝑑𝑥

= 2
'!

!
𝑥# + 3 − 𝑥# − 1 𝑑𝑥 =2

'!

!
2 𝑑𝑥

= 2𝑥 '!
! = 2 − −2 = 4 ةعبرم ةدحو
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𝑓: 𝒇(𝒙) ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس = 𝑥# + 𝟏
𝑔: 𝑔 ةلادلا ىنحنم و 𝑥 = −𝑥# − 𝑥 نيميقتسملا و3 = −1 ,𝑥 = 1
𝑓 نيتلادلل نيينحنملانأب اًملع ,𝑔نيعطاقتم ريغ.

𝑓: 𝒇(𝒙) ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس = 𝒆𝒙و 
𝑔:𝑔 ةلادلا ىنحنم 𝑥 = −1 − 𝑥#نيميقتسملا و 𝑥 = 0 ,𝑥 = 3
𝑓 نيتلادلل نيينحنملانأب اًملع ,𝑔نيعطاقتم ريغ.
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𝐴 = 2
I

"
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 2

I

"
𝑒$ − −1 − 𝑥# 𝑑𝑥

= 2
I

"
𝑒$ + 1 + 𝑥# 𝑑𝑥 = 𝑒$ + 𝑥 +

𝑥"

3 I

"

= 𝑒" + 3 +
3"

3
− 𝑒I + 0 +

0"

3
= 31.09 ةعبرم ةدحو

𝑒" + 11

𝐴 = 2
'!

!
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 = 2

'!

!
𝑥# + 1 − −𝑥# − 3 𝑑𝑥

= 2
'!

!
𝑥# + 1 + 𝑥# + 3 𝑑𝑥 = 2

'!

!
2𝑥# + 4 𝑑𝑥

=
2𝑥"

3
+ 4𝑥

'!

!

=
2 1 "

3
+ 4 1 −

2 −1 "

3
+ 4 −1 =

28
3

ةعبرم ةدحو
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 : نيتلادلا يينحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝑦! = 𝑥# + 2 , 𝑦𝟐 = −𝟐𝒙 + 𝟓

 : نيتلادلا يينحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝑦! = 𝟐 − 𝒙𝟐 , 𝑦𝟐 = −𝒙

75

𝐴 = 2
'!

#
𝑦! − 𝑦# 𝑑𝑥

= 2
'!

#
2 − 𝑥# − −𝑥 𝑑𝑥

= 2
'!

#
2 − 𝑥# + 𝑥 𝑑𝑥

= 2𝑥 −
𝑥"

3
+
𝑥#

2 '!

#

= 2 2 −
2 "

3
+

2 #

2
− 2 −1 −

−1 "

3
+

−1 #

2

=
9
2

ةعبرم ةدحو

عطاقتلا
𝑦! = 𝑦#

2 − 𝑥# = −𝑥
𝑥# − 𝑥 − 2 = 0

𝑥 = −1
𝑥 = 2

عطاقتلا
𝑦! = 𝑦#

𝑥# + 2 = −2𝑥 + 5
𝑥# + 2 + 2𝑥 − 5 = 0
𝑥# + 2𝑥 − 3 = 0

𝑥 = 1
𝑥 = −3

𝐴 = 2
'!

#
𝑦! − 𝑦# 𝑑𝑥

= 2
'"

!
𝑥# + 2 − −2 + 5 𝑑𝑥

= 2
'"

!
𝑥# + 2 + 2𝑥 − 5 𝑑𝑥

= 2
'"

!
𝑥# + 2𝑥 − 3 𝑑𝑥

=
𝑥"

3
+
2𝑥#

2
− 3𝑥

'"

!

=
1
3
+ 1 − 3 −

−3 "

3
+ −3 # + 3 −3

=
32
3

ةعبرم ةدحو
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 : نيتلادلا يينحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝑓(𝑥) = −2𝑥# + 2 , 𝑔(𝑥) = 𝑥# − 1

 : نيتلادلا يينحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝑓 𝑥 = 𝑥# + 1 , 𝑔 𝑥 = −𝑥# + 𝟗

76

𝐴 = 2
'#

#
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

= 2
'#

#
𝑥# + 1 + 𝑥# − 9 𝑑𝑥

= 2
'#

#
2𝑥# − 8 𝑑𝑥

=
2𝑥"

3
− 8𝑥

'#

#

=
2 2 "

3
− 8 2 −

2 −2 "

3
− 8 −2

=
64
3

ةعبرم ةدحو

عطاقتلا
𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥

𝑥# + 1 = −𝑥# + 9
2𝑥# = 8
𝑥# = 4
𝑥 = ±2

𝐴 = 2
'!

!
𝑔 − 𝑓 𝑑𝑥

= 2
'!

!
𝑥# − 1 − −2𝑥# + 2 𝑑𝑥

= 2
'!

!
𝑥# − 1 + 2𝑥# − 2 𝑑𝑥

= 2
'!

!
3𝑥# − 3 𝑑𝑥

=
3𝑥"

3
− 3𝑥

'!

!

= 1" − 3 1 − −1 " − 3 −1

= 4 ةعبرم ةدحو

عطاقتلا
𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥

−2𝑥# + 2 = 𝑥# − 1

−2𝑥# + 2 − 𝑥# + 1
= 0
−3𝑥# + 3 = 0
𝑥# − 1 = 0
𝑥# = 1

𝑥 = ∓ 1 = ±1
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 امم لك يف𝑔 ةلادلا ىنجنم و𝑓 ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝑓:يلي 𝑥 = 1 − 𝑥" , 𝑔 𝑥 = −4𝑥 + 1

𝑔 ةلادلا ىنجنم و𝑓 ةلادلا ىنحنمب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝑓:ثيح 𝑥 = 𝑥" − 1 , 𝑔 𝑥 = 𝑥 − 1
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𝐴 = 2
'!

I
𝑓 − 𝑔 𝑑𝑥 + 2

I

!
𝑓 − 𝑔 𝑑𝑥

= 2
'!

I
𝑥" − 𝑥 𝑑𝑥 + 2

I

!
𝑥" − 𝑥 𝑑𝑥

=
𝑥*

4
−
𝑥#

2 '!

I

+
𝑥*

4
−
𝑥#

2 I

!

= 0 −
−1 *

4
−

−1 #

2

+
1 *

4
−

1 #

2
− 0

=
1
4
+
1
4
=
1
2

ةعبرم ةدحو

عطاقتلا
𝑓 = 𝑔

𝑥" − 1 = 𝑥 − 1
𝑥" − 1 − 𝑥 + 1 = 0

𝑥" − 𝑥 = 0
𝑥 𝑥# − 1 = 0

𝑥 𝑥 − 1 𝑥 + 1 = 0
𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑥 = −1
𝑓 − 𝑔 = 𝑥" − 𝑥

∞−∞
10−1

𝐴 = 2
'#

I
𝑓 − 𝑔 𝑑𝑥 + 2

I

#
𝑓 − 𝑔 𝑑𝑥

= 2
'#

I
−𝑥" + 4𝑥 𝑑𝑥 + 2

I

#
−𝑥" + 4𝑥 𝑑𝑥

=
−𝑥*

4
+ 2𝑥#

'#

I

+
−𝑥*

4
+ 2𝑥#

I

#

= 0 −
− −2 *

4
+ 2 −2 #

+
− 2 *

4
+ 2 2 # − 0

= 4 + 4 = 8 ةعبرم ةدحو

عطاقتلا
𝑓 = 𝑔

1 − 𝑥" = −4𝑥 + 1
1 − 𝑥" + 4𝑥 − 1 = 0

𝑥" − 4𝑥 = 0
𝑥 𝑥# − 4 = 0

𝑥 𝑥 − 2 𝑥 + 2 = 0
𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑥 = −2

∞−∞
20−2

ىغلم
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: نيينحنملاب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس
𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑 − 𝒙 , 𝒈 𝒙 = 3 − 3𝑥#

78

𝐴 = 2
'"

'!
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥 + 2

'!

!
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

= 2
'"

'!
𝑥" − 𝑥 − 3 + 3𝑥# 𝑑𝑥 + 2

'!

!
𝑥" − 𝑥 − 3 + 3𝑥# 𝑑𝑥

=
𝑥*

4
−
𝑥#

2
− 3𝑥 + 𝑥"

'"

'!

+
𝑥*

4
−
𝑥#

2
− 3𝑥 + 𝑥"

'!

!

= �

�

−1 *

4
−

−1 #

2
− 3 −1 + −1 "

−
−3 *

4
−

−3 #

2
− 3 −3 + −3 "

+ �

�

1 *

4
−

1 #

2
− 3 1 + 1 "

−
−1 *

4
−

−1 #

2
− 3 −1 + −1 "

= 4 + 4 = 8 ةعبرم ةدحو

𝑓 = 𝑔
𝑥" − 𝑥 = 3 − 3𝑥#

𝑥" − 𝑥 − 3 + 3𝑥# = 0
𝑥" + 3𝑥# − 𝑥 − 3 = 0

𝑥 = −3
𝑥 = 1
𝑥 = −1

∞−∞
1−1−3

ىغلم



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

𝒇 : نيينحنملاب ةددحملا ةقطنملا ةحاسم دجوأس 𝒙 = 𝑥 , 𝒈 𝒙 = $
#

𝑥 نيميقتسملا و = 0 ,𝑥 = 9

79

𝑥 = 0 ∉ 0,9 𝑥 = 4 ∈ 0,9

𝐴 = 2
I

*
𝑓 − 𝑔 𝑑𝑥 + 2

*

G
𝑓 − 𝑔 𝑑𝑥

= 2
I

*
𝑥
!
# −

𝑥
2
𝑑𝑥 + 2

*

G
𝑥
!
# −

𝑥
2
𝑑𝑥

=
2
3
𝑥
"
# −

𝑥#

4 I

*

+
2
3
𝑥
"
# −

𝑥#

4 *

G

=
2
3
4

"
# −

4#

4
− 0 +

2
3
9

"
# −

9#

4
−

2
3
4

"
# −

4#

4

=
4
3
+
43
12

=
59
12

ةعبرم ةدحو

عطاقتلا
𝑓 = 𝑔

𝑥 =
𝑥
2

𝑥
1
=
𝑥#

4
𝑥# = 4𝑥

𝑥# − 4𝑥 = 0
𝑥 𝑥 − 4 = 0

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

ىغلم
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لماكتلاتاقيبطت

ةينارودلاماسجلأاموجح

𝑉 = 2
?

A
𝜋 𝑓 𝑥

#
𝑑𝑥

 روحم لوح ةلماك ةرود ةيوتسملا ةقطنملا نارود نم جتانلا مسجملا مجحدجوأس
𝑓: 𝑓 ةلادلا ىنحنمب ةددحملا و تانيسلا 𝑥 = 𝑥# +  يف تانيسلا روحم و2
.1,1− ةرتفلا

 روحم لوح ةلماك ةرود ةيوتسملا ةقطنملا نارود نم جتانلا مسجملا مجحدجوأس
𝑓: 𝑓 ةلادلا ىنحنمب ةددحملا و تانيسلا 𝑥 = 𝑥 −  يف تانيسلا روحم و1
.1,5 ةرتفلا

80

𝑽 = 𝛑2
𝒂

𝒃
𝒇 𝒙

𝟐
𝒅𝒙

= π2
'!

!
𝑥# + 2 #𝑑𝑥

= π2
'!

!
𝑥* + 4𝑥# + 4 𝑑𝑥 = π

𝑥+

5
+
4𝑥"

3
+ 4𝑥

1

−1

= π
1 +

5
+
4 1 "

3
+ 4 1 −

−1 +

5
+
4 −1 "

3
+ 4 −1

= π
166
155

=
166
155

π

𝑽 = 𝛑2
𝒂

𝒃
𝒇 𝒙 𝟐𝒅𝒙 = π 2

!

+
𝑥 − 1

#
𝑑𝑥

= π2
!

+
𝑥 − 1 𝑑𝑥 = π

𝑥#

2
− 𝑥

!

+

= π
5#

2
− 5 −

1#

2
− 1

= 8 π

ةبعكم ةدحو

ةبعكم ةدحو

𝑎 + 𝑏 # = 𝑎# + 2𝑎𝑏 + 𝑏#
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 نارود نم جتانلا مسجملا مجحدجوأ ددحملا لماكتلا مادختسابس
فصنب ةددحملا و تانيسلا روحم لوح ةلماك ةرود ةيوتسملا ةقطنملا
𝑦 ةرئادلا = 𝑟# − 𝑥#

y

ŠƤƐƴưƫř 
ŠƿƺŤƀưƫř

x1-1

 şŵŶŰưƫřƹ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ Ʃƺů ŠƬƯŚƧ şŹƹŵ ŠƿƺŤƀưƫř ŠƤƐƴưƫř ƱřŹƹŵ ƲƯ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř ƮŬů Ŷūƹŏ
. ,1 1-6 @ şźŤƠƫř ƾƟ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯƹ ( )f x x 22= +   :  f  ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴưŝ

:ƪŰƫř

:ƺƷ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř ƮŬů

ƾŰǀƋƺţ ƪƨƃ

y

x

x dx2� 2 2

1

1
= +

-
^ h#
x x dx4 4� 4 2

1

1
= + +

-
^ h#

x x x
5

4 4
3

�
5 3

1

1

= + +
-

; E
5
1
3
4 4 5

1
3
4 4�= + + - - - -a ak k: D

15
166

= � units cube

: f  ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴưŝ şŵŶŰưƫřƹ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ Ʃƺů ŠƬƯŚƧ şŹƹŵ ŠƿƺŤƀưƫř ŠƤƐƴưƫř ƱřŹƹŵ ƲƯ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř ƮŬů Ŷūƹŏ  1

. ,1 56 @ şźŤƠƫř ƾƟ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯƹ ( )f x x 1= -

( )�V f x dx2
1

1
=

-
^ h#

 şźØƧ ƺƷ (şźŗřŵ ƞƈƳ) ( ) 4f x x2= -  ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴƯ ƱřŹƹŵ ƲƯ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř Ʊŏ ŚƴƔůǅ «ƂƣŚƴŤƳƹ źƨƠƳ ŚƴƗŵ» şźƤƟ ƲƯ
.şź Øƨƫř ƮŬů ƱƺƳŚƣ šŚŞŧœ ƾƟ ŠǀƳřŹƹŶƫř ƭŚƀūǃř ƭƺŬů ŵŚŬƿœ şŶƗŚƣ ƭřŶŴŤſř Śƴƴƨưƿƹ .r 2=  ŚƷźƐƣ ƞƈƳ ƩƺƏ

ƾŰǀƋƺţ ƪƨƃ

y

-r r x

 ŠƤƐƴưƫř  ƱřŹƹŵ  ƲƯ  ŪţŚƴƫř  ƮƀŬưƫř  ƮŬů  Ŷūƹŏ  ŵŶŰưƫř  ƪƯŚƨŤƫř  ƭřŶŴŤſŚŝ
 şźŗřŶƫř  ƞƈƴŝ  şŵŶŰưƫřƹ  šŚƴǀƀƫř  ŹƺŰƯ  Ʃƺů  ŠƬƯŚƧ  şŹƹŵ  ŠƿƺŤƀưƫř

y r x2 2= -

:ƪŰƫř

y r x2 2a = -

 r ŚƷźƐƣ ƞƈƳ ƩƺƏƹ ,0 0^ h ƪƇǃř ŠƐƤƳ ŚƷżƧźƯ şźŗřŵ ƞƈƳ ŠƫŵŚƘƯ ƪŨưţ
.şźØƧ ƺƷ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ Ʃƺů ŠƬƯŚƧ şŹƹŵ ŠƿƺŤƀưƫř ŠƤƐƴưƫř ƱřŹƹŵ ƲƯ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř  `
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 ةقطنملا نارود نم جتانلا مسجملا مجحدجوأ ددحملا لماكتلا مادختسابس
:𝑓 ةلادلا ىنحنمب ةددحملا و تانيسلا روحم لوح ةلماك ةرود ةيوتسملا

𝑓 𝑥 = 𝑟 , 𝑟 ≠ 0] ةرتفلا يف0 ,ℎ]

81

𝑦 = 𝑟# − 𝑥#اهرطق فصن(0,0) اهزكرم ةرئادفصنةلداعم 𝒓

𝒗 = 𝝅2
'𝒓

𝒓
𝒚𝟐𝒅𝒙 = 𝝅2

'𝒓

𝒓
𝒓𝟐 − 𝒙𝟐

𝟐
𝒅𝒙

= 𝜋2
'O

O
𝑟# − 𝑥# 𝑑𝑥

= 𝜋 𝑟#𝑥 −
𝑥"

3 'O

O

= 𝜋 𝑟# 𝑟 −
𝑟 "

3
− 𝑟# −𝑟 −

−𝑟 "

3

= 𝜋 𝑟" −
𝑟"

3
+ 𝑟" −

𝑟"

3

= 𝜋𝑟" 1 −
1
3
+ 1 −

1
3

= 𝜋𝑟" ⋅
4
3
=
4
3
⋅ 𝜋𝑟" ةعبرم ةدحو

𝑽 = 𝝅2
𝒂

𝒃
𝒇 𝒙

𝟐
𝒅𝒙 = 𝝅2

𝟎

𝒉
𝒓 𝟐𝒅𝒙

= 𝜋2
I

R
𝑟#𝑑𝑥 = 𝜋 𝑟#𝑥 I

R

= 𝜋 𝑟# ℎ − 𝑟# 0
= 𝜋𝑟#ℎ ةعبرم ةدحو
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:عطاقتلا
𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥

𝑥# # = 𝑥 # ⇒ 𝑥* = 𝑥, 𝑥* − 𝑥 = 0
𝑥 𝑥" − 1" = 0

𝑥 𝑥 − 1 𝑥# + 𝑥 + 1 = 0
𝑥 = 0, 𝑥 = 1
𝑥# + 𝑥 + 1 = 0

Δ  ةيقيقح لولح دجوي لا < 0
0,1  لماكتلا دودح

 ةيرايتخا ةميق
1
2
∈ 0,1

𝑓
1
2

=
1
2

#

= 0.25

𝑔
1
2

=
1
2
≈ 0.70

∴ 𝑔 𝑥 ≥ 𝑓 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ 0,1

𝑉 = 𝜋2
?

A
𝑔 𝑥

#
− 𝑓 𝑥

#
𝑑𝑥

= 𝜋2
I

!
𝑥 # − 𝑥# # 𝑑𝑥

= 𝜋2
I

!
𝑥 − 𝑥* 𝑑𝑥

= 𝜋
𝑥#

2
−
𝑥+

5 I

!

= 𝜋
1
2
−
1
5
− 0 =

3
10
𝜋 ةبعكم ةدحو

 ةلماك ةرود ةيوتسملا ةقطنملا نارود نم جتانلا مسجملا مجحدجوأس
:نيتلادلا يينحنمب ةددحملا و تانيسلا روحم لوح

𝑓 𝑥 = 𝑥# , 𝑔 𝑥 = 𝑥

y

-r r x

 :ƺƷ (şźØƨƫř) ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř ƮŬů   `

V y dx r x dx� �2 2 2 2

r

r

r

r
= = -

- -

_ i# #
r x dx r x x

3� �2 2 2
3

r

r

r

r

= - = -
- -
^ h : D#
r r r r

3 3� 3
3

3
3

= - - - +a ak k; E
r3

4 � 3=  units cube

 şŵŶŰưƫřƹ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ Ʃƺů ŠƬƯŚƧ şŹƹŵ ŠƿƺŤƀưƫř ŠƤƐƴưƫř ƱřŹƹŵ ƲƯ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř ƮŬů Ŷūƹŏ ŵŶŰưƫř ƪƯŚƨŤƫř ƭřŶŴŤſŚŝ  2
, h06 @ şźŤƠƫř ƾƟ ( ) , 0f x r r !=   :  f ŠƫřŶƫř ƼƴŰƴưŝ

 ŹƺŰƯ Ʃƺů ŠƬƯŚƧ şŹƹŵ ,x a x b= =  ƲǀưǀƤŤƀưƫřƹ f , g ƲǀŤƫřŶƫř ƾǀƴŰƴưŝ şŵŶŰƯ ŠƤƐƴƯ ƱřŹƹŵ ƲƗ ƮƀŬƯ ŪŤƳ řŷœ
:şŶƗŚƤƫŚŝ ƼƐƘƿ ƮƀŬưƫř řŸƷ ƮŬů ƱŔƟ ¬ ,a b6 @ şźŤƠƫř ƾƟ ŚƸƀƠƳ şŹŚƃǈř ŚưƸƫ f, g ŦǀŰŝ ¬šŚƴǀƀƫř

( ) ( )V f x g x dx� 2 2

a

b
= -^ ^h h6 @#
( ) ( )f x g x 0GG  ƹŏ ( ) ( )f x g x 0H H  :Ŧǀů

ƲǀŤƫřŶƫř  ƾǀƴŰƴưŝ  şŵŶŰưƫřƹ  šŚƴǀƀƫř  ŹƺŰƯ  Ʃƺů  ŠƬƯŚƧ  şŹƹŵ  ŠƿƺŤƀưƫř  ŠƤƐƴưƫř  ƱřŹƹŵ  ƲƯ  ŪţŚƴƫř  ƮƀŬưƫř  ƮŬů  Ŷūƹŏ

y

x

( )g x

x
=

(
)

f x
x
2

=

( ) , ( ) :f x x g x x g2= =

:ƪŰƫř

 ƲǀŤƫřŶƫř ƾǀƴŰƴưŝ şŵŶŰƯ ŠƿƺŤƀưƫř ŠƤƐƴưƫř
:ƖƋƺŝ ƖƏŚƤŤƫř ŶŬƳ

( ) ( )f x g x=

0x x x2 H= ^ h
ƲǀƟźƐƫř ƖǀŝźŤŝ

y

x

x x4 =

0x x4 - =

0( )x x 13 - =

0x x x x1 12- + + =^ ^h h
0 ,x x 1= =  :ƼƬƗ ƪƈŰƳ

0x x 12 + + =  ŠƫŵŚƘưƫř Ƽƫœ ŠŞƀƴƫŚŝƹ
: T  żǀưưƫř ŶūƺƳ

( )( ) 3 , 3 01 4 1 1T 1= - = - -

 ,0 16 @ ƼƬƗ ƪƯŚƨŤƫř ƱƺƨǀƟ R  ƾƟ ƩƺƬů ŚƸƫ žǀƫ ŠƫŵŚƘưƫř `

78

82



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

 ةلماك ةرود ةيوتسملا ةقطنملا نارود نم جتانلا مسجملا مجحدجوأس
:نيتلادلا يينحنم نيب ةددحملا و تانيسلا روحم لوح

𝑓 𝑥 =
𝑥#

2
+ 1, 𝑔 𝑥 =

𝑥
2
+ 2

83

𝑓 :عطاقتلا 𝑥 = 𝑔 𝑥

𝑥#

2
+ 1 =

𝑥
2
+ 2

𝑥# + 2 = 𝑥 + 4
𝑥# + 2 − 𝑥 − 4 = 0 𝑥# − 𝑥 − 2 = 0

𝑥 + 1 𝑥 − 2 = 0
𝑥 = −1, 𝑥 = 2 −1,2

0 ةيرايتخا ةميق ∈ −1,2

𝑓 0 = 1 𝑔 0 = 2
∴ 𝑔 𝑥 ≥ 𝑓 𝑥 ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ −1,2

𝑉 = 𝜋2
'!

#
𝑔 𝑥

#
− 𝑓 𝑥

#
𝑑𝑥

= 𝜋2
'!

# 𝑥
2
+ 2

#
−

𝑥#

2
+ 1

#

𝑑𝑥

= 𝜋2
'!

# 𝑥#

4
+ 2𝑥 + 4 −

𝑥*

4
+ 𝑥# + 1 𝑑𝑥

= 𝜋2
'!

# 𝑥#

4
+ 2𝑥 + 4 −

𝑥*

4
− 𝑥# − 1 𝑑𝑥

= 𝜋
𝑥"

12
+
2𝑥#

2
+ 4𝑥 −

𝑥+

20
−
𝑥"

3
− 𝑥

'!

#

= 𝜋�

�

2"

12
+ 2# + 4 2 −

2+

20
−
2"

3
− 2

−
−1 "

3
+ −1 # + 4 −1 −

−1 +

20
−

−1 "

3
− −1

=
81
10

𝜋 = 8.1 𝜋 ةبعكم ةدحو
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𝑦# ≥ 𝑦! ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ 0,
𝜋
4

𝑉 = 𝜋2
I

H
*
𝑦# # − 𝑦! # 𝑑𝑥

= 𝜋2
I

H
*
cos# 𝑥 − sin# 𝑥 𝑑𝑥

= 𝜋2
I

H
*
cos 2𝑥 𝑑𝑥

= 𝜋
sin 2𝑥
2 I

H
*
=
𝜋
2
sin 2×

𝜋
4
− sin 2×0

=
𝜋
2
1 − 0 =

𝜋
2

ةبعكم ةدحو

 ةلماك ةرود ةيوتسملا ةقطنملا نارود نم جتانلا مسجملا مجحدجوأس
:نيتلادلا يينحنمب ةددحملا و تانيسلا روحم لوح

𝑦! = 𝑠𝑖𝑛𝑥 , 𝑦# = cos 𝑥0ةرتفلا ىلع, H
*

 4
1x =  ƲƨŤƫƹ ,0 1^ h ƾƟ ŠƿŹŚǀŤųř Šưǀƣ ŸųŐƳ

4
1

16
1 , 4

1
2
1f g= =a ak k
,( ) ( )g x f x x0 0 1` 6H H ! 6 @

( ) ( )V g x f x dx� 2 2

0

1
= -^ ^h h6 @#   :ƱřŹƹŶƫř ƲƗ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř ƮŬů  `

( ) ( )V x x dx� 2 2 2

0

1
= -^ h7 A#

V x x dx
0

1
4π= -^ h#

( )x x
2
1 02 5 5
12 5

0

1

π π - -= - = a k: :D D
10
3 π=  units cube

 ƲǀŤƫřŶƫř  ƾǀƴŰƴƯ  Ʋǀŝ  şŵŶŰưƫřƹ  šŚƴǀƀƫř  ŹƺŰƯ  Ʃƺů  ŠƬƯŚƧ  şŹƹŵ  ŠƿƺŤƀưƫř  ŠƤƐƴưƫř  ƱřŹƹŵ  ƲƯ  ŪţŚƴƫř  ƮƀŬưƫř  ƮŬů  Ŷūƹŏ  3

( )f x x
2 1
2

= + ,  ( )g x x
2 2= +

ŹƺŰƯ Ʃƺů ŠƬƯŚƧ şŹƹŵ ŠƿƺŤƀưƫř ŠƤƐƴưƫř ƱřŹƹŵ ƲƯ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř ƮŬů Ŷūƹŏ
. , �0 4: D şźŤƠƫř ƼƬƗ , y xsin cosy x1 = =2  .ƲǀŤƫřŶƫř ƾǀƴŰƴưŝ şŵŶŰưƫřƹ šŚƴǀƀƫř

:ƪŰƫř

cosy x=2

siny x=1

x

y

 0 , 4
π8 B şźŤƠƫř ƾƟ y1     ,     y2  ƲǀŤƫřŶƫř ƲƯ ƪƧ ƼƴŰƴƯ ƮſźƳ

 .(ƪŝŚƤưƫř) ƪƨƄƫř ƾƟ ŠŰÚƋƺƯ ŠƤƐƴưƫř

x

y 0y y1H H2  :Ʊŏ ƒůǈƳ ƾƳŚǀŞƫř Ʈſźƫř ƲƯ
V y y dx�

0

2 2
�
4

= - 12^ h6#  :ƽƹŚƀƿ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř ƮŬů   `

cos sinx x dx� 2

0

4
�

2= -^ h6#
2cos x dx�

0

4
�

= ^ h# cos sin cosx x x22 2- =

2 2xsin�
0
4
�

= ^ h6 @
2 01�

= -^ hy

x
y

x
3

=

+

1

y x 12
= +2

-1 1

1

2

2
3
4

-2-3

�
2=  (ŠŞƘƨƯ şŶůƹ)

 şŵŶŰưƫřƹ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ Ʃƺů ŠƬƯŚƧ şŹƹŵ ŠƤƐƴưƫř ƱřŹƹŵ ƲƯ ŪţŚƴƫř ƮƀŬưƫř ƮŬů Ŷūƹŏ  4
,y x y x3 12= + = +21  :ƲǀŤƫřŶƫř ƾǀƴŰƴưŝ

79

84

ىغلم



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

 و تانيسلا روحم لوح ةلماك ةرود ةقطنملا نارود نم جتانلا مسجملا مجحدجوأس
!𝑦:نيتلادلا يينحنمب ةددحملا = 𝑥 + 3,𝑦# = 𝑥# + 1

85

!𝑦  :عطاقتلا = 𝑦#
𝑥 + 3 = 𝑥# + 1

𝑥# + 1 − 𝑥 − 3 = 0
𝑥# − 𝑥 − 2 = 0
𝑥 + 1 𝑥 − 2 = 0

𝑥 = −1, 𝑥 = 2 −1,2
0 ةيرايتخا ةميق ∈ −1,2

𝑦! I = 3 𝑦# I = 1

∴ 𝑦! ≥ 𝑦# ≥ 0 ∀ 𝑥 ∈ −1,2

𝑉 = 𝜋2
'!

#
𝑦! # − 𝑦# #𝑑𝑥 = 𝜋2

'!

#
𝑥 + 3 # − 𝑥# + 1 # 𝑑𝑥

= 𝜋2
'!

#
𝑥# + 6𝑥 + 9 − 𝑥* + 2𝑥# + 1 𝑑𝑥

= 𝜋2
'!

#
𝑥# + 6𝑥 + 9 − 𝑥* − 2𝑥# − 1 𝑑𝑥

= 𝜋2
'!

#
−𝑥* − 𝑥# + 6𝑥 + 8 𝑑𝑥

= 𝜋 −
𝑥+

5
−
𝑥"

3
+
6𝑥#

2
+ 8𝑥

'!

#

= 𝜋�

�

−
2+

5
−
2"

3
+ 3 2 # + 8 2

−
− −1 +

5
+

−1 "

3
+ 3 −1 # + 8 −1

=
117
5

𝜋 = 23.4 𝜋 ةبعكم ةدحو

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

ىغلم
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𝑃 ةطقن يأ دنع هليم يذلا𝑓 ةلادلا ىنحنم ةلداعم دجوأس 𝑥,𝑦يواسي 
3𝑥# + 𝑥2) ةطقنلاب رمي و ,2)

 لماكتلا مادختساب ةلاد ىنحنم ةلداعم داجيإ :اًيناث

𝑃 ةطقن يأ دنع هليم يذلا𝑓 ةلادلا ىنحنم ةلداعم دجوأس 𝑥,𝑦يواسي
3𝑥# − 4𝑥 + A(1 ةطقنلاب رمي و1 ,2)

86

∵ 𝑓& 𝑥 = 3𝑥# − 4𝑥 + 1

∴ 𝑓 𝑥 = 2 3𝑥# − 4𝑥 + 1 𝑑𝑥 =
3𝑥"

3
−
4𝑥#

2
+ 𝑥 + 𝐶

𝑓 𝑥 = 𝑥" − 2𝑥# + 𝑥 + 𝑐
:دجن A(1,2) ةطقنلا تايثادحإ يفضيوعتلاب

2 = 1 " − 2 1 # + 1 + 𝐶 ⇒ 𝐶 = 2
ةبولطملا ةلداعملا

𝑓 𝑥 = 𝑥" − 2𝑥# + 𝑥 + 2

∵ 𝑓& 𝑥 = 3𝑥# + 𝑥

∴ 𝑓 𝑥 = 2 3𝑥# + 𝑥 𝑑𝑥 =
3𝑥"

3
+
𝑥#

2
+ 𝐶

𝑓 𝑥 = 𝑥" +
𝑥#

2
+ 𝐶

(2,2) ةطقنلا تايثادحإ يف ضيوعتلاب

2 = 2" +
2#

2
+ 𝐶 ⇒ 𝐶 = −8

ةبولطملا ةلداعملا

𝑓 𝑥 = 𝑥" +
𝑥#

2
− 8

لماكتلاتاقيبطت

ةلادىنحنمةلداعم
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𝑃 ةطقن يأ دنع هليم يذلا𝑓 ةلادلا ىنحنم ةلداعم دجوأس 𝑥,𝑦يواسي 
−8𝑥" + 3𝑥# − 2𝑥 + 1−) ةطقنلاب رمي و4 , − 5)

𝑃 ةطقن يأ دنع هليم يذلا𝑓 ةلادلا ىنحنم ةلداعم دجوأس 𝑥,𝑦يواسي 
4𝑥" + 6𝑥# − 2𝑥 + 1) ةطقنلاب رمي و1 ,0)

87

∵ 𝑓& 𝑥 = 4𝑥" + 6𝑥# − 2𝑥 + 1

∴ 𝑓 𝑥 = 2 4𝑥" + 6𝑥# − 2𝑥 + 1 𝑑𝑥

𝑓 𝑥 =
4𝑥*

4
+
6𝑥"

3
−
2𝑥#

2
+ 𝑥 + 𝐶

𝑓 𝑥 = 𝑥* + 2𝑥" − 𝑥# + 𝑥 + 𝐶
(1,0)  ةطقنلا تايثادحإ يف ضيوعتلاب

0 = 1* + 2 1 " − 1 # + 1 + 𝑐 ⇒ 𝐶 = −3
ةبولطملا ةلداعملا

𝑓 𝑥 = 𝑥* + 2𝑥" − 𝑥# + 𝑥 − 3

∵ 𝑓& 𝑥 = −8𝑥" + 3𝑥# − 2𝑥 + 4

∴ 𝑓 𝑥 = 2 −8𝑥" + 3𝑥# − 2𝑥 + 4 𝑑𝑥

𝑓 𝑥 = −
8𝑥*

4
+
3𝑥"

3
−
2𝑥#

2
+ 4𝑥 + 𝐶

𝑓 𝑥 = −2𝑥* + 𝑥" − 𝑥# + 4𝑥 + 𝐶
,1−)  ةطقنلا تايثادحإ يف ضيوعتلاب − 5)

−5 = −2 −1 * + −1 " − −1 # + 4 −1 + 𝐶 ⇒ 𝐶 = 3
ةبولطملا ةلداعملا

𝑓 𝑥 = −2𝑥* + 𝑥" − 𝑥# + 4𝑥 + 3
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𝑥) هيلع ةطقن يأ دنع𝑓 ةلادلا ىنحنمل يدومعلا ليم ناك اذإس ,𝑦)2 وه𝑥 – 1
𝐵(1,0) ةطقنلاب رمي هنأب امًلع ىنحنملا ةلداعم دجوأف

 هيلع ةطقن يأ دنع𝑓 ةلادلا ىنحنم ىلع يدومعلا ليم ناك اذإس
(𝑥 ,𝑦)5 يواسي − 4𝑥ةطقنلاب رمي امدنع ىنحنملا ةلداعم دجوأف 

𝐴(−5,3)

88

𝑓& 𝑥 ≠ 0
−1
𝑓& 𝑥

يدومعلا ليم

𝑓& 𝑥 =
−1
5 − 4𝑥

= −1 5 − 4𝑥 '!#

𝑓 𝑥 = 2−1 5 − 4𝑥 '!# 𝑑𝑥 = −1
2
1 5 − 4𝑥

!
#

−4
+ 𝐶

𝑓 𝑥 =
1
2

5 − 4𝑥 + 𝐶

(5,3−)  ضيوعتلاب

3 =
1
2

5 − 4 −5 + 𝐶 ⇒ 𝐶 =
1
2

ةبولطملا ةلداعملا

𝑓 𝑥 =
1
2

5 − 4𝑥 +
1
2

𝑓& 𝑥 ≠ 0
−1
𝑓& 𝑥

= يدومعلا ليم

𝑓& 𝑥 =
−1

2𝑥 − 1

𝑓 𝑥 = 2
−1

2𝑥 − 1
𝑑𝑥 = −

1
2
ln 2𝑥 − 1 + 𝐶

1,0  ضيوعتلاب

0 = −
1
2
ln 2×1 − 1 + 𝐶

0 = 0 + 𝐶 ⇒ 𝐶 = 0
ةبولطملا ةلداعملا

𝑓 𝑥 =
−1
2
ln 2𝑥 − 1
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&&𝑓 :نكتلس 𝑥 = 6𝑥 − 6
𝑃(−1 ةطقنلا تناك اذإ𝑓 ةلادلا ةلداعم دجوأف .ةلادلل ةجرح ةطقن(15,
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𝑓& 𝑥 = 2 6𝑥 − 6 𝑑𝑥 =
6𝑥#

2
− 6𝑥 + 𝐶

𝑓& 𝑥 = 3𝑥# − 6𝑥 + 𝐶
−1,15 &𝑓ةجرح ةطقن∵ −1 = 0

0 = 3 −1 # − 6 −1 + 𝐶
0 = 9 + 𝐶 ⇒ 𝐶 = −9
𝑓& 𝑥 = 3𝑥# − 6𝑥 − 9

𝑓 𝑥 = 2 3𝑥# − 6𝑥 − 9 𝑑𝑥 =
3𝑥"

3
−
6𝑥#

2
− 9𝑥 + 𝐶

𝑓 𝑥 = 𝑥" − 3𝑥# − 9𝑥 + 𝐶
1,15− ةطقنلا تايثادحإ يف ضيوعتلاب

15 = −1 " − 3 −1 # − 9 −1 + 𝐶
15 = 5 + 𝐶 ⇒ 𝐶 = 10

𝑓 𝑥 = 𝑥" − 3𝑥# − 9𝑥 + ىغلم10
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&&𝑓 :نكتلس 𝑥 = 5𝑥 − 2
𝑃(2 ةطقنلا تناك اذإ𝑓 ةلادلا ةلداعم دجوأف , − .ةلادلل ةجرح ةطقن(2
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𝑓& 𝑥 = 2 5𝑥 − 2 𝑑𝑥 =
5𝑥#

2
− 2𝑥 + 𝐶

𝑃 2, − 2 &𝑓 ةجرح ةطقن∵ −2 = 0

0 =
5 2 #

2
− 2 2 + 𝐶

0 = 6 + 𝐶 ⇒ 𝐶 = −6

𝑓& 𝑥 =
5𝑥#

2
− 2𝑥 − 6

𝑓 𝑥 = 2
5𝑥#

2
− 2𝑥 − 6 𝑑𝑥

=
5𝑥"

2×3
−
2𝑥#

2
− 6𝑥 + 𝐶

𝑓 𝑥 =
5𝑥"

6
− 𝑥# − 6𝑥 + 𝐶

𝑃 ةطقنلا تايثادحإ يف ضيوعتلاب 2, − 2

−2 =
5 2 "

6
− 2 # − 6 2 + 𝐶 ⇒ 𝐶 =

22
3

𝑓 𝑥 =
5𝑥"

6
− 𝑥# − 6𝑥 +

22
3

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

ىغلم
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ةيطورخملاعوطقلا

ةيطورخملاعوطقلا

لكشلا

 زاوم ىوتسملا
هيوحي لا و روحملل

 سيل ىوتسملا
 و روحملا ىلع ايًدومع
مسار يلأ ايًزاوم سيل

 زاوم ىوتسملا
هيوحي لا و مسارل

 عضو
ىوتسملا

دئاز عطق صقان عطق ئفاكم عطق  عطقلا
جتانلا

.ŹƺŰưƫř Ƽƫœ ƹŏ Ʈſřźƫř Ƽƫœ ŠŞƀƴƫŚŝ ƻƺŤƀưƫř ŠǀƘƋƹ ƾƫŚŤƫř ƩƹŶŬƫř ŮƋƺƿƹ

ƪƨƄƫř

ŹƺŰƯ

V

ŹƺŰƯ

V

ŹƺŰƯ

V

 ƖƋƹ
ƻƺŤƀưƫř

Ʈſřźƫ ÖŻřƺƯ ƻƺŤƀưƫř
ƶƿƺŰƿ Ǉƹ

ŹƺŰưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ žǀƫ ƻƺŤƀưƫř
ƮſřŹ ƽǃ ŚÔƿŻřƺƯ žǀƫƹ

ŹƺŰưƬƫ ÖŻřƺƯ ƻƺŤƀưƫř
ƶƿƺŰƿ Ǉƹ

ŪţŚƴƫř ƖƐƤƫřŖƟŚƨƯ ƖƐƣƆƣŚƳ ƖƐƣŶŗřŻ ƖƐƣ

Parabola  ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř

:ƾƫŚŤƫř ƞƿźƘŤƫř ƾƟ ƵŚƴƟźƗ ŚƯ ƆŴƬƳ ŠŘƟŚƨưƫř ƕƺƐƤƫř ƲƗ źǀŨƨƫř ŚƴưƬƘţ

x

y
ƪŧŚưŤƫř Ǝų

şŹŒŞƫř Žŏźƫř

ƪǀƫŶƫř

F
M

H

ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř :ƞƿźƘţ

 ƲƿŶƘŞƫř ŠƿƹŚƀŤưƫř ƻƺŤƀưƫř ƾƟ ƍŚƤƴƫř ƪƧ ŠƗƺưŬƯ ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř
.(ƪǀƫŶƫř) ƼƐƘƯ ŢŝŚŧ ƮǀƤŤƀƯ ƲƗƹ (şŹŒŞƫř) şŚƐƘƯ ŠŤŝŚŧ ŠƐƤƳ ƲƗ

¬ƪǀƫŶƫř ƺƷ ƮǀƤŤƀưƫř ƎŴƫřƹ ¬ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř şŹŒŝ ƾƷ şŚƐƘưƫř ŠƐƤƴƫř ¬ƾſŶƴƸƫř ƞƇƺƫř ƾƟ
.(ŹƹŚŬưƫř ƪƨƄƫř Ƽƫœ źƔƳř)

:Ʊŏ ŮǀƋƺţ Ʋƨưƿ
•  .ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŹƺŰƯ Ƽưƀƿƹ şŹŒŞƫŚŝ ř ÔŹŚƯ ƪǀƫŶƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ƪŧŚưţ Ǝų
•  .ƪǀƫŶƫřƹ şŹŒŞƫř Ʋǀŝ ŠƟŚƀưƫř ƞƈŤƴƯ ƾƟ ŠƐƤƴƫř ƵŸƷƹ ƼƴŰƴưƫř ƖƯ ŹƺŰưƫř ƖƏŚƤţ ŠƐƤƳ ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ

.ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ ƽŸƫř ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ƞƿźƘţ ƭřŶŴŤſŚŝ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ũŚŤƴŤſř ƲÚǀŞƿ ƾƫŚŤƫř ƾŰǀƋƺŤƫř ƩŚŨưƫř

101

.ŹƺŰưƫř Ƽƫœ ƹŏ Ʈſřźƫř Ƽƫœ ŠŞƀƴƫŚŝ ƻƺŤƀưƫř ŠǀƘƋƹ ƾƫŚŤƫř ƩƹŶŬƫř ŮƋƺƿƹ
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Ʈſřźƫ ÖŻřƺƯ ƻƺŤƀưƫř
ƶƿƺŰƿ Ǉƹ

ŹƺŰưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ žǀƫ ƻƺŤƀưƫř
ƮſřŹ ƽǃ ŚÔƿŻřƺƯ žǀƫƹ

ŹƺŰưƬƫ ÖŻřƺƯ ƻƺŤƀưƫř
ƶƿƺŰƿ Ǉƹ

ŪţŚƴƫř ƖƐƤƫřŖƟŚƨƯ ƖƐƣƆƣŚƳ ƖƐƣŶŗřŻ ƖƐƣ

Parabola  ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř

:ƾƫŚŤƫř ƞƿźƘŤƫř ƾƟ ƵŚƴƟźƗ ŚƯ ƆŴƬƳ ŠŘƟŚƨưƫř ƕƺƐƤƫř ƲƗ źǀŨƨƫř ŚƴưƬƘţ

x

y
ƪŧŚưŤƫř Ǝų

şŹŒŞƫř Žŏźƫř

ƪǀƫŶƫř

F
M

H

ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř :ƞƿźƘţ

 ƲƿŶƘŞƫř ŠƿƹŚƀŤưƫř ƻƺŤƀưƫř ƾƟ ƍŚƤƴƫř ƪƧ ŠƗƺưŬƯ ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř
.(ƪǀƫŶƫř) ƼƐƘƯ ŢŝŚŧ ƮǀƤŤƀƯ ƲƗƹ (şŹŒŞƫř) şŚƐƘƯ ŠŤŝŚŧ ŠƐƤƳ ƲƗ

¬ƪǀƫŶƫř ƺƷ ƮǀƤŤƀưƫř ƎŴƫřƹ ¬ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř şŹŒŝ ƾƷ şŚƐƘưƫř ŠƐƤƴƫř ¬ƾſŶƴƸƫř ƞƇƺƫř ƾƟ
.(ŹƹŚŬưƫř ƪƨƄƫř Ƽƫœ źƔƳř)

:Ʊŏ ŮǀƋƺţ Ʋƨưƿ
•  .ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŹƺŰƯ Ƽưƀƿƹ şŹŒŞƫŚŝ ř ÔŹŚƯ ƪǀƫŶƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ƪŧŚưţ Ǝų
•  .ƪǀƫŶƫřƹ şŹŒŞƫř Ʋǀŝ ŠƟŚƀưƫř ƞƈŤƴƯ ƾƟ ŠƐƤƴƫř ƵŸƷƹ ƼƴŰƴưƫř ƖƯ ŹƺŰưƫř ƖƏŚƤţ ŠƐƤƳ ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ

.ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ ƽŸƫř ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ƞƿźƘţ ƭřŶŴŤſŚŝ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ũŚŤƴŤſř ƲÚǀŞƿ ƾƫŚŤƫř ƾŰǀƋƺŤƫř ƩŚŨưƫř
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.ŹƺŰưƫř Ƽƫœ ƹŏ Ʈſřźƫř Ƽƫœ ŠŞƀƴƫŚŝ ƻƺŤƀưƫř ŠǀƘƋƹ ƾƫŚŤƫř ƩƹŶŬƫř ŮƋƺƿƹ

ƪƨƄƫř
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V

ŹƺŰƯ

V

ŹƺŰƯ
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 ƖƋƹ
ƻƺŤƀưƫř

Ʈſřźƫ ÖŻřƺƯ ƻƺŤƀưƫř
ƶƿƺŰƿ Ǉƹ

ŹƺŰưƫř ƼƬƗ ŚĐƿŵƺưƗ žǀƫ ƻƺŤƀưƫř
ƮſřŹ ƽǃ ŚÔƿŻřƺƯ žǀƫƹ

ŹƺŰưƬƫ ÖŻřƺƯ ƻƺŤƀưƫř
ƶƿƺŰƿ Ǉƹ

ŪţŚƴƫř ƖƐƤƫřŖƟŚƨƯ ƖƐƣƆƣŚƳ ƖƐƣŶŗřŻ ƖƐƣ

Parabola  ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř

:ƾƫŚŤƫř ƞƿźƘŤƫř ƾƟ ƵŚƴƟźƗ ŚƯ ƆŴƬƳ ŠŘƟŚƨưƫř ƕƺƐƤƫř ƲƗ źǀŨƨƫř ŚƴưƬƘţ

x
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ƪŧŚưŤƫř Ǝų

şŹŒŞƫř Žŏźƫř

ƪǀƫŶƫř
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M
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ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř :ƞƿźƘţ

 ƲƿŶƘŞƫř ŠƿƹŚƀŤưƫř ƻƺŤƀưƫř ƾƟ ƍŚƤƴƫř ƪƧ ŠƗƺưŬƯ ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř
.(ƪǀƫŶƫř) ƼƐƘƯ ŢŝŚŧ ƮǀƤŤƀƯ ƲƗƹ (şŹŒŞƫř) şŚƐƘƯ ŠŤŝŚŧ ŠƐƤƳ ƲƗ

¬ƪǀƫŶƫř ƺƷ ƮǀƤŤƀưƫř ƎŴƫřƹ ¬ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř şŹŒŝ ƾƷ şŚƐƘưƫř ŠƐƤƴƫř ¬ƾſŶƴƸƫř ƞƇƺƫř ƾƟ
.(ŹƹŚŬưƫř ƪƨƄƫř Ƽƫœ źƔƳř)

:Ʊŏ ŮǀƋƺţ Ʋƨưƿ
•  .ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŹƺŰƯ Ƽưƀƿƹ şŹŒŞƫŚŝ ř ÔŹŚƯ ƪǀƫŶƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ƪŧŚưţ Ǝų
•  .ƪǀƫŶƫřƹ şŹŒŞƫř Ʋǀŝ ŠƟŚƀưƫř ƞƈŤƴƯ ƾƟ ŠƐƤƴƫř ƵŸƷƹ ƼƴŰƴưƫř ƖƯ ŹƺŰưƫř ƖƏŚƤţ ŠƐƤƳ ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ

.ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ ƽŸƫř ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ƞƿźƘţ ƭřŶŴŤſŚŝ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ũŚŤƴŤſř ƲÚǀŞƿ ƾƫŚŤƫř ƾŰǀƋƺŤƫř ƩŚŨưƫř
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ةيطورخملاعوطقلا

ئفاكملاعطقلا

ئفاكملا عطقلا

 نع نيدعبلا ةيواستملا ىوتسملا يف طاقنلا لك ةعومجم وه ئفاكملا عطقلا
.)ليلدلا( ىطعم تباث ميقتسم نع و )ةرؤبلا( ةاطعم ةتباث ةطقن

.ŹƺŰưƫř Ƽƫœ ƹŏ Ʈſřźƫř Ƽƫœ ŠŞƀƴƫŚŝ ƻƺŤƀưƫř ŠǀƘƋƹ ƾƫŚŤƫř ƩƹŶŬƫř ŮƋƺƿƹ
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ƶƿƺŰƿ Ǉƹ
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şŹŒŞƫř Žŏźƫř

ƪǀƫŶƫř
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M
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ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř :ƞƿźƘţ

 ƲƿŶƘŞƫř ŠƿƹŚƀŤưƫř ƻƺŤƀưƫř ƾƟ ƍŚƤƴƫř ƪƧ ŠƗƺưŬƯ ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř
.(ƪǀƫŶƫř) ƼƐƘƯ ŢŝŚŧ ƮǀƤŤƀƯ ƲƗƹ (şŹŒŞƫř) şŚƐƘƯ ŠŤŝŚŧ ŠƐƤƳ ƲƗ

¬ƪǀƫŶƫř ƺƷ ƮǀƤŤƀưƫř ƎŴƫřƹ ¬ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř şŹŒŝ ƾƷ şŚƐƘưƫř ŠƐƤƴƫř ¬ƾſŶƴƸƫř ƞƇƺƫř ƾƟ
.(ŹƹŚŬưƫř ƪƨƄƫř Ƽƫœ źƔƳř)

:Ʊŏ ŮǀƋƺţ Ʋƨưƿ
•  .ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŹƺŰƯ Ƽưƀƿƹ şŹŒŞƫŚŝ ř ÔŹŚƯ ƪǀƫŶƫř ƼƬƗ ƽŵƺưƘƫř ƮǀƤŤƀưƫř ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ƪŧŚưţ Ǝų
•  .ƪǀƫŶƫřƹ şŹŒŞƫř Ʋǀŝ ŠƟŚƀưƫř ƞƈŤƴƯ ƾƟ ŠƐƤƴƫř ƵŸƷƹ ƼƴŰƴưƫř ƖƯ ŹƺŰưƫř ƖƏŚƤţ ŠƐƤƳ ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ

.ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ ƽŸƫř ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ƞƿźƘţ ƭřŶŴŤſŚŝ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ũŚŤƴŤſř ƲÚǀŞƿ ƾƫŚŤƫř ƾŰǀƋƺŤƫř ƩŚŨưƫř
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𝟎) لصلأا ةطقن هسأر ئفاكم عطقلا ,𝟎)

𝑦# = 4𝑝𝑥 𝑥# = 4𝑝𝑦  ةروصلا
ةماعلا

راسيلا ىلإ وأ نيميلا ىلإ لفسأ ىلإ وأ ىلعأ ىلإ ةحتفلا

𝑝, 0 0, 𝑝 ةرؤبلا

𝑥 = −𝑝 𝑦 = −𝑝 ليلدلا

𝑥( تانيسلا روحم − 𝑎𝑥𝑖𝑠( 𝑦( تاداصلا روحم − 𝑎𝑥𝑖𝑠( رظانتلا روحم

𝑝

 نم ةفاسملا
 ىلإ سارلا

ةرؤبلا

 نم ةفاسملا
 ىلإ سأرلا

ليلدلا

𝑝 > 0 𝑝 < 0 𝑝 > 0 𝑝 < 0 𝒑 ةراشإ

لكشلا

(0, 0) ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ ŖƟŚƨƯ ƖƐƣ

y 42 = px x 42 = py ŠƯŚƘƫř şŹƺƈƫř

ŹŚƀǀƫř Ƽƫœ ƹŏ Ʋǀưǀƫř Ƽƫœ ƪƠſŏ Ƽƫœ ƹŏ ƼƬƗŏ Ƽƫœ ŠŰŤƠƫř

,p 0^ h , p0^ h şŹŒŞƫř

x = - p y = - p ƪǀƫŶƫř

x axis-^ h šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ y axis-^ h šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯ źƓŚƴŤƫř ŹƺŰƯ

p

 ƲƯ ŠƟŚƀưƫř
şŹŒŞƫř Ƽƫœ Žŏźƫř

 ƲƯ ŠƟŚƀưƫř
ƪǀƫŶƫř Ƽƫœ Žŏźƫř

p 02 p 01 p 02 p 01 p  şŹŚƃœ

x p= -

( , )p 0

y

x

x p= -0

( , )p 0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x ƪƨƄƫř

:ƽŸƫř ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ Ŷūƹŏ

 ,F 4 0^ h ƶţŹŒŝƹ ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ  a

-2
-2-4

-4

-6

-8

x

y

2

2

4

4

6

6

8

4( 0),F

ƾŰǀƋƺţ ƪƨƃ

ƪǀ
ƫŶƫ
ř

 y 3=  :ƮǀƤŤƀưƫř ƶƬǀƫŵƹ ,F 0 3-^ h ƶţŹŒŝ  b

:ƪŰƫř

,0 0^ h ƪƇǃř ŠƐƤƳ :Žŏźƫř  a

 šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƲƯ Ŝūƺưƫř ŌżŬƫř Ƽƫœ ƾưŤƴţ 4 , 0F^ h :şŹŒŞƫř   a
(ƾſŏŹ ƮǀƤŤƀƯ) x 4= -  :ƪǀƫŶƫř ŠƫŵŚƘƯ ¬ p 4=

y 42 = px   şŹƺƈƫř ƼƬƗ ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ   `
y x162 =  :ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ
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(0, 0) ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ ŖƟŚƨƯ ƖƐƣ

y 42 = px x 42 = py ŠƯŚƘƫř şŹƺƈƫř

ŹŚƀǀƫř Ƽƫœ ƹŏ Ʋǀưǀƫř Ƽƫœ ƪƠſŏ Ƽƫœ ƹŏ ƼƬƗŏ Ƽƫœ ŠŰŤƠƫř

,p 0^ h , p0^ h şŹŒŞƫř

x = - p y = - p ƪǀƫŶƫř

x axis-^ h šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ y axis-^ h šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯ źƓŚƴŤƫř ŹƺŰƯ

p

 ƲƯ ŠƟŚƀưƫř
şŹŒŞƫř Ƽƫœ Žŏźƫř

 ƲƯ ŠƟŚƀưƫř
ƪǀƫŶƫř Ƽƫœ Žŏźƫř

p 02 p 01 p 02 p 01 p  şŹŚƃœ

x p= -

( , )p 0

y

x

x p= -0

( , )p 0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x ƪƨƄƫř

:ƽŸƫř ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ Ŷūƹŏ

 ,F 4 0^ h ƶţŹŒŝƹ ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ  a

-2
-2-4

-4

-6

-8

x

y

2

2

4

4

6

6

8

4( 0),F

ƾŰǀƋƺţ ƪƨƃ

ƪǀ
ƫŶ
ƫř

 y 3=  :ƮǀƤŤƀưƫř ƶƬǀƫŵƹ ,F 0 3-^ h ƶţŹŒŝ  b

:ƪŰƫř

,0 0^ h ƪƇǃř ŠƐƤƳ :Žŏźƫř  a

 šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƲƯ Ŝūƺưƫř ŌżŬƫř Ƽƫœ ƾưŤƴţ 4 , 0F^ h :şŹŒŞƫř   a
(ƾſŏŹ ƮǀƤŤƀƯ) x 4= -  :ƪǀƫŶƫř ŠƫŵŚƘƯ ¬ p 4=

y 42 = px   şŹƺƈƫř ƼƬƗ ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ   `
y x162 =  :ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ
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(0, 0) ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ ŖƟŚƨƯ ƖƐƣ

y 42 = px x 42 = py ŠƯŚƘƫř şŹƺƈƫř

ŹŚƀǀƫř Ƽƫœ ƹŏ Ʋǀưǀƫř Ƽƫœ ƪƠſŏ Ƽƫœ ƹŏ ƼƬƗŏ Ƽƫœ ŠŰŤƠƫř

,p 0^ h , p0^ h şŹŒŞƫř

x = - p y = - p ƪǀƫŶƫř

x axis-^ h šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ y axis-^ h šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯ źƓŚƴŤƫř ŹƺŰƯ

p

 ƲƯ ŠƟŚƀưƫř
şŹŒŞƫř Ƽƫœ Žŏźƫř

 ƲƯ ŠƟŚƀưƫř
ƪǀƫŶƫř Ƽƫœ Žŏźƫř

p 02 p 01 p 02 p 01 p  şŹŚƃœ

x p= -

( , )p 0

y

x

x p= -0

( , )p 0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x ƪƨƄƫř

:ƽŸƫř ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ Ŷūƹŏ

 ,F 4 0^ h ƶţŹŒŝƹ ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ  a

-2
-2-4

-4

-6

-8

x

y

2

2

4

4

6

6

8

4( 0),F

ƾŰǀƋƺţ ƪƨƃ

ƪǀ
ƫŶ
ƫř

 y 3=  :ƮǀƤŤƀưƫř ƶƬǀƫŵƹ ,F 0 3-^ h ƶţŹŒŝ  b

:ƪŰƫř

,0 0^ h ƪƇǃř ŠƐƤƳ :Žŏźƫř  a

 šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƲƯ Ŝūƺưƫř ŌżŬƫř Ƽƫœ ƾưŤƴţ 4 , 0F^ h :şŹŒŞƫř   a
(ƾſŏŹ ƮǀƤŤƀƯ) x 4= -  :ƪǀƫŶƫř ŠƫŵŚƘƯ ¬ p 4=

y 42 = px   şŹƺƈƫř ƼƬƗ ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ   `
y x162 =  :ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ
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(0, 0) ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ ŖƟŚƨƯ ƖƐƣ

y 42 = px x 42 = py ŠƯŚƘƫř şŹƺƈƫř

ŹŚƀǀƫř Ƽƫœ ƹŏ Ʋǀưǀƫř Ƽƫœ ƪƠſŏ Ƽƫœ ƹŏ ƼƬƗŏ Ƽƫœ ŠŰŤƠƫř

,p 0^ h , p0^ h şŹŒŞƫř

x = - p y = - p ƪǀƫŶƫř

x axis-^ h šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ y axis-^ h šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯ źƓŚƴŤƫř ŹƺŰƯ

p

 ƲƯ ŠƟŚƀưƫř
şŹŒŞƫř Ƽƫœ Žŏźƫř

 ƲƯ ŠƟŚƀưƫř
ƪǀƫŶƫř Ƽƫœ Žŏźƫř

p 02 p 01 p 02 p 01 p  şŹŚƃœ

x p= -

( , )p 0

y

x

x p= -0

( , )p 0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x

y p= -

( , )p0

y

x ƪƨƄƫř

:ƽŸƫř ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ Ŷūƹŏ

 ,F 4 0^ h ƶţŹŒŝƹ ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƶſŏŹ  a

-2
-2-4

-4

-6

-8

x

y

2

2

4

4

6

6

8

4( 0),F

ƾŰǀƋƺţ ƪƨƃ

ƪǀ
ƫŶ
ƫř

 y 3=  :ƮǀƤŤƀưƫř ƶƬǀƫŵƹ ,F 0 3-^ h ƶţŹŒŝ  b

:ƪŰƫř

,0 0^ h ƪƇǃř ŠƐƤƳ :Žŏźƫř  a

 šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƲƯ Ŝūƺưƫř ŌżŬƫř Ƽƫœ ƾưŤƴţ 4 , 0F^ h :şŹŒŞƫř   a
(ƾſŏŹ ƮǀƤŤƀƯ) x 4= -  :ƪǀƫŶƫř ŠƫŵŚƘƯ ¬ p 4=

y 42 = px   şŹƺƈƫř ƼƬƗ ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ   `
y x162 =  :ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ
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𝐹(4 هترؤب و لصلأا ةطقن هسأرس ,0)

𝐹(−4 هترؤب و لصلأا ةطقن هسأر يذلا ئفاكملا عطقلا ةلداعم دجوأس ,0)

,𝐹(0 هترؤبس − 𝑦: ميقتسملا هليلد و(3 = 3

𝐹(0 هترؤب يذلا ئفاكملا عطقلا ةلداعم دجوأس 𝑦 ميقتسملا هليلد و(2, = −2

:يذلا ئفاكملا عطقلا ةلداعم دجوأ

بجوملا تانيسلا روحم∈ ةرؤبلا∵
#𝑦  عطقلا ةلداعم∴ = 4𝑝𝑥

𝑝 = 4
𝑦# = 4 4 𝑥
𝑦# = 16𝑥

𝑥 = −𝑃 𝑥 = −4

ليلدلا و ةرؤبلا نيب ةفاسملا فصتنم0,0 سأرلا
𝑦 لا روحم∈ ةرؤبلا∵
  عطقلا ةلداعم∴

𝑥# = 4𝑝𝑦 𝑝 = −3
𝑥# = −12 𝑦

ليلدلا

𝑥  روحم∈ ةرؤبلا∵
 عطقلا ةلداعم∴

𝑦# = 4𝑝𝑥
𝑝 = −4
𝑦# = −16𝑥

𝑥 = −𝑃 𝑥 = 4 ليلدلا

ليلدلا و ةرؤبلا نيب ةفاسملا فصتنم0,0 سأرلا
𝑦 لا روحم∈ ةرؤبلا∵
  عطقلا ةلداعم∴

𝑥# = 4𝑝𝑦 𝑝 = 2
𝑥# = 8𝑦
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#𝑥 :ةلداعملاس = −2𝑦

95

 ايًبيرقت لاًكش مسرا مث ,ئفاكم عطقل ليلدلا ةلداعم و ةرؤبلا دجوأ
يلي امم لك يف عطقلا اذهل

! :ةلداعملاس
"
𝑦# = 𝑥

𝑥# = 4𝑝𝑦

4𝑝 = −2 ⇒ 𝑝 = −
2
4
= −

1
2
< 0

لفسلأل ةحتفلا𝑦 لثامتلا روحم
ةرؤبلا

𝐹 0, 𝑝

0, −
1
2

ليلدلا
𝑦 = −𝑝

𝑦 =
1
2

𝑦# = 3𝑥
𝑦# = 4𝑝𝑥

4𝑝 = 3 ⇒ 𝑝 =
3
4
> 0

نيمي ةحتفلا𝑥 لثامتلا روحم
ةرؤبلا

𝐹 𝑝, 0
3
4
, 0

ليلدلا
𝑥 = −𝑝

𝑥 = −
3
4
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𝑥 :ةلداعملاس = − !
+
𝑦#

𝑦 :ةلداعملاس = $"

*

 لكيف عطقلا اذهل ايًبيرقت لاًكش مسرا مث ,ئفاكم عطقل ليلدلا و ةرؤبلا دجوأ
: يلي امم

4𝑦 = 𝑥#

𝑥# = 4𝑦
𝑥# = 4𝑝𝑦

4𝑝 = 4 ⇒ 𝑝 = 1 > 0
 ةحتفلا𝑦  هروحم ئفاكم عطق
ىلعلأا ىلإ

ةرؤبلا
𝐹 0, 𝑝 0,1

ليلدلا
𝑦 = −𝑝
𝑦 = −1

−5𝑥 = 𝑦#

𝑦# = −5𝑥
𝑦# = 4𝑝𝑥

4𝑝 = −5, 𝑝 = −
5
4
< 0

راسي ةحتفلا,𝑥 هروحم

ةرؤبلا

𝐹 𝑝, 0 𝐹 −
5
4
, 0

ليلدلا

𝑥 = −𝑝 𝑥 =
5
4
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𝐴(1 ةطقنلاب رمي و لصلأا ةطقن هسأر يذلا ئفاكملا عطقلا ةلداعم دجوأس  و(1,
y هلثامت طخ − 𝑎𝑥𝑖𝑠.
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 ةطقنلاب رمي و لصلأا ةطقن هسأر يذلا ئفاكملا عطقلا ةلداعم دجوأس
𝐴(1 𝑥 هلثامت طخ و(2, − 𝑎𝑥𝑖𝑠.

𝑥  هلثامت طخ و لصلأا ةطقن هسأر∵ − 𝑎𝑥𝑖𝑠
ةلداعملا∴

𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙
2# = 4𝑝 1

𝐴 ةطقنلاب رمي∵ 1,2
4 = 4𝑝 ⇒ 𝑝 = 1

عطقلا ةلداعم∴
𝑦# = 4 1 𝑥
𝑦# = 4𝑥

𝑦  هلثامت طخ و لصلأا ةطقن هسأر∵ − 𝑎𝑥𝑖𝑠
ةلداعملا∴

𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚
1# = 4𝑝 1

𝐴 ةطقنلاب رمي∵ 1,1

1 = 4𝑝 ⇒ 𝑝 =
1
4

عطقلا ةلداعم∴

𝑥# = 4
1
4
𝑦

𝑥# = 𝑦
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0) هسأر يذلا ئفاكملا عطقلاةلداعم دجوأس ,0)
𝐵(1 نيتطقنلاب رمي و ,4), 𝐴(−1 ,4)

0) هسأر يذلا ئفاكملا عطقلاةلداعم دجوأس ,0)
𝐵(2 نيتطقنلاب رمي و ,3), 𝐴(!

#
, − "

#
)

𝑦 هروحم ئفاكم عطق
𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚

ضيوعتلاب
1 # = 4𝑝 4 𝐵 1,4

1 = 16𝑝 ⇒ 𝑝 =
1
16

∴ 𝑥# = 4
1
16

𝑦

𝑥# =
1
4
𝑦

𝑥 هروحم ئفاكم عطق
𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙

ضيوعتلاب
3# = 4𝑝 2 𝐵 2,3

9 = 8𝑝 ⇒ 𝑝 =
9
8

∴ 𝑦# = 4
9
8
𝑥

ئفاكملا عطقلا ةلداعم

𝑦# =
9
2
𝑥

ىغلم
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𝑥 هليلد ةلداعم و لصلأا ةطقن هسأر يذلا ئفاكملا عطقلا ةلداعم دجوأس = −3

𝑦 هليلد ةلداعم و لصلأا ةطقن هسأر يذلا ئفاكملا عطقلا ةلداعم دجوأس = 1

𝑥  ليلدلا∵ = "يسأر" ،3−
𝑥 = −𝑝 𝑝 = 3

.تانيسلا روحم ىلع ،"يقفأ" عطقلا روحم∴
𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙                                 عطقلا ةلداعم اًذإ
𝑦# = 4 3 𝑥
𝑦# = 12𝑥

𝑦  ليلدلا∵ = " يقفأ"1
𝑦 = −𝑝

−𝑝 = 1 𝑝 = −1
𝑦 روحم ىلع"يسأر" عطقلا روحم∴

𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚                               عطقلا ةلداعم اًذإ
𝑥# = 4 −1 𝑦
𝑥# = −4𝑦
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 نمتاوصلأا طاقتللا بعلم يبناج ىلع ةئفاكم تانوفوركيم مدختستُس
 عطق ريودت نم ئفاكم نوفوركيم دلوت دق ناك اذإ.بعلملا لخاد
#𝑦 :هتلداعم ئفاكم = 15𝑥لابقتسلاا زاهج( ةرؤبلا عضوم ددّحف 
.ئفاكملا عطقلا اذهل )ينورتكللإا

.تارايسلا نم ةديدع تايعونل ةئفاكملا تافاشكلا تاكرشلا ىدحإ عنصتس
يذلا ئفاكملا عطقلا ريودت نم دلوتم ئفاكم حطس تافاشكلا هذه دحلأ ناك اذإ

#𝑥 هتلداعم = 12𝑦, ؟ يئابرهكلا حابصملا عضوم نوكيس نيأف

𝑥  هروحم0,0 هسأر ئفاكم عطق
𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙

4𝑝 = 15 𝑝 =
15
4

𝐹                                        ةرؤبلا 𝑝,0 !+
*
,0

𝑦  هروحم0,0 هسأر ئفاكم عطق
𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚

4𝑝 = 12 𝑝 =
12
4
= 3

𝐹                                              ةرؤبلا 0,𝑝 0,3

 لكش ىلع حيباصملا دحأ ناك اذإ .تارايسلل ةيمامأ حيباصم تاكرشلا ىدحإ عنصتس
#𝑦 هتلداعم ئفاكم عطق ريودت نم دلوتم ئفاكم حطس = 12𝑥, عضو بجي نيأف 

؟حابصملا ةبمل

𝑥  هروحم0,0 هسأر ئفاكم عطق
𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙

4𝑝 = 12 𝑝 =
12
4
= 3

𝐹                                     ةرؤبلا 𝑝,0 3,0

𝑝 = 4 ∶ 𝒚𝟐 = 𝟒𝒑𝒙
ئفاكملا عطقلا ةلداعم

𝑦# = 16𝑥

 تادحو(4 دعبت ةبمللا تناك اذإ ئفاكملا عطقلا ةلداعم ام :قباسلا لاؤسلا يفس
؟ئفاكملا عطقلا سأر نع )سايق

ىغلم
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 وه يندعملا كلسلا .رسج يدومع يسأر نيب لٍدتم يندعم كلس لصيس
180 ةفاسم امهضعب نع نادومعلا دعبي .ئفاكم عطق ةروص ىلع 𝑚
33 امهنم لك عافترا غلبيو 𝑚,ماعلا قيرطلا نع كلسلل عافترا رغصأ غلبي

3 𝑚,ةماعدلا لوط دجوأ.يلدتملا كلسلل تاماعد قيرطلا ىلع تعضو 
10 دعبت يتلا 𝑚نيدومعلا نم يأ نع.

 ƪƨƃ ƼƬƗ ŮǀŝŚƈưƫř Ŷůŏ ƱŚƧ řŷœ .šřŹŚǀƀƬƫ ŠǀƯŚƯŏ ŮǀŝŚƈƯ šŚƧźƄƫř ƻŶůœ Ɩƴƈţ
®ŭŚŞƈưƫř ŠŞưƫ ƖƋƹ ŜŬƿ ƲƿŐƟ ¬ y x122 =  ƶŤƫŵŚƘƯ ŖƟŚƨƯ ƖƐƣ źƿƹŶţ ƲƯ ŶƫƺŤƯ ŖƟŚƨƯ ŮƐſ

:ƪŰƫř

x axis-  ƶƬŧŚưţ ŹƺŰƯƹ ,0 0^ h ƶſŏŹ Ʊŏ ŹŚŞŤƗŚŝ ŖƟŚƨưƫř ŮƐƀƫř Ƽƫœ ŚƳźƔƳ řŷœ
y 42 = px   şŹƺƈƫř ƼƬƗ ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ
y 122a = x

p p4 12 3(= =

, ,pF F0 03=^ ^h h  :şŹŒŞƫř

.ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ ƲƯ (ŽŚǀƣ šřŶůƹ) 3 ŶƘŝ ƼƬƗ ŠŞưƬƫř ƖƋƺţ

®ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ ƲƗ (ŽŚǀƣ šřŶůƹ) 4 ŶƘŞţ ŠŞưƬƫř ŢƳŚƧ řŷœ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ŚƯ ¬(7) ƩŚŨƯ ƾƟ  7

m180

m
3
3

m10

A

ŠƯ
ŚƗ
ŵ ŠƯ
ŚƗ
ŵ

B

 şŹƺƇ ƼƬƗ ƺƷ ƾƳŶƘưƫř ƦƬƀƫř .źƀū ƽŵƺưƗ ƾſŏŹ Ʋǀŝ ÖƩŶŤƯ ƾƳŶƘƯ ƦƬſ ƪƈƿ
 ŚưƸƴƯ ƪƧ ƕŚƠţŹř ƚƬŞƿƹ m180  ŠƟŚƀƯ ŚưƸƌƘŝ ƲƗ ƱřŵƺưƘƫř ŶƘŞƿ .ŖƟŚƨƯ ƖƐƣ
 ƢƿźƐƫř ƼƬƗ ŢƘƋƹ ¬ m3  ƭŚƘƫř ƢƿźƐƫř ƲƗ ƦƬƀƬƫ ƕŚƠţŹř źƜƇŏ ƚƬŞƿ ¬ m33
.ƲƿŵƺưƘƫř ƲƯ ƽŏ ƲƗ m10  ŶƘŞţ ƾŤƫř ŠƯŚƗŶƫř ƩƺƏ Ŷūƹŏ .ƾƫŶŤưƫř ƦƬƀƬƫ šŚƯŚƗŵ

,0 0^ h  ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ ŹŚŞŤƗŚŝ  :ƪŰƫř
x y42 = p  şŹƺƈƫř ƼƬƗ ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ

A C

-20

20
23.7

-40-60-80-100 20 40 60 80

y

x

B
 ,x y2

180 90 33 3 30= = = - =B B   :ƾƷ B ŠƐƤƴƫř šŚǀŧřŶůœ

( )90 4 302 #= p  :ƼƬƗ ƪƈŰƳ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ƾƟ ƊƿƺƘŤƫŚŝ

.4 30
90 67 5
2

#
= =p

.x y4 67 52 #=   :ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ
x 2702 = y

 10 090 8- =  :ŠƯŚƗŶƬƫ ƾƴǀƀƫř ƾŧřŶůǅř
(80) 2702 = y  :ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ƾƟ ƊƿƺƘŤƫŚŝ

.23 7.y

m.7 26.723 3+ =  :Ƽƫřƺů ŠƯŚƗŶƫř ƩƺƏ ƚƬŞƿ

.ƲƿŵƺưƘƫř ƲƯ ƽŏ ƲƗ m10  ŶƘŞţ ƾŤƫř ŠƯŚƗŶƫř ƩƺƏ ŶūƹŐƟ ¬ m36  ŵƺưƗ ƪƧ ƕŚƠţŹřƹ m220  ƲƿŵƺưƘƫř Ʋǀŝ ŶƘŞƫř ƱŚƧ řŷœ ¬(8) ƩŚŨƯ ƾƟ  8

108

عطقلا ةلداعم
𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚

𝑥S =
180
2

= 90

𝑦S = 33 − 3 = 30
90# = 4𝑝 30

8100 = 120𝑝 ⇒ 𝑝 =
8100
120

= 67.5

∴ 𝑥# = 4 67.5 𝑦
𝑥# = 270𝑦

𝑥 ةماعدلا = 90 − 10 = 80

80# = 270𝑦

∴ 𝑦 ةماعدلا =
80#

270
≈ 23.7

 ةماعدلا لوط∴
23.7 + 3 ≈ 26.7 𝑚

𝑩 𝟗𝟎, 𝟑𝟎

ىغلم
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وه يندعملا كلسلا .رسج يدومع يسأر نيب لٍدتم يندعم كلس لصيس
220 ةفاسم امهضعب نع نادومعلا دعبي .ئفاكم عطق ةروص ىلع 𝑚
36 امهنم لك عافترا غلبي و 𝑚,قيرطلا نع كلسلل عافترا رغصأ غلبي 
3 ماعلا 𝑚,لوط دجوأ.يلدتملا كلسلل تاماعد قيرطلا ىلع تعضو 
10 دعبت يتلا ةماعدلا 𝑚نيدومعلا نم يأ نع.

 ƪƨƃ ƼƬƗ ŮǀŝŚƈưƫř Ŷůŏ ƱŚƧ řŷœ .šřŹŚǀƀƬƫ ŠǀƯŚƯŏ ŮǀŝŚƈƯ šŚƧźƄƫř ƻŶůœ Ɩƴƈţ
®ŭŚŞƈưƫř ŠŞưƫ ƖƋƹ ŜŬƿ ƲƿŐƟ ¬ y x122 =  ƶŤƫŵŚƘƯ ŖƟŚƨƯ ƖƐƣ źƿƹŶţ ƲƯ ŶƫƺŤƯ ŖƟŚƨƯ ŮƐſ

:ƪŰƫř

x axis-  ƶƬŧŚưţ ŹƺŰƯƹ ,0 0^ h ƶſŏŹ Ʊŏ ŹŚŞŤƗŚŝ ŖƟŚƨưƫř ŮƐƀƫř Ƽƫœ ŚƳźƔƳ řŷœ
y 42 = px   şŹƺƈƫř ƼƬƗ ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ
y 122a = x

p p4 12 3(= =

, ,pF F0 03=^ ^h h  :şŹŒŞƫř

.ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ ƲƯ (ŽŚǀƣ šřŶůƹ) 3 ŶƘŝ ƼƬƗ ŠŞưƬƫř ƖƋƺţ

®ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ ƲƗ (ŽŚǀƣ šřŶůƹ) 4 ŶƘŞţ ŠŞưƬƫř ŢƳŚƧ řŷœ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ŚƯ ¬(7) ƩŚŨƯ ƾƟ  7

m180

m
3
3

m10

A

ŠƯ
ŚƗ
ŵ ŠƯ
ŚƗ
ŵ

B

 şŹƺƇ ƼƬƗ ƺƷ ƾƳŶƘưƫř ƦƬƀƫř .źƀū ƽŵƺưƗ ƾſŏŹ Ʋǀŝ ÖƩŶŤƯ ƾƳŶƘƯ ƦƬſ ƪƈƿ
 ŚưƸƴƯ ƪƧ ƕŚƠţŹř ƚƬŞƿƹ m180  ŠƟŚƀƯ ŚưƸƌƘŝ ƲƗ ƱřŵƺưƘƫř ŶƘŞƿ .ŖƟŚƨƯ ƖƐƣ
 ƢƿźƐƫř ƼƬƗ ŢƘƋƹ ¬ m3  ƭŚƘƫř ƢƿźƐƫř ƲƗ ƦƬƀƬƫ ƕŚƠţŹř źƜƇŏ ƚƬŞƿ ¬ m33
.ƲƿŵƺưƘƫř ƲƯ ƽŏ ƲƗ m10  ŶƘŞţ ƾŤƫř ŠƯŚƗŶƫř ƩƺƏ Ŷūƹŏ .ƾƫŶŤưƫř ƦƬƀƬƫ šŚƯŚƗŵ

,0 0^ h  ƺƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŽŏŹ ŹŚŞŤƗŚŝ  :ƪŰƫř
x y42 = p  şŹƺƈƫř ƼƬƗ ƾƷ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ

A C

-20

20
23.7

-40-60-80-100 20 40 60 80

y

x

B
 ,x y2

180 90 33 3 30= = = - =B B   :ƾƷ B ŠƐƤƴƫř šŚǀŧřŶůœ

( )90 4 302 #= p  :ƼƬƗ ƪƈŰƳ ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ƾƟ ƊƿƺƘŤƫŚŝ

.4 30
90 67 5
2

#
= =p

.x y4 67 52 #=   :ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ
x 2702 = y

 10 090 8- =  :ŠƯŚƗŶƬƫ ƾƴǀƀƫř ƾŧřŶůǅř
(80) 2702 = y  :ŖƟŚƨưƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ƾƟ ƊƿƺƘŤƫŚŝ

.23 7.y

m.7 26.723 3+ =  :Ƽƫřƺů ŠƯŚƗŶƫř ƩƺƏ ƚƬŞƿ

.ƲƿŵƺưƘƫř ƲƯ ƽŏ ƲƗ m10  ŶƘŞţ ƾŤƫř ŠƯŚƗŶƫř ƩƺƏ ŶūƹŐƟ ¬ m36  ŵƺưƗ ƪƧ ƕŚƠţŹřƹ m220  ƲƿŵƺưƘƫř Ʋǀŝ ŶƘŞƫř ƱŚƧ řŷœ ¬(8) ƩŚŨƯ ƾƟ  8

108

عطقلا ةلداعم
𝒙𝟐 = 𝟒𝒑𝒚

𝑥S =
220
2

= 110

𝑦S = 36 − 3 = 33
110# = 4𝑝 33

12100 = 132 𝑝 ⇒ 𝑝 =
12100
132

=
275
3

∴ 𝑥# = 4
275
3

𝑦

𝑥# =
1100
3

𝑦

𝑥 ةماعدلا = 110 − 10 = 100

100# =
1100
3

𝑦

∴ 𝑦 ةماعدلا = 100#×
3

1100
≈ 27.27

 ةماعدلا لوط∴
27.27 + 3 ≈ 30.27 𝑚

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

𝟐𝟐𝟎𝒎

𝟑𝟔
𝒎

𝑩 𝟏𝟏𝟎, 𝟑𝟑

ىغلم
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صقانلاعطقلا

صقانلا عطقلا

 لك يدعب عومجم نوكي يتلا ىوتسملا يف طاقنلا لك ةعومجم وه صقانلا عطقلا
.اتًباث ىوتسملا يف نيتتباث نيتطقن نع اهنم ةطقن

2𝑎 :ربكلأا روحملا لوط
2𝑏:رغصلأا روحملا لوط

2𝑐:نيترؤبلا نيب دعبلا
#𝑐:ةيساسلأا ةقلاعلا = 𝑎# − 𝑏#

7-2

ƮƬƘŤţ Ɲƺſ
• .ŚƸƇřƺųƹ ŠƈƣŚƴƫř ƕƺƐƤƫř
•  ƕƺƐƤƫř ƭřŶŴŤſŚŝ šŚƤǀŞƐţ 

.ŠƈƣŚƴƫř

:šŚŰƬƐƈưƫřƹ šřŵźƠưƫř
• Ellipse  ƆƣŚƳ ƖƐƣ
• Two Foci  ƲǀţŹŒŝ
• źƜƇǃř ŹƺŰưƫř

Minor Axis
• źŞƧǃř ŹƺŰưƫř

Major Axis
• Center  żƧźưƫř ŠƐƤƳ
• Vertices  ŽƹőŹ

:ŠƯƺƬƘƯ
 ŚţŹŒŝ ŢƤŞƐƳř řŷœ ƶƳŏ ƒůǇ

 ¬ŚưƸƌƘŝ ƼƬƗ ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř
 şźŗřŵ Ʊƺƨƿ ŪţŚƴƫř ƪƨƄƫř ƱŔƟ

 ƩƺƏ ƞƈƳ ƺƷ ŚƷźƐƣ ƞƈƳ
.ƎǀŴƫř

!"#$%&' ()*& #$+,

x

y

  ƖƏŚƤŤƫř ƍŚƤƳ šŚǀŧřŶůœ Ŷūƹŏ  a  1

 ƼƴŰƴưƬƫ šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯƹ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƖƯ
x y
16 16 1
2 2

+ =  :ƶŤƫŵŚƘƯ Ŧǀů

 şŚƐƘưƫř ŠƫŵŚƘưƫř ƢƤŰţ ƻźųŏ ƍŚƤƳ ƖŝŹŏ ƲÚǀƗ  b
.ƵǆƗŏ

®ƶǀƬƗ ƪƈŰţ Ʊŏ ƖƣƺŤţ ƽŸƫř ƼƴŰƴưƫř ƪƨƃ ŚƯ

®ƶǀƬƗ ŢƬƈů ƽŸƫř ƪƨƄƬƫ żƧźưƫř ŠƐƤƳ šŚǀŧřŶůœ ŚƯ  c

x

y ƖƏŚƤŤƫř ƍŚƤƳ šŚǀŧřŶůœ Ŷūƹŏ  a  2

 ƼƴŰƴưƬƫ šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯƹ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƖƯ

 ƍŚƤƴƫř ƵŸƷ ƲÚǀƗ 
x y
16 9 1
2 2

+ =  :ƶŤƫŵŚƘƯ ƽŸƫř

.ŹƹŚŰưƫř ƼƬƗ

.şŚƐƘưƫř ŠƫŵŚƘưƫř ƢƤŰţ ƻźųŏ ƍŚƤƳ ƖŝŹŏ ƲÚǀƗ  b

.ƲǀƬƨƄƫř Ʋǀŝ ƱŹŚƣ Ʈŧ ŚĐǀŞƿźƤţ Ôǆƨƃ ƮſŹřƹ

ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř :ƞƿźƘţ

 ƲƗ  ŚƸƴƯ  ŠƐƤƳ  ƪƧ  ƽŶƘŝ  ƕƺưŬƯ  Ʊƺƨƿ  ƾŤƫř  ƻƺŤƀưƫř  ƾƟ  ƍŚƤƴƫř  ƪƧ  ŠƗƺưŬƯ  ƺƷ  ƆƣŚƴƫř  ƖƐƤƫř
.ŚÔŤŝŚŧ ƻƺŤƀưƫř ƾƟ ƲǀŤŤŝŚŧ ƲǀŤƐƤƳ

 ƞƈŤƴƯ  ŠƐƤƳƼưƀţƹ  ¬ƲǀţŹŒŝ  ƱŚŤŤŝŚŨƫř  ƱŚŤƐƤƴƫř  Ƽưƀţ
 Ů ÚƋƺƿ .ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř żƧźƯ ŚưƸƴǀŝ ŠƬƇřƺƫř ŠưǀƤŤƀưƫř ŠƘƐƤƫř
 ƱřŸƬƫř ƱřŶƘŞƫřƹ ¬ ,F F21  ƵŚţŹŒŝ Ś ÔƈƣŚƳ Ś ÔƘƐƣ ƪŝŚƤưƫř ƪƨƄƫř

. ,d d21  ŚưƷ ŢŝŚŧ ŚưƸƗƺưŬƯ

 ƶƫƺƏ  Ś ÔƐǀų  ƪǀŴţ  ¬ŚĐǀƬưƗ  ƆƣŚƴƫř  ƖƐƤƫř  ƞƿźƘţ  ŮǀƋƺŤƫ
 ƥźŰŤƿƹ ¬ŠǀƳŚŨƫř şŹŒŞƫř ŶƴƗ ŢŞŨƯ źųǁř ƶƟźƏƹ ƲǀţŹŒŞƫř ƻŶůœ ŶƴƗ ŢŞŨƯ ƶǀƟźƏ Ŷůŏ ¬ŢŝŚŧ
 ƩƺƏ Ʊœƹ .ƆƣŚƳ ƖƐƣ ƺƷ ƮƬƤƫř ƶưſźƿ ƽŸƫř ƼƴŰƴưƫř ƱŔƟ ¬ŵƹŶƄƯ ƺƷƹ ƎǀŴƫř ƼƬƗ ƮƬƣ

.(a) ƪƨƄƫř Ƽƫœ źƔƳř ,d d21  ƲƿŶƘŞƫř ƕƺưŬƯ ƺƷ ƎǀŴƫř

ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř
Ellipse

(a) ƪƨƃ

F1 F2

d
2d

1
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 ƖƐƤƬƫ źŞƧǃř ŹƺŰưƫř Ƽưƀţ ƖƐƤƫř ƼƬƗ ŚƷŚƟźƏƹ ƲǀţŹŒŞƫŚŝ şŹŚưƫř 1V V2  ŠưǀƤŤƀưƫř ŠƘƐƤƫř (b) ƪƨƄƬƫ ƪŨưưƫř ƖƐƤƫř ƾƟƹ
 ƖƤƿƹ ¬źŞƧǃř ŹƺŰưƫř ƼƬƗ ŠƿŵƺưƘƫřƹ żƧźưƫŚŝ şŹŚưƫř Q Q1 2 ŠưǀƤŤƀưƫř ŠƘƐƤƫřƹ .ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř ƾſŏŹ ŚƷŚƟźƏ Ƽưƀƿƹ (ƾƀǀŗźƫř)
 ŚưƸƘƏŚƤţ ŠƐƤƳƹ ¬ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř ƪŧŚưţ ŚƐų ŚưƷ ƱřŹƺŰưƫř ƱřŸƷ .(ƽƺƳŚŨƫř) ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƬƫ źƜƇǃř ŹƺŰưƫř Ƽưƀţ ƖƐƤƫř ƼƬƗ ŚƷŚƟźƏ

F2F1

a a
b

c cO

Q2

Q1

a b c2 2 2= +

(b) ƪƨƃ

źƜƇǃř ŹƺŰưƫř

źŞƧǃř ŹƺŰưƫř

V2V1

 .ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř żƧźƯ Ƽưƀţ

 ƩƺƏ Ʊƺƨƿ ¬V1 Ʋƨǀƫƹ ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř ƾſŏŹ Ŷůŏ ƼƬƗ ƮƬƤƫř Ʊƺƨƿ ŚƯŶƴƗ (b) ƪƨƄƫř ƾƟ
 ŮŞƈƿ ƎǀŴƫř ƩƺƏ ƱŔƟ 1V F1  ƲƯ ÔǅŶŝ F V2 2  ŚƴƘƋƹ řŷœƹ V F V F+1 1 1 2  ƺƷ ƎǀŴƫř

.źŞƧǃř ŹƺŰưƫř ƩƺƏ ƺƷƹ 2 1V F V F+2 2

 źƜƇǃř ŹƺŰưƫř ƩƺƏƹ a2  źŞƧǃř ŹƺŰưƫř ƩƺƏ ŹŚŞŤƗř ƼƬƗ ƢƠţř ¬ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř ŠſřŹŵ ƾƟƹ
. c2  ƲǀţŹŒŞƫř Ʋǀŝ ŠƟŚƀưƫřƹ b2

 ŚưƸƗƺưŬƯƹ ƩƺƐƫř ƾƟ ƱŚƿƹŚƀŤƯ Q F1 1 ¬Q F1 2 Ŧǀů (b) ƪƨƄƫř ƲƯ ŚƸūŚŤƴŤſř Ʋƨưƿ , ,ba c ƮǀƤƫř Ʋǀŝ ŠǀſŚſŏ ŠƣǆƗ ƥŚƴƷƹ
.c ƽƹŚƀţ OF

1
 ¬b ƽƹŚƀŤƟ OQ1 ŚƯŏ ¬ a2  ƺƷ

.Ʊǆǀƫŵ ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƬƫƹ .c ba2 2 2= -  ƹŏ a b c2 2 2 `= +

 :ŦǀŰŝ ŠƧźŰŤƯ ( , )M x y  ŠƐƤƴƫřƹ ( , )F c 0
2

 ¬ ( , )F c 0-
1

 šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƼƬƗ ƱŚŤŤŝŚŧ ƱŚŤƐƤƳ ƾŧřŶůǅř ƻƺŤƀưƫř ƾƟ ŸųŐƴƫ

MF MF a2+ =1 2  (1)

( , )M x y

( , )F c 0-
1

( , )F c 0
2

x

y  a c2  ƱŚŤŝŚŧ ,a c0 0^ ^

;y yMF x c MF x c2 2 2 2= =+ ++ -1 2^ ^h h
2 2 2 2y yMF MF x cx c x cx c2 2 2 2 2 2- = + + - + - -+21

4MF MF cx2 2- =1 2  (2)
( )( ) 4MF MF MF MF cx- + =1 2 1 2  a b a b a b2 2 +=- -^ ^h h
( )( ) 4MF MF cxa2- =1 2  ƲƯ

aMF MF cx2
- =1 2  (3)

(1) , (3) ƲƯ
MF MF a2+ =1 2

2
aMF MF cx

- =1 2

,MF a a
cx MF a a

cx
= + = -1 2  :ŪŤƴŤƀƳ
2 yMF x c 2 2= ++1 ^ h Ʈŧ 2MF cxa a

2
= +1 ` j   ŸųŐƴƫ

x y ccx c a cx a
x2 22 2 2 2
2

2 2

+ + + = + +  :ƼƬƗ ƪƈŰƴƟ

x c x y ca a2
2

2 2
2 2 2- -+ =

x y ca
a c a2

2

2 2
2 2 2-

-+ =
^ h

&
x ya
b b2

2 2
2 2+ =  :a c b2 2 2- =  ƖƌƳ

.ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ ƾƷƹ   a
x

b
y

12

2

2

2

+ =  :ƼƬƗ ƪƈŰƳ b2  ƼƬƗ ŠưƀƤƫŚŝ
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𝑎 > 𝑏 > 0 𝑎 > 𝑏 > 0
ةلداعملا

𝑥#

𝑏#
+
𝑦#

𝑎#
= 1

𝑥#

𝑎#
+
𝑦#

𝑏#
= 1

عطقلا نايب

تاداصلا روحم ىلع قبطني تانيسلا روحم ىلع قبطني ربكلأا روحملا

𝐴! 0,−𝑎 , 𝐴# 0, 𝑎 𝐴! −𝑎, 0 , 𝐴# 𝑎, 0
 افرط ناسأرلا
ربكلأا روحملا

2𝑎  روحملا لوط
ربكلأا

𝐵! −𝑏, 0 , 𝐵# 𝑏, 0 𝐵! 0,−𝑏 , 𝐵# 0, 𝑏
 روحملا افرط

رغصلأا

2𝑏  روحملا لوط
رغصلأا

𝐹! 0,−c , 𝐹# 0, 𝑐 𝐹! −c, 0 , 𝐹# 𝑐, 0 ناترؤبلا

𝑎# = 𝑏# + 𝑐#  ةقلاعلا
ةيساسلأا

𝑦 = −
𝑎#

𝑐
, 𝑦 =

𝑎#

𝑐
𝑥 = −

𝑎#

𝑐
, 𝑥 =

𝑎#

𝑐
 انتلداعم
نيليلدلا

هزكرم و هيروحم نم لك لوح رظانتم صقانلا عطقلا رظانتلا

:يلاتلاك(0 , 0) لصلأا ةطقن هزكرم يذلا صقانلا عطقلا ةلداعم :ƾƫŚŤƫŚƧ ,0 0^ h ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƵżƧźƯ ƽŸƫř ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ

0a b2 2 0a b2 2

ŠƫŵŚƘưƫř
x y
b a 12

2

2

2

+ = a
x y

b 12

2

2

2

+ =

M

x

y

F2

F1

y c
a2

=

y c
a2

= -

A2

B1 B2

A1

d1 d2

M

F2F1

A1 A2

B2

x c
a2

= - x c
a2

=

B1

x

y

ƖƐƤƫř ƱŚǀŝ

šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯ ƼƬƗ ƢŞƐƴƿ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƼƬƗ ƢŞƐƴƿ źŞƧǃř ŹƺŰưƫř

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h  ŚƟźƏ ƱŚſŏźƫř
źŞƧǃř ŹƺŰưƫř

a2
 ŹƺŰưƫř ƩƺƏ
źŞƧǃř

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h  ŹƺŰưƫř ŚƟźƏ
źƜƇǃř

b2
 ŹƺŰưƫř ƩƺƏ
źƜƇǃř

,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h ,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h ƱŚţŹŒŞƫř

a b c2 2 2+= ŠǀſŚſǃř ŠƣǈƘƫř

,c
a

c
ay y

2 2

= - = ,x x a
c
a

c
2 2

= - = ƲǀƬǀƫŶƫř ŚŤƫŵŚƘƯ

ƵżƧźƯƹ ƶƿŹƺŰƯ ƲƯ ƪƧ Ʃƺů źƓŚƴŤƯ ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř źƓŚƴŤƫř

111

:ƾƫŚŤƫŚƧ ,0 0^ h ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƵżƧźƯ ƽŸƫř ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ

0a b2 2 0a b2 2

ŠƫŵŚƘưƫř
x y
b a 12

2

2

2

+ = a
x y

b 12

2

2

2

+ =

M

x

y

F2

F1

y c
a2

=

y c
a2

= -

A2

B1 B2

A1

d1 d2

M

F2F1

A1 A2

B2

x c
a2

= - x c
a2

=

B1

x

y

ƖƐƤƫř ƱŚǀŝ

šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯ ƼƬƗ ƢŞƐƴƿ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƼƬƗ ƢŞƐƴƿ źŞƧǃř ŹƺŰưƫř

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h  ŚƟźƏ ƱŚſŏźƫř
źŞƧǃř ŹƺŰưƫř

a2
 ŹƺŰưƫř ƩƺƏ
źŞƧǃř

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h  ŹƺŰưƫř ŚƟźƏ
źƜƇǃř

b2
 ŹƺŰưƫř ƩƺƏ
źƜƇǃř

,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h ,, ,F c F c0 01 2-^ ^h h ƱŚţŹŒŞƫř

a b c2 2 2+= ŠǀſŚſǃř ŠƣǈƘƫř

,c
a

c
ay y

2 2

= - = ,x x a
c
a

c
2 2

= - = ƲǀƬǀƫŶƫř ŚŤƫŵŚƘƯ

ƵżƧźƯƹ ƶƿŹƺŰƯ ƲƯ ƪƧ Ʃƺů źƓŚƴŤƯ ƆƣŚƴƫř ƖƐƤƫř źƓŚƴŤƫř

111
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"$ :تناك اذإس

!.
+ T"

!I
= :دجوأف صقان عطق ةلداعم1

رغصلأا روحملا يفرطو عطقلا سأر§
نيترؤبلا§
نيليلدلا يتلداعم§
عطقلل اًيبيرقت لاًكش مسرا مث نيروحملا نم لك لوط§

عطقلا ةلداعم

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏

تانيسلا روحم ىلع قبطني ربكلأا روحملا
𝑎# = 16 𝑏# = 10

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

= 16 − 10 = 6

𝑎 = 16 = 4

𝑏 = 10

𝑐 = 6
عطقلا يسأر

𝐴! −𝑎, 0 −4,0
𝐴# 𝑎, 0 4,0

رغصلأا روحملا يفرط

𝐵! 0,−𝑏 0,− 10

𝐵# 0, 𝑏 0, 10
نيترؤبلا

𝐹! −𝑐, 0 − 6, 0

𝐹# 𝑐, 0 6, 0
عطقلا يليلد ةلداعم

𝑥 = ∓
𝑎#

𝑐
= ∓

16
6

نيروحملا نم لك لوط
8  ربكلأا = 2𝑎 =

2  رغصلأا 10 = 2𝑏 =



U U L A . C O M 2022 - 2021
ةــظوـفـحـم قوــقــحـــلا عـيـمـج ©

106

"$ :تناك اذإس

*
+ T"

G
= :دجوأف صقان عطق ةلداعم1

رغصلأا روحملا يفرطو عطقلا يسأر§
نيترؤبلا§
نيليلدلا يتلداعم§
عطقلل اًيبيرقت لاًكش مسرا مث نيروحملا نم لك لوط§

يسأر ربكلأا هروحم

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏

𝑎# = 9 ⇒ 𝑎 = 9 = 3

𝑏# = 4 ⇒ 𝑏 = 4 = 2
𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐 = 5

𝑐 = 5
عطقلا يسأر

𝐴! 0,−𝑎 0,−3
𝐴# 0, 𝑎 0,3

رغصلأا روحملا يفرط
𝐵! −𝑏, 0 −2,0
𝐵# 𝑏, 0 2,0

نيترؤبلا

𝐹! 0,−𝑐 0,− 5

𝐹! 0, 𝑐 0, 5
عطقلا يليلد ةلداعم

𝑦 = ∓
𝑎#

𝑐
= ∓

9
5

نيروحملا نم لك لوط
6  ربكلأا = 2𝑎 =
4  رغصلأا = 2𝑏 =
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#𝐹 :هاترؤب يذلا صقانلا عطقلا ةلداعم دجوأس 0,3, 𝐹! 0, −  لوط و3
.عطقلا اذهل ايًبيرقت لاكًش مسرا مث ,4 رغصلأا هروحم

#𝐹 :هاترؤب يذلا صقانلا عطقلا ةلداعم دجوأس 2,0,𝐹!  هروحم لوط و2,0−
ايًبيرقت لاكًش مسرا مث ,6 ربكلأا

∵ 𝐹!, 𝐹# ∈ 𝑦 − 𝑎𝑥𝑖𝑠

∴
𝒙𝟐

𝒃𝟐
+
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏

𝑐 = 3
2𝑏 = 4 ⇒ 𝑏 = 2

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

3# = 𝑎# − 2#

9 = 𝑎# − 4
9 + 4 = 𝑎#

𝑎# = 13

𝑎 = 13
 عطقلا ةلداعم

𝑥#

4
+
𝑦#

13
= 1

∵ 𝐹!, 𝐹# ∈ 𝑥 − 𝑎𝑥𝑖𝑠

∴
𝒙𝟐

𝒂𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏

𝑐 = 2
2𝑎 = 6 ⇒ 𝑎 = 3

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

4 = 𝑎# − 𝑏#

4 = 9 − 𝑏#

𝑏# = 9 − 4 = 5

𝑏 = 5
 عطقلا ةلداعم∴

𝑥#

9
+
𝑦#

5
= 1
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 يذلا صقانلا عطقلل ربكلأا روحملا لوط و نيسأرلا و نيترؤبلا دجوأس
#25𝑥:هتلداعم + 16𝑦# − 400 = 0

:هتلداعم يذلا صقانلا عطقلل ربكلأا روحملا لوط و نيسأرلا و نيترؤبلا دجوأس
𝑥# + 4𝑦# = 16

25𝑥# + 16𝑦# − 400 = 0
25𝑥#

400
+
16𝑦#

400
=
400
400

𝑥#

16
+
𝑦#

25
= 1

𝑦  ىلع ربكلأا روحملا − 𝑎𝑥𝑖𝑠
𝑎# = 25, 𝑏# = 16
𝑐# = 𝑎# − 𝑏# = 9

𝑎 = 5, 𝑏 = 4, 𝑐 = 3
نيترؤبلا

𝐹! 0,−𝑐 0,−3
𝐹# 0, 𝑐 0, 3

نيسأرلا
𝐴! 0,−𝑎 0,−5
𝐴# 0, 𝑎 0,5

10  ربكلأا روحملا لوط = 2𝑎 =

𝑥#

16
+
4𝑦#

16
=
16
16

𝑥#

16
+
𝑦#

4
= 1

𝑥  ىلع ربكلأا روحملا − 𝑎𝑥𝑖𝑠
𝑎# = 16, 𝑏# = 4
𝑐# = 𝑎# − 𝑏# = 12

𝑎 = 4, 𝑏 = 2, 𝑐 = 2 3
نيترؤبلا

𝐹! −𝑐, 0 −2 3, 0
𝐹# 𝑐, 0 2 3, 0

نيسأرلا
𝐴! −𝑎, 0 −4,0
𝐴# 𝑎, 0 4,0

8  ربكلأا روحملا لوط = 2𝑎 =
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 روحملا ىلع قبطنيربكلأا هروحم ناك اذإ(0,0) هزكرمصقان عطق ةلداعم دجوأس
.cm 10 نيترؤبلا نيب ةفاسملا و cm 16هلوطو يداصلا

 روحملا ىلع قبطني ربكلأا هروحم ناك اذإ(0,0) هزكرم صقان عطق ةلداعم دجوأس
.cm8 نيترؤبلا نيب ةفاسملا وcm 12 هلوطو ينيسلا

𝑥#

𝑏#
+
𝑦#

𝑎#
= 1

2𝑎 = 16, 𝑎 = 8
2𝑐 = 10, 𝑐 = 5
𝑐# = 𝑎# − 𝑏#

25 = 64 − 𝑏#

𝑏# = 64 − 25 = 39 →
𝑥#

39
+
𝑦#

64
= 1

𝑥#

𝑎#
+
𝑦#

𝑏#
= 1

2𝑎 = 12, 𝑎 = 6
2𝑐 = 8, 𝑐 = 4
𝑐# = 𝑎# − 𝑏#

16 = 36 − 𝑏#

𝑏# = 36 − 16 = 20 →
𝑥#

36
+
𝑦#

20
= 1
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𝐹 هيترؤب ىدحإو (0,0) ةزكرميذلا صقانلا عطقلا ةلداعم دجوأس  و2,0
𝐴 ةطقنلاب رمي 2,1.

𝐹 ةرؤبلا 2,0
𝑐 = 2

𝑐# = 𝑎# − 𝑏# ⇒ 𝑎# − 𝑏# = 4
𝑎# = 𝑏# + 4 → 𝟏

𝑥  روحم∈ ةرؤبلا

𝒙𝟐

𝒂𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏

𝐴 2,1
4
𝑎#
+
1
𝑏#
= 1 ×𝑎#𝑏#

4𝑏# + 𝑎# = 𝑎# 𝑏#

4𝑏# + 𝑏# + 4 = 𝑏# + 4 𝑏#

5𝑏# + 4 = 𝑏* + 4𝑏#

𝑏* + 4𝑏# − 5𝑏# − 4 = 0
𝑏* − 𝑏# − 4 = 0

𝑏# =
1 + 17

2

𝑎# =
1 + 17

2
+ 4 =

9 + 17
2

𝑥#

1 + 17
2

+
𝑦#

9 + 17
2

= 1

ىغلم
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 رغصلأا هروحم و (0,0) ةزكرميذلايذلا صقان عطق ةلداعم دجوأس
𝐴 ةطقنلاب رمي وm 10 هلوط يقفأ 2,2 6

يقفأ رغصلأا هروحم∵
يسأر ربكلأا هروحم∴

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+
𝒚𝟐

𝒂𝟐
= 𝟏

2𝑏 = 10 𝑏 = 5

𝐴 2,2 6

4
25

+
2 6

#

𝑎#
= 1

24
𝑎#

= 1 −
4
25

=
21
25

21𝑎# = 24×25 = 600

𝑎# =
600
21

=
200
7

ةبولطملا ةلداعملا∴

𝑥#

25
+

𝑦#
200
7

= 1

𝑥#

25
+
7𝑦#

200
= 1

ىغلم
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 روحم ,تاوصحلا تيتفت زاهجل صقانلا حطسلا دلوي يذلا صقانلا عطقللس
#𝐴 ناتيفرطلا هاتطقن ربكأ 6,0, 𝐴!  ىدحإ رغصلأا روحم و ,6,0−
!𝐵 نيتيفرطلا هيتطقن 0, − .نيترؤبلا تايثادحإ دجوأ ,2.5

 اتطقن صقان عطق نارود نم ,تاوصحلا تيتفت ةزهجأ دحلأ صقانلا مسجملا دلوتيس
#𝐴 ربكلأا هروحم يفرط 8,0, 𝐴!  هروحم يفرط يتطقن ىدحإ تناك اذإ .8,0−

!𝐵 رغصلأا .نيترؤبلا تايثادحإ دجوأف ,0,3.5

𝑎 = 6, 𝑏 = 2.5 ⇒ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

= 6# − 2.5 #

= 29.75

𝑐 = 29.75 ≈ 5.45
: ناترؤبلا

𝐹! −𝑐, 0 −5.45,0
𝐹# 𝑐, 0 5.45,0

𝑎 = 8, 𝑏 = 3.5 ⇒ 𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

= 8# − 3.5 #

= 51.75

𝑐 = 51.75 ≈ 7.19
: ناترؤبلا

𝐹! −𝑐, 0 −7.19,0
𝐹# 𝑐, 0 7.19,0

ىغلم
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 نم قلطني يذلا توصلا نإف لكشلا ةيواضيبلا تلااصلا يف سمهلا ةعباتملس
 ىدحإ نأ ضارتفا ىلع .ةيناثلا ةرؤبلا يف مات لكشب هيلإ عامتسلاا نكمي ةرؤب
.m 46 وm 98 اهيروحم يلوط يواضيب لكش ىلع ةينبم ىربكلا تلااصلا

 نم نكمتيل صخش عقوم نوكي نأ بجي توصلا ردصم نم ةفاسم يأ ىلع
؟حضاو لكشب هعامس

.m, 36 m 78 اهيروحم يلوط لكشلا ةيواضيب ةلاصلا نأ ضارتفا ىلعس
 عامس نم نكمتيل صخش عقوم نوكي نأ بجي توصلا ردصم نم ةفاسم يأ ىلع
؟ حضاو لكشب قلطنملا توصلا

2𝑎 = 98 , 𝑎 = 49
2𝑏 = 46 , 𝑏 = 23

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

= 49# − 23#
= 1872

𝑐 = 1872 ≈ 43.26
: ةبولطملا ةفاسملا

2𝑐 = 2 43.26 ≈ 86.52 𝑚

2𝑎 = 78 , 𝑎 = 39
2𝑏 = 36 , 𝑏 = 18

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 − 𝒃𝟐

= 39# − 18#
= 1197

𝑐 = 1197 ≈ 34.59
: ةبولطملا ةفاسملا

2𝑐 = 2 34.59 ≈ 69.18 𝑚

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

ىغلم
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دئازلاعطقلا

دئازلا عطقلا

 ةقلطملا ةميقلا نوكت يتلا يوتسملا يف طاقنلا لك ةعومجم وه دئازلاا عطقلا
.اتًباث يوتسملا يف نيتتباث نيتطقن نع اهنم ةطقن لك يدعب نيب قرفلل

7-3

!"#$%&' ()*& #$+,y

xF2 F1

P1

 :ŠƫŵŚƘưƫř ƱŚǀŝ ƪŨưƿ ŹƹŚŬưƫř ƪƨƄƫř

x y9 16 1442 2- =

a
x

b
y

12

2

2

2

- =  :şŹƺƈƫř ƼƬƗ ŠƫŵŚƘưƫř ŜŤƧř  a

 .ŠƤŝŚƀƫř ŠƫŵŚƘưƫř ƢƤŰţ ,P 5 4
9

1 a k ŠƐƤƴƫř Ʊŏ ƲƯ ƢƤŰţ  b

( , ) , ( , )F F5 0 5 0-1 2  ƲǀŤƐƤƴƫř ƲƯ ƪƧ ƲƗ P1 ŠƐƤƴƫř ŶƘŝ Ŷūƹŏ  c

P F P F-1 1 1 2  :Ŷūƹŏ  d

, , ( , )P P5 044
9

-2 3` j  :ƲǀŤƐƤƴƫř ƖƯ b  , c  šřƺƐŴƫř ŹźƧ  e

®ƒůǆţ řŷŚƯ  f

Ŷŗřżƫř ƖƐƤƫř :ƞƿźƘţ

 ƪƧ ƽŶƘŝ Ʋǀŝ ơźƠƬƫ ŠƤƬƐưƫř ŠưǀƤƫř Ʊƺƨţ ƾŤƫř ƽƺŤƀưƫř ƾƟ ƍŚƤƴƫř ƪƧ ŠƗƺưŬƯ ƺƷ Ŷŗřżƫř ƖƐƤƫř
.ŚÔŤŝŚŧ ƽƺŤƀưƫř ƾƟ ƲǀŤŤŝŚŧ ƲǀŤƐƤƳ ƲƗ ŚƸƴƯ ŠƐƤƳ

 ƽŏ řŶƘŝƹ ¬şŹŒŝ Ƽưƀţ ,F F1 2  ƲǀŤŤŝŚŨƫř ƲǀŤƐƤƴƫř ƲƯ ƪƧƹ ¬ř ÔŶŗřŻ Ś ÔƘƐƣ (a) ƪƨƄƫř ŮƋƺƿ
 ƲǀƬƈƠƴƯ ƲǀǀƴŰƴƯ ƲƯ Ŷŗřżƫř ƖƐƤƫř ƱƺƨŤƿ .(ŢŝŚŧ ŚưƸƴǀŝ ơźƠƫř Ŧǀů) ,d d1 2 ŚưƸƴƗ ŠƐƤƳ
 ƖƐƤƿ ƲǀţŹŒŞƫŚŝ ŹŚưƫř ƮǀƤŤƀưƫř .ƖƐƤƬƫ ƲǀƬŗŚƯ ƲǀŝŹŚƤƯ ƲǀƐų ,L L1 2 ƱŚƐŴƫř Ƽưƀƿƹ (ƲǀƗźƟ)
 ƖƏŚƤƫř ŹƺŰưƫŚŝ Ʋǀſŏźƫř Ʋǀŝ ŠƬƇřƺƫř ŠưǀƤŤƀưƫř ŠƘƐƤƫř Ƽưƀţƹ ¬Ʋǀſŏźƫř ƾŤƐƤƳ ƾƟ ƖƐƤƫř ƾƗźƟ

.Ŷŗřżƫř ƖƐƤƫř żƧźƯ ƖƏŚƤƫř ŹƺŰưƫř ƞƈŤƴƯ ŠƐƤƳ Ƽưƀţ ŚưƧ ¬(ƾſŚſǃř)

x

y

d1

( , )F c 02( , )F c 0-1

( , )P x y

d2

ƪŗŚƯ śŹŚƤƯ Ǝų

ƪŗŚƯ śŹŚƤƯ Ǝų

ŽŏŹ
şŹŒŝ şŹŒŝ

żƧźưƫř
ŽŏŹ

L1L2

 (a) ƪƨƃ

Ŷŗřżƫř ƖƐƤƫř
Hyperbola

ƮƬƘŤţ Ɲƺſ
• .Ŷŗřżƫř ƖƐƤƫř
• .Ŷŗřżƫř ƖƐƤƫř ƅřƺų

:šŚŰƬƐƈưƫřƹ šřŵźƠưƫř
• Hyperbola  ŶŗřŻ ƖƐƣ
• ŠŝŹŚƤƯ ƍƺƐų

Asymptotes
• Vertices  ŽƹőŹ

:ŠƯƺƬƘƯ
ƪŗŚưƫř śŹŚƤưƫř ƎŴƫř

M

H
c

d

y

x

 ƼƴŰƴưƬƫ ƪŗŚƯ śŹŚƤƯ Ǝų ƺƷ d
 0MH$  ŠƟŚƀưƫř  řŷœ  c
 Ƽƫœ  M  ŠƐƤƴƫř  ŶƘŤŞţ  ŚƯŶƴƗ

.c ƼƴŰƴưƫř ƼƬƗ ŠƿŚƸƳ ǈƫř

:ŚǀūƺƫƺƴƨŤƫŚŝ Ǝŝźƫř
 ŠǀƏƹźŴưƫř ƕƺƐƤƫř ƱŚǀŝ Ʈſźƫ

:ŠǀƳŚǀŞƫř ŠŞſŚŰƫř Šƫǁř ƼƬƗ
 ƼƬƗ źƤƳŏ Menu ŠưŗŚƤƫř ƲƯ

.ŠŰƠƈƫř źƸƔŤƟ Conics
Select Equation  
X A Y K K2
= - +^ h  

X AY BY C2
= + +  

Y A X H K2
= - +^ h  

Y AX BX C2
= + +  

X H Y H R2 2 2
- + - =^ ^h h

0AX AY BX CY D2 2
+ + + + =

1
A

X H
B

Y H
2

2

2

2

=
-

+
-^ ^h h

1
A

X H
B

Y H
2

2

2

2

=
-

-
-^ ^h h

1
B

Y H
A

X H
2

2

2

2

=
-

-
-^ ^h h

 ŠŰƠƇ źƸƔŤƟ .ŠƫŵŚƘưƫř źŤųř
 .ŢŝřƺŨƫřƹ šǈƯŚƘưƫř ƲưƌŤţ
 źƸƔǀƟ =  ƼƬƗ źƤƳŏ Ʈŧ ƉÚƺƗ

 ƾƏƹźŴưƫř ƖƐƤƬƫ ƾƳŚǀŞƫř Ʈſźƫř
.ŠƃŚƄƫř ƼƬƗ

118

ةيطورخملاعوطقلا
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𝑦#

𝑎#
−
𝑥#

𝑏#
= 1

𝑥#

𝑎#
−
𝑦#

𝑏#
= 1

ةلداعملا

عطقلا نايب

𝐴! 0,−𝑎 , 𝐴# 0, 𝑎 𝐴! −𝑎, 0 , 𝐴# 𝑎, 0
 روحملا افرط

ناسأرلا عطاقلا

تاداصلا روحم ىلع قبطني تانيسلا روحم ىلع قبطني  عطاقلا روحملا
)يساسلأا(

2𝑎  روحملا لوط
عطاقلا

𝐵! −𝑏, 0 , 𝐵# 𝑏, 0 𝐵! 0,−𝑏 , 𝐵# 0, 𝑏
 روحملا افرط

قفارملا

2𝑏  روحملا لوط
قفارملا

𝐹! 0,−c , 𝐹# 0, 𝑐 𝐹! −c, 0 , 𝐹# 𝑐, 0 ناترؤبلا

𝑐# = 𝑎# + 𝑏#  ةقلاعلا
ةيساسلأا

𝑦 = ±
𝑎
𝑏
𝑥 𝑦 = ±

𝑏
𝑎
𝑥

 نيطخلا ةلداعم
نيبراقملا

𝑦 = ±
𝑎#

𝑐
𝑥 = ±

𝑎#

𝑐
نيليلدلا ةلداعم

هزكرم و هيروحم لوح رظانتم عطقلا رظانتلا

:يلاتلاك لصلأا ةطقن هزكرم يذلا دئازلا عطقلا ةلداعم :ƾƫŚŤƫŚƧ ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƵżƧźƯ ƽŸƫř Ŷŗřżƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ

ba
y x 12

2

2

2

- = a
x

b
y

12

2

2

2

- = ŠƫŵŚƘưƫř

y
b
a x

=

y
b ax

-

=

y

x

F2

A1

A2

F1

B1 B2

y
a
b x

=

y
a bx

-

=

y

xA2A1F1 F2

B1

B2

ƖƐƤƫř ƱŚǀŝ

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h  ŹƺŰưƫř ŚƟźƏ
ƱŚſŏźƫř ƖƏŚƤƫř

šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯ ƼƬƗ ƢŞƐƴƿ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƼƬƗ ƢŞƐƴƿ
 ƖƏŚƤƫř ŹƺŰưƫř

(ƾſŚſǃř)

2a
 ŹƺŰưƫř ƩƺƏ
ƖƏŚƤƫř

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h  ŹƺŰưƫř ŚƟźƏ
ƢƟřźưƫř

2b
 ŹƺŰưƫř ƩƺƏ
ƢƟřźưƫř

, , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h , , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h ƱŚţŹŒŞƫř

c a b2 2 2= + ŠǀſŚſǃř ŠƣǈƘƫř

y xb
a

!= xy a
b

!=
 ƲǀƐŴƫř ŠƫŵŚƘƯ
ƲǀŝŹŚƤưƫř

y c
a2

!= x c
a2

!= ƲǀƬǀƫŶƫř ŠƫŵŚƘƯ

ƵżƧźƯƹ ƶƿŹƺŰƯ Ʃƺů źƓŚƴŤƯ ƖƐƤƫř źƓŚƴŤƫř

120

:ƾƫŚŤƫŚƧ ƪƇǃř ŠƐƤƳ ƵżƧźƯ ƽŸƫř Ŷŗřżƫř ƖƐƤƫř ŠƫŵŚƘƯ

ba
y x 12

2

2

2

- = a
x

b
y

12

2

2

2

- = ŠƫŵŚƘưƫř

y
b
a x

=

y
b ax

-

=

y

x

F2

A1

A2

F1

B1 B2

y
a
b x

=

y
a bx

-

=

y

xA2A1F1 F2

B1

B2

ƖƐƤƫř ƱŚǀŝ

, , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h , , ,A a A a0 02-1 ^ ^h h  ŹƺŰưƫř ŚƟźƏ
ƱŚſŏźƫř ƖƏŚƤƫř

šřŵŚƈƫř ŹƺŰƯ ƼƬƗ ƢŞƐƴƿ šŚƴǀƀƫř ŹƺŰƯ ƼƬƗ ƢŞƐƴƿ
 ƖƏŚƤƫř ŹƺŰưƫř

(ƾſŚſǃř)

2a
 ŹƺŰưƫř ƩƺƏ
ƖƏŚƤƫř

, 0 ,,B b B b 02-1 ^ ^h h , , ,B b B b0 02-1 ^ ^h h  ŹƺŰưƫř ŚƟźƏ
ƢƟřźưƫř

2b
 ŹƺŰưƫř ƩƺƏ
ƢƟřźưƫř

, , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h , , ,F c F c0 0-1 2^ ^h h ƱŚţŹŒŞƫř

c a b2 2 2= + ŠǀſŚſǃř ŠƣǈƘƫř

y xb
a

!= xy a
b

!=
 ƲǀƐŴƫř ŠƫŵŚƘƯ
ƲǀŝŹŚƤưƫř

y c
a2

!= x c
a2

!= ƲǀƬǀƫŶƫř ŠƫŵŚƘƯ

ƵżƧźƯƹ ƶƿŹƺŰƯ Ʃƺů źƓŚƴŤƯ ƖƐƤƫř źƓŚƴŤƫř

120
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#9𝑥 :نكتلس − 16𝑦# = :دجوأف دئاز عطق ةلداعم144
عطقلا يسأر§
نيترؤبلا§
نيليلدلا يتلداعم§
نيروحملا نم لك لوط§
عطقلل اًيطيطخت لاًكش مسرا مث نيبراقملا نيطخلا نم لك ةلداعم§

9𝑥#

144
−
16𝑦#

144
=
144
144

عطاقلا هروحم دئاز عطق
𝑥#

16
−
𝑦#

9
= 1

𝑎# = 16 ⇒ 𝑎 = 16 = 4
𝑏# = 9 ⇒ 𝑏 = 9 = 3

𝑐# = 𝑎# + 𝑏# = 25 𝑐 = 25 = 5
دئازلا عطقلا يسأر

𝐴! −𝑎, 0 −4,0
𝐴# 𝑎, 0 4,0

نيترؤبلا
𝐹! −𝑐, 0 −5,0
𝐹# 𝑐, 0 5,0

عطقلا يليلد يتلداعم

𝑥 = ∓
𝑎#

𝑐
= ∓

16
5

نيروحملا نم لك لوط
8  عطاقلا روحملا لوط = 2 4 = 2𝑎 =
6  قفارملا روحملا لوط = 2 3 = 2𝑏 =

𝑦نيبراقملا نيطخلا نم لك ةلداعم = ∓ U
?
𝑥 → 𝑦 = ∓ "

*
𝑥
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#9𝑦 :نكتلس − 25𝑥# = :دجوأف دئاز عطق ةلداعم225
عطقلا يسأر§
نيترؤبلا§
نيليلدلا يتلداعم§
نيروحملا نم لك لوط§
عطقلل اًيطيطخت لاًكش مسرا مث نيبراقملا نيطخلا نم لك ةلداعم§

9𝑦#

225
−
25𝑥#

225
=
225
225

𝑦 روحم ىلع عطاقلا هروحم دئاز عطق

𝑦#

25
−
𝑥#

9
= 1

𝑎# = 25 ⇒ 𝑎 = 25 = 5

𝑏# = 9 ⇒ 𝑏 = 9 = 3

𝑐# = 𝑎# + 𝑏# = 34 𝑐 = 34
دئازلا عطقلا يسأر

𝐴! 0,−𝑎 0,−5
𝐴# 0, 𝑎 0,5

نيترؤبلا

𝐹! 0,−𝑐 0,− 34

𝐹# 0, 𝑐 0, 34
عطقلا يليلد يتلداعم

𝑦 = ∓
𝑎#

𝑐
= ∓

25
34

نيروحملا نم لك لوط
10  عطاقلا روحملا لوط = 2 5 = 2𝑎 =
6  قفارملا روحملا لوط = 2 3 = 2𝑏 =

نيبراقملا نيطخلا نم لك ةلداعم

𝑦 = ∓
𝑎
𝑏
𝑥 → 𝑦 = ∓

5
3
𝑥
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#𝐹 هاترؤب يذلا دئازلا عطقلا ةلداعم دجوأس 0,3, 𝐹! 0, −  هاسأر و3
𝐴# 0,2,𝐴! 0, − 2

.عطقلل ايًبيرقت لاًكش مسرا و نيبراقملا هيطخ نم لّك ةلداعم دجوأ مث

∵ 𝐹!, 𝐹# ∈ 𝑦 روحم
عطقلا ةلداعم

∴
𝑦#

𝑎#
−
𝑥#

𝑏#
= 1

𝑎 = 2, 𝑐 = 3
𝑐# = 𝑎# + 𝑏#

9 = 4 + 𝑏#

𝑏# = 5 ⇒ 𝑏 = 5 ≈ 2.2
عطقلا ةلداعم∴

𝑦#

4
−
𝑥#

5
= 1

نيبراقملا

𝑦 = ∓
𝑎
𝑏
𝑥

𝑦 = ∓
2
5
𝑥
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#𝐹 هاترؤب يذلا دئازلا عطقلا ةلداعم دجوأس 4,0,𝐹!  هاسأر و4,0−
𝐴# 2,0,𝐴!  مسرا و نيبراقملا هيطخ نم لّك ةلداعم دجوأ مث2,0−

.عطقلل ايًبيرقت لاًكش

∵ 𝐹!, 𝐹# ∈ 𝑥 روحم
عطقلا ةلداعم

∴
𝑥#

𝑎#
−
𝑦#

𝑏#
= 1

𝑎 = 2, 𝑐 = 4
𝑐# = 𝑎# + 𝑏#

16 = 4 + 𝑏#

𝑏# = 12 ⇒ 𝑏 = 12 = 2 3 ≈ 3.5
عطقلا ةلداعم∴

∴
𝑥#

4
−
𝑦#

12
= 1

نيبراقملا

𝑦 = ∓
𝑏
𝑎
𝑥

𝑦 = ∓
2 3
2

𝑥 = ∓ 3 𝑥
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0) هزكرم يذلا دئازلا عطقلا ةلداعم دجوأس 𝐹 هيترؤب ىدحإ و(0, 0, 34
𝑦 :يه نيبراقملا هيطخ دحأ ةلداعم و = "

+
𝑥

∵ 𝐹 ∈ 𝑦 روحم

∴
𝒚𝟐

𝒂𝟐
−
𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏

𝑐 = 34
: براقملا ةلداعم

𝑦 = ∓
𝑎
𝑏
𝑥

∴
𝑎
𝑏
=
3
5

5𝑎 = 3𝑏

𝑎 =
3𝑏
5

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝑎# + 𝑏# = 34

3𝑏
5

#

+ 𝑏# = 34

9𝑏#

25
+ 𝑏# = 34

𝑏#
9
25

+ 1 = 34

25
34
×
34
25

𝑏# = 34×
25
34

⇒ 𝑏# = 25

𝑏 = 5

∴ 𝑎 =
3𝑏
5
=
3 5
5

𝑎 = 3
دئازلا عطقلا ةلداعم

𝑦#

9
−
𝑥#

25
= 1

ىغلم
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𝐹 هيترؤب ىدحإ يذلا دئازلا عطقلا ةلداعم دجوأس  ةيطخ دحأ ةلداعم و41,0
𝑦 نيبراقملا = *

+
𝑥

∵ 𝐹 ∈ 𝑥 روحم
دئازلا عطقلا ةلداعم

∴
𝒙𝟐

𝒂𝟐
−
𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏

نيبراقملا

𝒚 = ∓
𝒃
𝒂
𝒙

𝑏
𝑎
=
4
5

4𝑎 = 5𝑏

𝑎 =
5𝑏
4

𝑐 = 41
𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝑎# + 𝑏# = 41

5𝑏
4

#

+ 𝑏# = 41

25𝑏#

16
+ 𝑏# = 41

𝑏#
25
16

+ 1 = 41

16
41
×
41
16
𝑏# = 41×

16
14

𝑏# = 16 ⇒ 𝑏 = 4

∴ 𝑎 =
5𝑏
4
=
5 4
4

𝑎 = 5

دئازلا عطقلا ةلداعم

𝑥#

25
−
𝑦#

16
= 1

ىغلم
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0) هزكرم يذلا دئازلا عطقلا ةلداعم دجوأس  و4,0− هيسأر دحأ و(0,
,5 ةطقنلاب رمي − 2

4,0− هيسأر دحأ∵
𝑥 روحم ىلع قبطني عطاقلا روحملا∴

𝑥#

𝑎#
−
𝑦#

𝑏#
= 1

𝑎 = 4
,5) ةطقنلاب رمي − 2)

5#

4#
−

−2 #

𝑏#
= 1

25
16

−
4
𝑏#
= 1

25
16

− 1 =
4
𝑏#
=
9
16

9𝑏# = 64 ⇒ 𝑏# =
64
9

⇒ 𝑏 =
8
3

دئازلا عطقلا ةلداعم

𝑥#

16
−
𝑦#

64
9
= 1

𝑥#

16
−
9𝑦#

64
= 1

ىغلم
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,0 هيسأر دحأ يذلا دئازلا عطقلا ةلداعم دجوأس +
*

− ةطقنلاب رمي و 3, − +
#

,0 هيسأر دحأ∵ +
*

𝑦 روحم∃

عطقلا ةلداعم∴

𝑦#

𝑎#
−
𝑥#

𝑏#
= 1

𝑎 =
5
4

− ةطقنلاب رمي 3, − +
#

−52
#

5
4

# −
− 3

#

𝑏#
= 1

4 −
3
𝑏#
= 1

4 − 1 =
3
𝑏#
=
3
1

3𝑏# = 3 ⇒ 𝑏# = 1 ⇒ 𝑏 = 1
دئازلا عطقلا ةلداعم

𝑦#

25
16

−
𝑥#

1
= 1

16𝑦#

25
− 𝑥# = 1

ىغلم
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 يرتشملا بكوك لوح ةيئاضف ةبكرم راسمل دئاز عطق ةلداعم دجوأس
𝑎 :نأ امًلع = 332965 km ,𝑐 = 492778.2 km

𝑐# = 𝑎# + 𝑏#

𝑐# − 𝑎# = 𝑏#

492778.2 # − 332965 # = 1.32 × 10!!

𝑥#

𝑎#
−
𝑦#

𝑏#
= 1

𝑥#

332965 # −
𝑦#

1.32 × 10!!
= 1

𝑥#

1.109×10!!
−

𝑦#

1.32 × 10!!
= 1

 يرتشملا بكوك لوح ةيئاضف ةبكرم راسمل دئاز عطق ةلداعم دجوأس
c :نأ امًلع = 4498542800 km ,a = 35988342 km

𝑐# = 𝑎# + 𝑏#

𝑐# − 𝑎# = 𝑏#

4498542800 # − 35988342 # = 2.02 × 10!G

𝑥#

𝑎#
−
𝑦#

𝑏#
= 1

𝑥#

35988342 # −
𝑦#

2.02 × 10!G
= 1

𝑥#

1.295×10!+
−

𝑦#

2.02 × 10!G
= 1

ىغلم
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 بكوكلا اذه ةيبذاج نإف ,بكاوكلا دحأ نم برتقت و ةيئاضف ةبكرم قلطنت امدنعس
 .دئازلا عطقلا يعرف دحأ هبشي ىنحنم ىلإ ميقتسم طخ نم ةبكرملا راسم ريغت
 انضرتفا اذإ ةرهزلا بكوك لوح ةيئاضف ةبكرم راسم لثمت دئاز عطق ةلداعم دجوأ
 نأ امًلع يقفأ عضو يف عطاقلا روحملا و دئازلا عطقلا زكرم يه لصلأا ةطقن نأ

1 عطاقلا روحملا فصن لوط 882 820 𝐾𝑚يه نيترؤبلا نيب يفاسملا و 
108 208 000 𝐾𝑚

𝑎 = 1 882 820
2𝑐 = 108 208 00 ⇒ 𝑐 = 54 104 000

𝑐# = 𝑎# + 𝑏#, 𝑐# − 𝑎# = 𝑏#

54 104 000 # − 1 882 820 # = 𝑏#

= 2.9×10!+

 يقفأ عطاقلا روحملا∵

𝑥#

𝑎#
−
𝑦#

𝑏#
= 1

𝑥#

1 882 820 # −
𝑦#

2.9×10!+
= 1

𝑥#

3.55×10!#
−

𝑦#

2.9×10!+
= 1

ةينورتكلاتارابتخا
قوـفـت و بردــــت

ىغلم


